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PREFAZIONE 


Questo  secondo  volume  riproduce  in  parte  teorie  speciali  già  svolte  nella 
prima  edizione  del  libro,  che  in  questa  costituivano  i  Capitoli  da  XI  a  XX, 
ed  altre  nuove  ne  accoglie.  Le  prime  trattano  successivamente  delle  de- 
formazioni infinitesime  delle  superficie,  dei  sistemi  ciclici  di  Bibaucour, 
delle  superficie  d'area  minima  e  del  problema  di  Plateau,  delle  superficie 
pseudosferiche  e  delle  trasformazioni  reali  di  B&cklund,  dei  sistemi  tripli 
ortogonali  dello  spazio  euclideo  con  applicazioni  alle  coordinate  ellittiche 
ed  alle  geodetiche  deir  ellissoide,  in  fine  dei  sistemi  tripli  ortogonali  con- 
tenenti una  famiglia  di  superficie  a  curvatura  costante. 

Ter  altro  lo  sviluppo  che  hanno  ricevuto,  nella  nuova  forma,  queste 
diverse  teorie  è  ora  più  ampio  e  completo.  Fra  le  principali  aggiunte  ri- 
leverò nel  Gap.  XV  le  ricerche,  tratte  dal  Darboux,  relative  al  rotola- 
mento di  una  superficie  qualunque  sopra  un'  altra  applicabile,  e  nel  seguente 
Gap.  XYI  quelle  die  riguardano  l'applicazione  successiva  della  trasfor- 
mazione di  Moutard  ed  il  teorema  generale  di  permutabilità  per  le  con- 
gruenze W;  cotì  nel  Gap.  XVIII  i  maggiori  sviluppi  dati  alla  teoria  dei 
sistemi  ciclici  ed  alle  sue  relazioni  col  problema  della  deformazione.  Giterò 
ancora  nel  Gap.  XXIV  le  nuove  considerazioni  sulle  reti  di  Tchebychef  che 
conducono  a  nuove  proprietà  della  trasformazione  di  B&cklund,  assegnando 
le  formolo  effettive  d'applicabilità  per  le  due  felde  di  una  congruenza 
pseudosferica;  in  fine  nel  Gap.  XXVII  lo  studio  delle  relazioni  fra  le 
famiglie  di  Lamé  composte  di  superficie  a  curvatura  costante  ed  il  pro- 
blema della  deformazione  di  una  particolare  quadrica  immaginaria,  oscu- 
lante il  circolo  all'infinito. 

Argomenti  del  tutto  nuovi  sono  svolti  negli  attuali  Gap.  XVII,  XIX, 
XX,  XXI,  e  XXV.  Nel  primo  si  studiano,  da  un  punto  di  vista  generale, 
le  deformazioni  delle  congruenze  rettilinee  al  modo  di  Beltrami,  ossia  le 
deformazioni  del  luogo  dei  centri  in  un  inviluppo  di  oo'  sfere,  coli'  intento 


IV 

principale  di  arrivare  cosi  alla  dimostrazione  dei  notevolissimi  teoremi  di 
Guichard  sulla  deformazione  delle  quadriche  di  rotazione. 

Al  nuovo  ed  importante  metodo  di  Weingarten  per  il  secondo  problema 
dell'applicabilità  sono  dedicati  i  Gap.  XIX  e  XX. 

Nel  primo  di  questi  stabilisco  il  metodo  di  Weingarten,  coli'  interpre- 
tazione geometrica  di  Darboux,  e  ne  colgo  l'occasione  per  fer  conoscere 
il  metodo  così  detto  del  triedro  mobile  e  le  corrispondenti  formolo  fonda- 
mentali della  teoria  delle  superficie,^  sotto  la  forma  preferita  dai  geometri 
della  scuola  Francese.  Nel  seguente  Gap.  XX  il  metodo  di  Weingarten  viene 
collegato  alla  teoria  dei  sistemi  ciclici  e  se  ne  espongono  le  principali 
applicazioni,  fra  le  quali  segnalerò  l'inversione  dei  teoremi  di  Guichard 
e  le  conseguenti  nuove  trasformazioni  delle  superficie  di  curvatura  costante. 

In  fine  il  Gap.  XXV,  insieme  alle  ultime  parti  del  precedente  XXIV, 
è  dedicato  a  far  conoscere  tutti  i  recenti  perfezionamenti  apportati  alla  teoria 
delle  trasformazioni  delle  superficie  a  curvatura  costante.  Le  nuove  tra- 
sformazioni reali  delle  superficie  pseudosferiche,  come  di  quelle  applica- 
bili sulla  sfera,  vi  si  trovano  sviluppate  sia  direttamente  come  le  dedussi 
dall'inversione  dei  teoremi  di  Guichard,  ^^^  sia  risolute,  secondo  il  teorema 
di  permutabilità,  nelle  due  trasformazioni  elementari  immaginarie  di 
Backlund  che  le  compongono.  Nell'ultimo  Gap.  XX VII  si  estendono  in 
fine  queste  ricerche  alle  trasformazioni  delle  famiglie  di  Lamé  a  curva- 
tura costante. 

Anche 'per  questo  secondo  volume  il  collega  prof.  0.  Niccoletti  ha  con- 
tinuato cortesemente  a  coadiuvarmi  nella  revisione  delle  prove  di  stampa; 
ed  io  glie  ne  rinnovo  qui  sinceri  ringraziamenti. 


(^)  Cf.  le  notizie  storiche  al  §.  395,  pag.  441  del  presente  volume. 
Pisa,  Maggio  1903. 


AwerteiUiA  per  i  rlehlami. 

I  richiami  di  pagina,  senza  indicazione  del  volume,  si  riferiscono  al  presente  volume  II. 
Per  quelli  che  riguardano  il  volume  I,  è  adottata  la  notazione  (I, pag....). 
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Defonnazioni  infinitesime  delle  superficie  e  corrispondenza 
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Reiasione  del  problema  delle  deformasionl  infinitesime  con  quello  delle  coppie  di  superficie 
in  corrispondenza  d' ortogonalità  d' elementi  e  delle  coppie  di  superficie  applicabili.  —  La 
funzione  caratteristica  ^  e  l'equazione  fondamentale  di  Weingarten.  —  Superficie  asso- 
ciate in  una  deformazione  infinitesima.  —  Lo  forme  normali  dell'  equazione  di  Weingar- 
ten.— Sistema  coniugato  permanente  nella  deformazione. —Proprietà  della  corrispondenza 
per  ortogonalità  d'elementi.  —  Le  congruenze  di  Bibaucour.—  Secondo  metodo  per  la 
ricerca  delle  deformazioni  infinitesime.  -«Superficie  a  linee  di  curvatura  isoterme  e  teoremi 
di  Christoffel.  —  Condizioni  dell'  equilibrio  di  una  superficie  flessibile  ed  inestendibile.  — 
Rotolamento  di  una  superficie  sopra  un'  altra  applicabile.  —  Direzioni  cinematicamente 
coniugate.—  Sistemi  coniugati  permanenti  in  deformazioni  finite. — Teoremi  di  Peterson.  — 
Saperfioie  suscettibili  di  deformarsi  conservando  le  linee  di  curvatura. 

§.  223. 
Osserrazioni  fondamentali. 

Nel  preseate  capìtolo  riprendiamo  lo  studio  della  deformazione  delle 
superficie  flessibili  ed  inestendibili  per  considerarne  le  defonnazioni 
infinitamenie  piccole.  Le  molteplici  relazioni  di  questa  teoria  colla  teoria 
generale  delle  superficie  e  con  quella  dei  sistemi  di  raggi,  come  d'altra 
parte  il  suo  nesso  intimo  colle  equazioni  a  derivate  parziali  della  forma 
di  Laplace,  rendono  questo  studio  sommamente  interessante. 

Noi  stabiliremo  qui  le  formolo  fondamentali,  attenendoci  alla  Memoria 
di  Weingarten  nel  T.^  100  del  Giornale  di  Creile,  e  ne  svilupperemo 
poi  le  conseguenze  geometriche. 

Per  la  superficie  S,  di  cui  studiamo  le  deformazioni  infinitesime, 
riteniamo  le  solite  nostre  notazioni.  Il  punto  P  ^  (x,  y,  0)  di  S  riceva, 
nella  deformazione  infinitesima  che  si  considera,  uno  spostamento  le  cui 
componenti  secondo  gli  assi  coordinati  siano 

6  a?,  e  y,  e  £r, 

dove  x,y,z  sono  determinate  funzioni  di  m,  v  ed  e  indica  una  costante 
infinUesima,  le  cui  potenze  superiori  alla  prima  vengono  trascurate.  Dopo 
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la  deformazione  il  punto  P  si  trasporta  nel  punto  P'  che  ha  per  coordinate 

e  dovendo  aversi  per  ipotesi 

ne  risulterà 

(1)  dx  dx  -\-  dy  dy  +  de  d  z  =  0. 

Di  questa  relazione  Moutard  ha  dato  la  semplice  ed  importante 
interpretazione  geometrica  seguente. 

Si  considerino  x,  y,  e  come  coordinate  di  un  punto  P  nello  spazio  ; 
mentre  P  descrive  S,  il  punto  P  descriverà  una  superficie  S  <^^  corri- 
spondente punto  per  punto  alla  S  e  per  la  (1)  due  dementi  lineari 
qualunque  corrispondenti  di  S,  S  saranno  sempre  fra  loro  ortogonali.  In- 
versamente se  S  è  una  superficie  corrispondente  per  ortogonalità  d'ele- 
menti alla  S,  se  ne  dedurrà  una  deformazione  infinitesima  della  S. 

Si  può  dunque  dare  al  problema  delle  deformazioni  infinitesime 
l'aspetto  finito:  Determinare  le  superficie  S  che  corrispondono  per  orto- 
goncdUà  d^  dementi  ad  una  superfìcie  data  S. 

Osserviamo  subito  che  si  ottiene  una  particolare  deformazione  infinite- 
sima di  una  qualunque  superficie  S  facendo  subire  ad  S  una  rotazione 
infinitesima.  Così  p.  e.  una  rotazione  infinitesima  attorno  all'  asse  delle  e 
è  rappresentata  dalle  formolo 

a^  =  a?  +  sy,    j/  =  y  —  sa?,    e'  =  B  , 

onde  la  superficie  S  corrispondente  ad  S  per  ortogonalità  d' elementi  è 
il  piano 

^  =  y»    y  =  — ^,   ^  =  0, 

cioè  il  piano  x  y  sul  quale  si  siano  projettati  ortogonalmente  i  punti 


(^)  Si  osservi  che  se  il  punto  P  descrivesse  una  curva  C  e  non  una  super- 
ficie, la  S  sarebbe  sviluppabile  poiché  i  suoi  piani  tangenti  sarebbero  normali 
alle  tangenti  di  C.  Questo  caso  ovvio  trascureremo  sempre  in  seguito.  Potrebbe 
ulteriormente  P  essere  immobile  nello  spazio,  cioè  x^  y,  z  costanti;  ma  allora 
la  S  subirebbe  una  semplice  traslazione. 
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di  S,  facendo  poi  subire  all'immagine  una  rotazione  d'un  angolo  retto 
attorno  all'origine  (^). 

Il  problema  delle  deformazioni  infinitesime  può  porsi  in  un  secondo 
modo  sotto  un  aspetto  finito.  Essendo  infatti  S,  S  una  coppia  di  super- 
ficie che  si  corrispondono  per  ortogonalità  d'elementi,  pongasi 

dando  a  ^  un  valore  costante  qualunque.  La  superficie  S  luogo  del  punto 
(i  v],  C)  ha  per  quadrato  dell'  elemento  lineare 

d£*  +  d7j«  +  dC*  =  <to«  +  dy*  +  (Z^  +  <*(ei5*  +  <^  +  d?) , 
valore  che  non  cangia  mutando  t  in^t  Se  consideriamo  adunque  la 
superficie  S' luogo  del  punto  (£',  >]',  CO  di  coordinate 

saranno  S,  Y!  applicabili,  corrispondendosi  i  punti  (S,  tj,  C),  ($',11',  C);  il 
punto  medio  del  segmento  che  unisce  due  punti  corrispondenti  di  1, 1' 
è  il  punto  P  ^  (x,  y,  £r)  di  S  e  la  direzione  di  questo  segmento  segna  la 
direzione  secondo  cui  si  muove  P  nella  deformazione  infinitesima  conside- 
rata. Inversamente  siano  1,  2'  due  superficie  applicabili  e  (S,  t],  C),  ($',  fi>  K) 
due  punti  corrispondenti.  Ponendo 

^  2       '     ^~       2       '  2 

-_€-€'     -_'n—'<     -_c-c' 


si  ha 


dx dx  "{-  dy  dy  "{-  dz  d z  =  0  , 
onde  vediamo  che:  Se  due  superficie  2,  l!  sono  appliccAUi,  la  superficie 

(^)  Si  osservi  che  questa  costruzione,  combinata  con  una  traslazione  nel  piano 
ed  un'omotetia,  è  la  più  generale  possibile  che  faccia  corrispondere  alla  S  un 
piano  per  ortogonalità  d'elementi. 

Preso  infatti  questo  piano  per  piano  cc^  la  (1)  diventa 

dx  dx -]-  dy  dy  =  0 
ed  X,  y,  considerate  come  funzioni  di  x,  y,  debbono  quindi  soddisfare  le  equazioni 

?5-o    ^-0  ^?  4-  ^^~0 

ax^"'  dy^^    '       dy   ^  dx^^  ' 

la  cui  soluzione  più  generale  è  data  dalle  formolo 

x^^ay-i-b,    y  =  — aaj  +  c, 

indicando  a,  b,  e  costanti. 
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5  luogo  dei  punii  medii  delle  congiungenti  i  punii  corrispondenti  è  smcet- 
tibiie  di  una  deformousione  infinitesima,  nella  quale  ciascun  punto  di  S 
8i  sposta  nèUa  diregione  di  quella  congvungente. 

§.  224. 
La  fonaone  caratteristica  e  l'equaiioiie  di  Weingarten. 

Veniamo  ora  alla  trattazione  analitica  del  nostro  problema,  che  con- 
siste nel  determinare  le  tre  funzioni  incognite  x,  y^  £  ài  u,v  in  guisa 
da  soddisfare  la  (1),  ossia  le  tre  equazioni: 

2dx  dx  '^dx  dx 

(2) 

^  die  di  "^  ^dvdii~ 

Per  trattare  simmetricamente  questo  sistema  di  equazioni,  Weingarten 
introduce  come  funzione  ausiliaria  (p  Y  invariante  (^)  dell'  espressione 
differenziale 

2^.j.=(2ig)*.+(2i-|;)* 

rispetto  alla  prima  forma  fondamentale 

Edu*  +  2¥dudv  +  G  dv^ 


<^)  Se  una  forma  differenziale  lineare 

ìldu+lldv 

si  trasforma  mediante  un  cangiamento  di  variabili  u  =  u  {vi,  if),  v  =  v  (vi,  t/)  in 

M'du'  +  N'dt/ 
si  ha  identicamente 

aM;  _  aN;  _  /^_?n\  a {u,  v) 

dtl         du*        \dv      dui  d(u',ff) 
e  però  l'espressione 


Veq— p«  \^     ^^j 


è  un  invariante  (irrazionale)  del  sistema  delle  due  forme 

Mdtt  +  Ndv,    Edu^  +  2Fdudv  +  Qdv^, 
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della  superficie  S;  egli  pone  cioè 

(2*)  y  = ^ P  y^3^      3  y^^^W 

= ^        /v  ?5  ??  —  V  ?^  — \ 

2v/EG-F*\^aMat;     -^awat;/  • 

A  questa  funzione  9  Weingarten  dà  il  nome  di  Verschiebungsfundian  ; 
noi  la  chiameremo  la  funzione  caratteristica.  Essa  ha  un  semplice  signi- 
ficato cinematico  osservato  da  Volterra  ^^K  rappresentando  la  componente 
secondo  la  normale  della  rotazione  che  un  elemento  superficiale  di  S 
subisce  nella  deformazione. 

L'ultima  delle  (2)  si  scinde  nelle  due  equazioni: 


2^:l  =  ^VEG3F. 


(3) 

'd^  dw 

Formiamo  dalla  seconda  di  queste 

3(yv/EG-F*) 
dtt 

osswvando  che  per  la  prima  delle  (2) 

e  facendo  uso  delle  formolo  fondamentali  (I)  §  55  (I  pag.  116),  col  ricor- 
dare la  formola 


aiog\/EG-F^  |11|    ,    (12 


troveremo 
(4) 


du  1)^2 


^  >/EG~F» 


(^)  SuUa  deformasdone  delle  superficie  flessibili  ed  inestendibili.  Rendiconti  dei 
Ldnceif  aprile  1884. 
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Analogamente  operando  sulla  prima  delle  (3),  ne  dedurremo: 

(,^  3,     D-2xg-i.-2x|-: 

Escludendo,  come  già  si  disse  da  principio,  il  caso  privo  d'interesse 
di  una  S  sviluppabile,  le  (4),  (4*),  essendo 


risolute  rapporto  a 


danno  : 


DD"  — D^^  +  O, 


2^1.  2^1 . 


dx  dv  du 


2x"£= 


du  vJ 


(5) 


Kv'EG-F« 

dx  du         dv 


2xf:  = 


dv 


K\/EG-F' 


indicando  con  K  al  solito  la  curvatura  di  S. 

Le  (2),  (3),  (5)  possono  ora  risolversi  rapporto  alle  derivate  parziali 
di  X,  y,  g  e  danno  le  formolo  : 

te    [^  dv  ^  du)^    [^fv    ^d;*r 


(6) 


dx 

^^  Kv/EG-F* 


colle  analoghe  in  y,  ;?.  Di  qui  si  vede  intanto  che,  appena  nota  la  fun- 
zione caratteristica  9,  si  avrà  per  quadrature  la  superficie  S  corrispondente 
per  ortogonalità  d' elementi  alla  S,  cioè  la  corrispondente  deformazione 
infinitesima. 

Ora  dalle  (5),  derivando  la  seconda  rispetto  a  u,  la  prima  rispetto 
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a  V,  e  sottraendo,  si  ha  dapprima: 

^\Kv/EG-P  /      3«  \  Kn/EG-P/      '^9«'9«     ^du  dv 

9X    3X 
e  sostituendo  per  ^ ,  ^^-  i  valori  tratti  dalle  equazioni    fondamentali 
cu    cv 

(II)  §55  (I,  pag.  117),  troviamo  il  seguente  risultato  fondamentale: 

La  funzione  caratteristica  f  deve  soddisfare  alla  eqtumofie  lineare  a 

derivate  parinoli  dd  secondo  ordine: 


(7)  1  ]ir  du     "^  dv]   ^  3 


v/EG-F»(  ^"  \Kv/ÉG-FV        ^  \kVÈG-F/   / 
2FD'^ED"-GD 


EG-P 


.y;(l) 


questa  si  dirà  V  equazione  caratteristica. 

Ora  è  molto  importante  osservare  che  la  (7)  è  la  condizione  neces-- 
saria  e  sufficiente  cui  deve  soddisfare  ^,  e  cioè  ad  ogni  soluzione  (p  della 
equazione  caratteristica  (7)  corrisponde  una  particolare  deformazione 
infinitesima  della  superficie  S.  Per  dimostrarlo  cominciamo  dalF  osservare 
che  facendo 

^  =  y  y    y  =  —  x  ,     2f  =  0 

si  ha  una  particolare  deformazione  infinitesima  di  S  (§  223)  ed  il  corri- 
spondente valore  di  y  calcolato  dalla  (2*)  è  y  =  X.  Dunque:  Vequazime 
caratteristica  ammette  le  tre  soluzioni  particolari  X,  Y,  Z.  Dopo  ciò  si 
vedrà  subito  che,  se  9  è  una  soluzione  della  (7),  per  le  (6)  è  identica- 
mente soddisfatta  la  condizione  d' integrabilità  e  ne  risulta  così  definita 
per  quadrature  una  deformazione  infinitesima  della  S. 

Dalle  osservazioni  superiori  segue  poi  che  le  deformazioni  infinitesime 
della  S  consistenti  in  un  puro  movimento  corrispondono  alla  soluzione 

della  equazione  caratteristica,  essendo  a,  b,  e  costanti. 


<^)  Si  osserverà  che  il  coefficiente  di  cp  nel  secondo  membro  è  precisamente 
la  curvatura  media  H  di  S. 
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§.  225. 
Trasfonnudone  dalla  eqnasione  caratteristica  e  saperflde  associate. 

Alla  equazione  caratteristica  (7)  di  Weingarten  si  può  dare  un'  altra 
forma  molto  importante  introducendo  i  coefficienti  e,  f,  g,  della  rappre- 
sentazione sferica  di  S  (della  terza  forma  fondamentale).  Ricordando  che 


+ 


K^'IlG-■F*=±^/eg-r  , 
la  (7),  moltiplicata  per  \/EG-F*  \' eg — f*  si  scrive: 
{  d  /     ly      df  D'      M 

Indicando  cogli  accenti  i  simboli  di  Christoffel  relativi  alla  rappre- 
sentazione sferica  e  ricordando  le  formolo  di  Codazzi  (I,  pag.  153  )  per 
la  terza  forma  fondamentale,  la  precedente  si  scrive: 


D" 


3^ 
du*' 


llYdf 
l\du' 


2)3» 


+  «? 


2D' 


fiL?__n'3f_ji2l'aT_,  . 
dudv   \i\du   \2\dv^^^ 


+  D 


^9 


22|'ay 
ildM 


22)' a»  , 


2    dv 


=  0, 


ovvero 
(7*) 


ly  ('f'n  +  e?) -  2  D' (y'„  +  Z'f)  +  D (t'«  +  g<f)==0, 

i  simboli  ^'u,  y'i, ,  ^'m  indicando  le  derivate  seconde  covarianti  ddla 
funzione  caratteristica  (p,  cakoHate  rispetto  all'elemento  lineare  sferico. 

È  questa  la  richiesta  trasformazione  deirequazione  caratteristica.  Ne 
risulta  ora  evidente  la  proprietà,  già  sopra  notata,  che  X,  Y,  Z  ne  sono 
soluzioni  particolari. 

A  questa  forma  (7*)  della  equazione  caratteristica  si  legano  le  seguenti 
osservazioni  geometriche.  Se  immaginiamo  determinata  la  superficie  S 
mediante  le  coordinate  tangenziali 

X  ,    Y  ,    Z  ,    W 

(I,  pag.  172),  cioè  con  W  indichiamo  la  distanza  (algebrica)  del  piano 
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tangente  di  S  dalForigine,  per  le  forinole  (35)  del  §  81  (I,  pag.  173) 
la  (7*)  si  può  scrivere; 

(8)  (W'«  +  f7W)  {^\,  i-  erf)  ^  2  (W\,  ^fW}  {^\^  +  f^)  + 

+  (W'n  +  cW)  (?«  +  <7?)  =  0. 

Essendo  questa  simmetrica  nella  coppia  di  funzioni  W  f,  vediamo 
che  se  si  considera  la  superficie  So  inviluppo  del  piano 

xX  +  yY  +  zZ  =  rp  , 

cioè  la  superficie  So  determinata  dalle  coordinate  tangenziali 

X  ,    Y  ,    Z  ,    ^0=9, 

come  (p  è  funzione  caratteristica  di  una  deformazione  infinitesima  di  S, 
cosi  W  è  funzione  caratteristica  di  una  deformazione  infinitesima  di  So. 
Per  riconoscere  la  relazione  geometrica  caratteristica  fra  S,  So  osser- 
viamo che  queste  due  superficie  si  corrispondono  per  paràUdismo  di 
normali  e  se  con 

(a)  J 

f  Dodu*  +  2  D\du  dv  +  D'Ut;' 

si  indicano  rispettivamente  le  due  seconde  forme  fondamentali,  la  (7*), 
essendo 

—  Do  =  ?'n+C<p  ,      — D'o  =  <Pw+/'<p  ,     — D"o  =  ?>«H-^?>, 

si  scrive 

(8*)  Diy'o  — 2D'D'o  +  D"Do  =  0, 

ed  esprime  che  V  invariante  simtdtaneo  ddle  due  seconde  forme  fonda- 
mentali (a)  è  nullo.  Il  significato  geometrico  di  tale  relazione  è  il  seguente  : 
aUe  linee  assintotiche  dell'  una  superficie  corrisponde  un  sistema  coniu- 
gato suir  altra.  E  invero  se  si  suppone  D  =  D"  =  0,  la  (8*)  dimostra  che 
si  ha  D'o  =  0. 

Inversamente  se  due  superficie  S,  So  si  corrispondono  per  parallelismo 
di  normali  ed  alle  assintotiche  dell'  una  corrisponde  un  sistema  coniugato 
sull'altra,  sussisterà  la  (8*),  ovvero  indicando  con  W,  (p  le  rispettive 
distanze  dei  loro  piani  tangenti  dall'  origine,  la  (8),  onde  ^  sarà  funzione 
caratteristica  di  una  deformazione  infinitesima  di  S  e  analogamente  W 
per  Sp.  Chiamando  dunque  associate  due  superficie  S,  So  quando  corri- 
spondendosi per  parallelismo  di  normali,  alle  linee  assintotiche  dell'una 
corrisponde  un  sistema  coniugato  sull'altra,  abbiamo:  In  ogni  coppia  di 
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superficie  associate  la  distanza  di  un  punto  fisso  dello  spazio  dal  piano 
tangente  di  una  delle  due  superficie  è  funzione  caraUeristica  di  una  defor- 
mazione i/nfinitesima  dell'altra. 

Si  osserverà  subito  che  in  ogni  coppia  di  superficie  associate  una 
almeno  delle  due  superficie  è  a  curvatura  negativa.  E  invero,  se  suppo- 
niamo p.  e.  S  a  curvatura  positiva,  e  facciamo  D'  ==  0,  avranno  D,  D^'  il 
medesimo  segno  e  quindi,  per  la  (8*),  saranno  necessariamente  Do,  D'o 
di  segno  contrario,  onde  So  avrà  curvatura  negativa. 

§.  226. 
Le  forme  normali  dell'  equanone  caratteristica. 

Riferendo  la  superficie  S,  di  cui  studiamo  le  deformazioni  infinitesime, 
a  convenienti  sistemi  curvilinei  (uv),  possiamo  ridurre  l'equazione  carat- 
teristica a  semplici  forme,  che  riguarderemo  come  forme  normali. 

1.®  Se  la  superficie  S  è  a  curvature  opposte,  prendiamo  a  linee 
coordinate  (uv)  le  assintotiche  <*);  avremo 

D  =  0  ,    D"  =  0 

onde  la  (7*)  diviene 

9\t  +  f9  =  0, 

ossia  sviluppando  colle  formolo  del  §73  (I,  pag.  155): 

(^)  di^v  +  2  ~airaii  +  2  "3ir3i  +  ^^^*^- 

Essendo  ^  una  soluzione  di  questa  equazione,  le  formolo  generali  (6), 
che  definiscono  la  superficie  S  corrispondente  per  ortogonalità  d' elementi 
alla  S,  diventano: 

Ora  applichiamo  la  trasformazione  stessa  che  abbiamo  impiegato  al 
§  77  (I,  pag.  162)  per  ottenere  le  formolo  di  Lelieuvre,  cangiamo  cioè  la 
funzione  incognita  7  col  porre 


(^)  La  convenienza  di  riferirsi  a  queste  linee  risulta  a  priori  da  ciò  che  per 
Tequazione  fondamentale  (7)  le  linee  assintotiche  sono  appunto  le  linee  caratte- 
ristiche della  equazione  a  derivate  parziali  stessa. 
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la  (9)  diventa  allora 

3u3i;  '  yi~  3»  9» 


11 


(11) 


-f 


e  le  (10)  si  scrivono  corrispondentemente 
(12) 


dx 


di     39 
du      dw 


dx 
di 


i 

e 

dv 

de 
dv 

colle  analoghe  per  y,  z,  ottenute  per  permutazione  circolare  delle  lettere 
€,  •/],  C 

Ricordiamo  che  &  t],  C  sono  esse  stesse  tre  soluzioni  particolari  della 
(11).  Ogni  altra  soluzione  6  della  (11),  linearmente  indipendente  da  4,  t),  C, 
dà  un'effettiva  deformazione  infinitesima  della  superficie,  che  si  riduce 
invece  ad  un  puro  movimento  se  6  è  composta  linearmente  con  £,  tj,  C 
(Cfr.  §  224). 

2.®  Se  la  S  è  curvatura  positiva,  la  riferiremo,  come  al  §  79  (I,  pag.  167), 
ad  un  sistema  (te,  v)  isoterme-coniugato;  Tequazione  caratteristica  diventa 

cioè  (§  80, 1,  pag.  180) 

3*?    ,    3*<p    ,    31ogp  df    .    31ogp  d'f 


(13) 


du' 


-*  + 


3V  "•"     du    du 


ir  + 


9»     dv 


+  (e +9)9  =  0, 


e  le  (6)  ci  danno: 

,,^.  di        I  3X     _,3y\      di  I    3X     ^di\ 

(1*)  du^A^di-^d-vì'    dv  =  -A^d-u-H)' 

Colla  solita  trasformazione 
r  equazione  caratteristica  (13)  diventa 


(15) 
con 


„        1    /3*VP    ,   3VA       ,    ,     X 
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e  la  superficie  S  risalta  definita  per  quadrature  delle  forinole 


(16) 


dx 
dw 


de 

dv 


4 

dv 


dx 
di 


e 

i 

de 

di 
du 

colle  analoghe  per  y,  z. 

Possiamo  dunque  enunciare  il  risultato:  L'equcufione  da  cui  dipende 
la  ricerca  delle  defarmojrioni  infinitesime  di  una  superficie  S  si  riduce 
alla  forma  normale: 


dudt; 


=  M( 


0  àWaUra 


3*6       3«0 


secondo  che  la  ^  è  a  curvatura  negativa  o  positiva. 

Così  p.  e.  per  tutte  le  superficie  che  corrispondono  alla  equazione 

—  =0 
dudv 

sapremo  cpmpletamente  integrare  il  problema  delle  deformazioni  infini- 
tesime; ciò  vale  in  particolare  per  le  superficie  conoidali  rette  (§  77, 
I,  pag.  165). 

§.  227. 

Sistema  coniugato  permanente  nella  deformazione  infinitesima. 

Consideriamo  due  superficie  associate  S,  So  e  supposto  che  la  So  abbia 
linee  assintotiche  reali,  prendiamole  a  lìnee  coordinate  (u,  v).  Le  linee 
corrispondenti  formeranno  un  sistema  coniugato  e  la  funzione  caratteri- 
stica 7,  essendo  Do  =  0,  D''o  =  0,  soddisferà  alle  due  equazioni  simul- 
tanee (§225): 


(6) 


at*'  =  |iia^  +  Ì2ta'^~'^ 

y(p_  1221' 3?        (22/39 
3?- 1  1  13^  +  12  13"^  ""^^- 

Sia  ora  S  la  superficie  corrispondente  alla  S  per  ortogonalità  d'eie- 
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menti  nella  detta  deformazione  infinitesima;  avremo  per  le  (6): 

W  I         _ 

Avendo  riguardo  alle  (16)  ed  alle  formolo  di  Codazzi  (I,  pag.  154) 
1  /      D      \  ^  _  |22|'       D        _  111)'      ir 

3«\Ve7=7v        'i!vc7=^     liive7=7^' 

se  si  forma  dall'una  o  dall'altra  delle  (e)  la  derivata  ;r~x-  ,  si  trova: 
Vx  (ll)'D"ai"      (22)' D  dx 


dudv  (  2  )  D  aw      (  1  )  D"  at;  ' 

ma  per  le  formolo  (I,  pag.  167) 

12|  __jlirD;;     (12) j22r  D^ 

1)~     |2ÌDM2|~     jliD"' 

questa  si  può  scrivere 

d'x  _jl2)a^   ,    112)35' 

auat;  ~  1 1  i  au  "^  }  2  j  3t;  • 

Dunque  :  U  esterna  (u,  v)  è  coniugato  anche  sulla  S  corrispondente  ad  S 
per  ortogonalità  S  dementi  e  V  equazione  di  Laplace  rdativa  ai  dm  sistemi 
coniugati  è  la  medesima. 

Si  noterà  poi  che  alla  medesima  equazione  di  Laplace 


ye__(i2)ae     (12)36 

3tf3t;         1    Sm"^    2Ì3o 


soddisfa  anche  l'espressione 

ocx-\-yy  +  z0  , 
come  risulta  dall'identità: 

^  dx  dx  j^  -^  dx  dx       ^ 
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Se  ritorniamo  ora  alla  seconda  interpretazione  finita  data  nel  §  223 
al  problema  delle  deformazioni  infinitesime  e  consideriamo  le  due  super* 
fide  applicabili  S,  S'  luogo  dei  rispettivi  punti  (S,  rj,  C) ,  {i\  V»  C) 

i'=x  —  tx,    r[==y  —  ty,     C'=^  — ^^r, 

con  t  costante,  vediamo  che  anche  sopra  S,  £'  il  sistema  (u,  v)  è  coniugato 
e  r  equazione  di  Laplace  relativa  è  la  stessa  come  sopra  S,  S.  Di  essa, 
oltre  che  S,  rj,  C;  S',  tq',  C'  è  altresì  una  soluzione 

In  particolare,  dando  a  ^  un  valore  infinitamente  piccolo  e,  vediamo 
che  sulla  deformata  infinitesima  S'  di  S  il  sistema  (u,  v)  si  è  conservato 
coniugato,  onde  risulta  il  teorema: 

B  'sistema  coniugato  di  una  superficie  S,  che  corrisponde  alle  assm- 
totiche  di  una  superficie  So  anaciata  ad  S  in  una  deformazione  infinitesima, 
si  conserva  coniu^aio  in  questa  deformazione.  Sulla  superficie  S  corrispon- 
dente  ad  S  per  ortogonalità  éP  dementi  vi  corrisponde  alta  sua  volta  U 
sistema  coniugato  omologo. 

Viceversa  se  consideriamo  in  una  deformazione  infinitesima  di  una 
superficie  S  quel  sistema  coniugato  che  si  conserva  coniugato  nella 
deformazione,  <^)  sulla  superficie  associata  So  dovrà  corrispondervi  il 
sistema  delle  assintotiche.  Possiamo  dunque  enunciare  il  teorema: 


(^)  Cf.  KoBNios.  Comptes  Bendus  de  V  Académie  dea  sciences  1. 116,  pag.  669. 

Questo  teorema  di  Koenigs  risulta  del  resto  subito  dall'osservare  che  su  due 
superficie  applicabili,  riferite  al  sistema  coniugato  comune,  Tequazione  relativa 
di  Laplace  è  la  stessa  e  ponendo 

si  ha  (I,  pag.  147) 

Pl2  =  P'l«  =  F. 

Di  qui  si  possono  trarre  inversamente  i  risultati  del  presente  §  del  testo. 

t*)  Questo  sistema  coniugato  permanente  è  unico  salvo  nei  puri  movimenti 
ove  ogni  sistema  coniugato  si  conserva.  Indicando  con  5D,  BD',  5D"  le  variazioni 
di  D,  D',  D'  nella  deformazione  infinitesima,  il  sistema  coniugato  permanente  è 
definito  dairequazione  differenziale 

Bdu  +  iydv         lydu  +  jy'dv 
hJ)  du  +  5D  dv      ZJy  du  +  lD"dv 
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Affinchè  un  sistema  coniiigato  sopra  S  si  conservi  coniugai  o  in  una 
deformajsione  infinitesima  di  S  è  necessario  e  sufficiente  che  la  sua  im- 
magine sferica  di  Gauss  sia  anche  V  immane  ddle  assintotiche  di  una 
superficie  So.  Le  superficie  S,  So  sono  allora  associate  in  quella  deformazione 
infinitesima. 

In  particolare  affinchè  una  saperficie  ammetta  una  deformazione  infi- 
nitesima nella  quale  le  linee  di  curvatura  si  conservino  è  necessario  e 
sufficiente' che  la  rappresentazione  sferica  delle  linee  di  curvatura  sia 
isoterma;  <^)  in  tal  caso  la  superficie  associata  So  è  ad  area  minima. 

§.  228. 
Proprietà  della  corrispondexiEa  per  ortogonalità  d'elementi. 

Diamo  ora  alcune  proprietà  delle  coppie  (S  S)  di  superficie  che  si 
corrispondono  per  ortogonalità  d'elementi. 

1.®  Supponiamo  dapprima  cbe  la  S  sia  a  curvatura  positiva  e,  come 
al  §  226,  scegliamo  a  sistema  coordinato  {u,  v)  un  sistema  isotermo- 
coniugato  sopra  S.  Le  formolo  (16j  possono  scriversi 

1  ^  _  1  /i\      1^  —^1(^\ 

vdu~  dv  \e j  '  9'dv~    du  \e; 

onde  segue 

1.(1%  A^   1/1  ^\_A 

duWdu)'^dvWdv)~^' 


ovvero 


du*'^  dv'~  Qdudu^  Q'dvdv' 


e  risalta  indeterminato  nel  solo  caso  in  coi 

BD:5D':3D"=D:D':D" 

Ma,  essendo 

5(DD"-I>«)  =  D  5D"+I>'8D  -  2D'JD'=  0 

e  DI>'-iy«4:0,  risulta  di  qui 

5Dc=BD'=.5D"«0  . 

(^)  Questo  risultato  è  dovuto  a  Weingarten.  Sitzungsberichte  der  K.  Akademie 
m  Berlin  —  Januar  1886. 
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colle  forinole  analoghe  in  y 
Christoffel  per  la  S  e  con 


colle  formolo  analoghe  in  y  z  .  Ora  se  indichiamo  con  }  ^^|  i  simboli  di 


D  ,    D'  ,    D" 

X  ,    Y  ,     Z 

i  coefficienti  della  seconda  forma  fondamentale  ed  i  coseni  di  direzione 
della  normale,  abbiamo 


r    ,    3*a?        r(ll|    ,    (22)13»    ,    fUl)    ,    (22)  la* 

?  +  ai?  =  [iii  +  ìij]s,  +  [Ì2Ì  +  |2Ìja; 


+  {D  +  D")X, 
onde,  confrontando  colla  precedente,  si  trae 

Quest'ultima  ci  dice  che  D,  D''  hanno  segno  contrario  e  quindi:  Ad 
ima  superficie  a  curvatura  positiva  S  corrispondono  per  ortogonalità  d^ de- 
menti soltanto  superficie  S  a  curvatura  negativa  ^^K 

Così,  come  per  le  coppie  di  superficie  associate  (§  225),  anche  nelle 
coppie  (S,  S)  di  superficie  che  si  corrispondono  per  ortogonalità  d'ele- 
menti una  almeno  delle  due  superficie  è  a  curvatura  negativa. 

2.®  Sia  ora  la  S  a  curvature  opposte.  Prese  a  linee  coordinate  le 
assintotiche  (w,  v)  sopra  S,  le  (12)  si  scrivono 


da  cui  segue 


cioè 


[d'du)  ^  du\^dv)         ' 


dv 


yx    _  31og9  3a;       3  log  6  dx 


3m3!;  dv     du^     du     dv  ' 

(^)  L'unico  caso  d'eccezione  è  quando 

D  =  D'«5^=0: 

ma  allora  la  S  è  un  piano. 
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che  è  un'equazione  di  Laplace  ad  invarianti  eguali.  Dunque:  JUe  linee 
assintotiehe  di  una  superficie  S  corrisponde  sopra  ogni  superfi/Ae  8,  in 
réUmme  d^  ortogonalità  d!  dementi  co»  S,  un  sistema  coniugalo  ad  invor 
fianti  eguali. 

Viceversa  di  una  superficie  S  sia  noto  un  sistema  coniugato  (u,  v) 
ad  invarianti  eguali;  si  potrà  porre 


12)  _  3  log  9 
1    ~     3e; 


12)      3  log  e 
2  du 


essendo  6  una  conveniente  funzione  di  u,  v.  Determinando  iy  y],  C  per 
quadrature  dalle  formolo 

du  \e/  ~    e»  3tt  '  3t?  lej  ~  e*  dv 

e  dalle  analoghe  per  q,  C,  saranno  i,  t],  C  tre  soluzioni  dell' equazione 
in  6: 


3>e 

3tt3t; 


yioge     id9dtì 

dudv  "^  e»3u3i? 


e. 


Conseguentemente  le  formolo  di  Lelieuvre  (I,  pag.  162) 


3^ 
du 


definiscono  una  superficie  S  sulla  quale  le  linee  (u,  v)  sono  le  assintotiehe 
e  che  corrisponde  per  ortogonalità  d' elementi  alla  S.  Si  vede  adunque  che  : 
La  ricerca  delle  deformazioni  infinitesime  di  una  superficie  equivale 
a  quella  dei  suoi  sistemi  coniugati  ad  invarianti  eguali. 


fi 

e 

dx 

fi 

e 

arj 

ac 

•  du~ 

^ 

ac 

du 

du 

dv 

dv 

§.  229. 

Oongrnense  di  Bibancour. 

Alle  coppie  di  superficie  che  si  corrispondono  per  ortogonalità  di  ele- 
menti si  lega  un'importante  classe  di  congruenze,  considerata  da  Ribau- 
cour,  che  si  ottengono  nel  modo  seguente:  Essendo  S,  S  una  tale  coppia 
di  superficie,  conduciamo  pei  punti  di  S  i  raggi  paralleli  alle  normali 
nei  punti  corrispondenti  di  S;  la  congruenza  di  rette  così  ottenuta  si  dirà 
una  congruenza  di  Ribaucour  e  la  superficie  S  prenderà  il  nome  di  super- 
ficie generatrice  della  congruenza. 
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Per  determinare  gli  elementi  di  una  tale  congruenza,  applichiamo 
le  formolo  generali  del  cap.  X.  Dalle  (6)  pag.  6,  ponendo  colle  notazioni 
di  Emnmer: 

^~  ^dàdi    '^""^dvdu  ''~^dÌ4di  '^~^d'vdv' 

otteniamo  : 

-_/D-^      -.fl^'-eV  j._9B-fl)'  -_^DWD;^ 

\/eg-f               yleg-^f  S^g-f  yjeg-f 

Le  equazioni  (B)  (D)  (I,  pag.  305,  306),  che  determinano  rispettiva- 
mente le  ascisse  dei  punti  limiti  e  quelle  dei  fuochi,  diventano 

(17)  J  ^ 

indicando  n,  u  i  raggi  principali  di  curvatura  della  superisele  genera- 
trice S.  <^>  L'equazione  (C)  (I,  pag.  305)  che  determina  le  sviluppabili 
della  congruenza  diventa  poi 

D  dw*  +  2  D' du  dt,  +  D"  dt;*  =  0  ; 

abbiamo  dunque  il  teorema: 

In  ogni  congruenza  di  Rtbaucour  la  superficie  S  di  partenza,  corrisponr 
dente  per  ortogonalità  d' dementi  alla  superficie  generatrice  S,  è  la  superficie 
media  della  coìigruenza.  Le  sviluppabili  della  congruenza  corrispondono 
alle  linee  assintotiche  ddla  superficie  generatrice  S  e  tagliano  conseguente- 
mente {§  228)  la  superficie  media  S  secondo  un  sistema  coniugato  ad 
invarianti  eguali. 

Dimostriamo  che  quest'ultima  proprietà  è  caratteristica  delle  con- 
gruenze di  Ribaucour,  anzi  di  più:  Ogni  eongrtienza  le  cui  svituppabUi 


W  'Nella  sostituzione  nelle  citate  formole  (B),  (D),  le  quantità  iu  queste  in- 
dicate con  £,F^G;  e  f,f,g  debbono  rispettivamente  sostituirsi  con 

e.  /)  g;  'e,  7,  A 1; 

conviene  inoltre  tener  presenti  le  formole 

DD"— D"» 
r.r. 


r,r,  . 


eg-f* 
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tagliano  la  superficie  inedia  secondo  un  sistema  coniugato  è  una  congruenM 
di  Rìbaucour  ed  U  sistema  coniugato  è  quindi  ad  invarianti  eguali. 

Per  dimostrarlo  procediamo  eoa  Guichard  nel  modo  seguente.  Ripren- 
diamo le  formolo  del  Gap.  X,  §  147  (I,  pag.  317),  che  danno  le  coordinate 
X,  y,  a  del  punto  medio: 


(18) 


dx 
du 

dx 


ove  p  indica  una  soluzione  dell'  equazione  di  Laplace 


p  =  0  . 


Esprimiamo  ora  che  sulla  superficie  media  S  le  traccio  (u,  v)  delle 
sviluppabili  della  congruenza  formano  un  sistema  coniugato.  Per  ciò  è 
necessario  e  sufficiente  che  x,  y,  z  siano  soluzioni  di  una  medesima 
equazione  di  Laplace 

essendo  P,  Q  convenienti  funzioni  di  w,  v. 


Ora  formando  effettivamente 


la  (19)  e  la  formola 
3*X 


dudv 


da  una  delle  (18),  coli' osservare 


dudv 


12)  ax     (i2|  ax     -Y 
1  3^^"  2  aiJ""^    ' 


troviamo: 


dudv~     a»  "*"  l '^ 


du 


+ 


(12 

2 


+ 


\m-m>^\ 


12|ap_(1213p 
2  I  dt;       1    dw 


ax 

X, 


+ 


che  deve  sussistere  colle  analoghe  per  y,  z.  Le  funzioni  supposte  |P,  Q 
saranno  quindi  date  da 


(20) 


P  = 


W 


\j2     A_|i2j  ,  i_a_p 


pao' 


Q=  o  + 


p  3m  ' 


12)  9p 
1    9w 
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e  dovrà  aversi  inoltre: 

—  ri  j^2)      9^1121]      ,  jl2)ap_l 
~[dv\2\     3u|lij^'"^"|2|3t;     Ì 

che  pei  valori  (20)  di  P,  Q  si  riduce  a 

3^(121  _  3^(12 
3uil  )        3t;(2 

Questa  esprìme  che  le  immagiai  sferiche  delle  sviluppabili  della 
congruenza  sono  le  immagini  delle  assintotiche  di  una  superficie  (I, 
pag.  156).  In  questo  modo  appunto  Guichard  ha  stabilito  il  teorema: 

Perchè  le  sviluppabili  di  una  congruenea  taglino  la  superficie  media  S 

secondo  un  sistema  coniugato  è  necessario  e  su/fidente  che  le  loro  immagini 

sferiche  coincidano  cotte  immagini  dèlie  assintotiche  di  una  superficie  S. 

3P       30 
Si  osservi  poi  che,  essendo  ^r-  =  :^  ,  il  sistema  coniugato  (u,  t;) 

aV        oU 

di  S  ha  necessariamente  gli  invarianti  eguali. 

Ora  è  facile  constatare  ulteriormente  che  questa  superficie  S  corri- 
sponde per  ortogonalità  d'elementi  alla  superficie  media  S  della  con- 
gruenza, la  quale  è  adunque  una  congruenza  di  Ribaucour.  E  infatti, 

se  con  E  =  —  i^,  indichiamo  la  curvatura  di  S,  sussistono  le  formolo 

(I,  pag.  156) 

3  log  R  _      ^(12)     3  log  R  _      ^(12 

~3ir'-~^Ì2J  '  ""ST"  —  ^|l 

e  per  le  coordinate  x,  y,  z  di  un  punto  di  S  si  ha 


3^  ^      R        /^3X  _^3X\ 


/3a;_      R        /    3X         3X\ 

che  combinate  colle  (18)  danno 

3ii3ii^^'  ^TvTv~^  '  ^\3ti3"i;*^"3t;3tt/  "^ 

e  dimostrano  appunto  che  S,  S  si  corrispondono  per  ortogonalità  d*e-' 
lomenti. 
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§.  230. 
Esempi  di  congraense  di  Bibauconr. 

Consideriamo  ora  alcune  classi  speciali  notevoli  di  congruenze  di 
Bibaucour. 

l.^  Una  prima  classe  è  data  dalle  congruenze  isotrope  (I,  pag.  303). 

Da  quanto  ivi  fu  osservato  risulta  infatti  :  Le  congruenze  isotrope 
sono  quelle  speciali  congruenze  di  Bibaucour  che  hanno  una  sfera  per 
superficie  generatrice.  Del  resto  dalla  prima  delle  (17)  risulta  subito, 
come  conferma,  che  si  ha  r  =  0  se  fi  ==»  r,. 

La  rappresentazione  analitica  delle  congruenze  isotrope  si  ottiene 
subito  osservando  che  alle  assintotiche  della  superficie  media,  necessa- 
riamente reali  (§  225),  corrisponde  sulla  sfera  un  sistema  coniugato  ad 
invarianti  eguali,  cioè  un  sistema  ortogonale  isotermo.  Viceversa,  partendo 
da  un  sistema  ortogonale  isotermo  arbitrario  sulla  sfera,  colle  formolo 
alla  fine  del  §  228,  si  troverà  per  quadrature  la  più  generale  congruenza 
isotropa,  ossia  la  più  generale  deformazione  infinitesima  della  sfera. 

2.''  Le  congruenze  di  Guichard  (Cap.  X,  §  151),  le  cui  sviluppabili 
tagliano  le  superficie  focali  secondo  le  linee  di  curvatura,  sono  caratte- 
rizzate da  questo  che  le  immagini  sferiche  delle  loro  sviluppabili  coinci- 
dono colle  immagini  delle  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferica; 
esse  possono  dunque  ora  definirsi  come  quelle  congruenze  di  Bibaucour 
che  hanno  una  superficie  pseudosferica  per  superficie  generatrice. 

3.^  Ad  una  superficie  qualunque  S  può  farsi  corrispondere,  per  orto- 
gonalità d'elementi,  un  piano  S  (§  224)  e  la  corrispondente  congruenza 
di  Bibaucour  ha  per  superficie  media  il  piano  S.  Viceversa  dai  teoremi 
al  §  precedente  risulta  :  Ogni  congruenza  che  ha  per  superficie  media  un 
piano  è  una  congruenza  di  Bibaucour.  E  infatti  siccome  sul  piano  qualunque 
sistema  è  un  sistema  coniugato,  si  può  dire  che  le  sviluppabili  della 
congruenza  tagliano  la  superficie  media  secondo  un  sistema  coniugato.  (^) 


W  Direttamente  si  vede  la  cosa  dalle  forinole  (18),  poiché  prendendo  il  piano 


medio  per  piano  xy,  sarà  =- «0  ,    x--»Ocioò: 

aiogZ^aiogp  .  g 

du  du     "^ 


1% 


dìogZ        dìogp   .   g   12 
dv     '^     dv     "•"      1 


,  .,  a  (12)      a  (12) 

e  quindi  gj^|^j«g^J2| 
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Ne  concludiamo:  Per  costruire  la  più  generale  congruenza  che  ha  per 
superficie  media  un  piano^  si  projettino  ortogonaimente  i  punti  di  una 
superficie  arbitraria  S  sul  piano  e,  rotaia  nel  piano  l'immagine  d^un 
angolo  retto  attorno  ad  un  punto,  si  conducano  pei  nuovi  punti  i  raggi 
paralleli  alle  normali  di  8  nei  punti  corrispondenti. 

Segue  da  queste  osservazioni  che  projettando  ortogonalmente  sopra 
un  piano  le  linee  assintotiche  di  qualsiasi  superficie  si  ottiene  un  sistema 
piano  ad  invarianti  eguali;  e  viceversa  ogni  tale  sistema  piano  è  la 
projezione  ortogonale  delle  assintotiche  di  una  superficie. 

é.""  Fra  le  congruenze  di  Bibaucour  sono  ancora  notevoli  quelle 
normali.  L'immagine  sferica  delle  sviluppabili  essendo  in  tal  caso  un 
sistema  ortogonale,  la  superficie  generatrice  della  congruenza  avrà  le 
linee  assintotiche  ortogonali  e  sarà  quindi  una  superficie  d'area  minima. 
Di  qui  si  conclude  :  Le  congruenze  di  Bibaucour  normali  sono  tutte  e  sóle 
quelle  formate  dalle  normali  ddle  superficie  con  rappresentasAone  isoterma 
delle  linee  di  curvatura. 

Ma  supponiamo  di  più  che  la  superficie  media  della  congruenza  sia 
un  piano  ;  le  superficie  ortogonali  ai  raggi  saranno  le  superficie  di  Bonnet 
per  le  quali  i  punti  medii  fra  i  due  centri  di  curvatura  giacciono  in  un 
piano.  Queste  superficie  si  ottengono  dalle  superficie  S  d'area  minima 
applicando  la  costruzione  sopra  indicata  (S.^),  che  dà  la  congruenza  delle 
normali  di  una  superficie  di  Bonnet  quando  la  S  è  ad  area  minima. 

§.  231. 

Secondo  metodo  per  la  risolusione  del  problema  delle  deformazioni 

infinitesime. 

Vogliamo  ora  descrivere  un  secondo  metodo  per  la  ricerca  delle 
deformazioni  infinitesime,  che  discende  molto  spontaneamente  dalla  teoria 
generale  delle  superficie  (Gap.  IV)  e  si  collega  d'altronde  col  primo  per 
mezzo  delle  superficie  associate. 

Biteniamo  la  superficie  S,  di  cui  vogliamo  studiare  le  deformazioni 
infinitesime,  come  definita  (Gap.  IV)  dalle  sue  due  forme  quadratiche 

fondamentali 

Edu''  +  2Fdudv+  G  dv" 

J)du*  +  2I)'dudv+jy'dv'. 
In  ogni  deformazione  infinitesima  della  S  la  prima  forma  rimane 
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invariata  e  i  coefficienti  della  seconda  subiscono  variazioni  infinitesime, 
che  indichiamo  con 

dove  e  indica  una  costante  infinitesima  e  F,  F,  F'  sono  tre  funzioni 
di  ti,  t;  da  determinarsi.  Note  V,  T,  r\  la  deformazione  infinitesima 
risulta  individuata  a  meno  di  un  movimento  e,  come  ora  dimostreremo, 
la  deformazione  stessa  si  avrà  con  quadrature.  Intanto  formiamo  le 
condizioni  necessarie  e  sufficienti  cui  debbono  soddisfare  F,  H,  F"  variando 
l'equazione  di  Otmas  e  le  equazioni  di  Codazzi  (equazioni  (III)  e  (IV) 
§  56  I,  pag.  119);  si  ottengono  cosi  immediatamente  queste  condizioni 
sotto  la  forma: 


(20) 


(21) 


DF"  — 2D'r  +  D"r  =  0 


du     3»  "*■  1  r^ 


Queste  ultime  possono  anche  scrìversi  sotto  la  seconda  forma  equi- 
valente 


3*'  \Veg-f»/    ^  VVeg-f*/     < 


22) 
2) 


v'EG-F* 


—  2 


(21*) 


|i2j     r         jni     r     ^  ^ 


^  VvEG-py     ^  \VEG-F*/     1 1  ' 


V^EG-F» 


—  2 


12) 


+ 


1  i  v/EG-F* 
Di  qui  risulta  che  le  espressioni 

fra»        r     3a!\^   , 


11)     r 

1  iyEG-** 


r     a* 


=0. 


^u 


\VE6-F»^      V'EG-F'^*'/""  '    \v'EG-F«^     ^EG-F»^*;/ 
e  le  due  analoghe  per  y,  z  sono  tre  differenziali  esatti;  indicando  con 
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a?o,  yo,  ^0  gli  integrali,  avremo 

dxo  ^      r     dx        r      dx 
^     Veg-f*  ^   Veg^*  ^^ 

(22) 

dx,  ^     r     dx       r     a^ 

^        VEG-F*  ^     \/EG-F*  ^ 

Riguardando  ora  o^,  ^o*  ^o  come  coordinate  di  un  punto  nello  spazio» 
questo  punto  (xo,  y,,  is^  descriverà  una  superficie  So,  che  diciamo  essere 
precisamente  assodata  ad  S  nella  deformazione  infinitesima  considerata. 
E  infatti  dalle  (22)  risulta  in  primo  luogo  che  S,  So  si  corrispondono  per 
parallelismo  delle  normali;  in  secondo  luogo  dalle  (22)  si  trae 

v/EG-F*'      '      VeG-F*       VEG-F* 
(22*)         < 

1^0 —    ,  =: 

v/EG-F« 

e  quindi 

DD"o  +  D"Do  — 2D'D'o  =  0, 

ciò  che  dimostra  essere  S,  So  superficie  associate  in  una  deformazione 
infinitesima.  Che  infine  questa  deformazione  di  S  sia  precisamente  quella 
cui  corrispondono  le  variazioni  s  T,  s  T,  e  T'  di  D,  D',  D"  si  rileva  dal- 
l'osservare  che  assumendo  sopra  S  a  sistema  coordinato  {u,  v)  il  sistema 
coniugato  permanente  (§  227),  si  avrà 

D'  =  o  ,   r  =  o  , 

indi 

Do  =  D"o  =  0  , 

cioè  le  (u,  v)  sulla  So  saranno  le  assintotiche. 

Così  adunque,  note  T,  T,  F',  si  otterrà  dalle  (22)  la  superficie 
associata  So  con  quadrature,  e  calcolata  quindi  la  funzione  caratteristica 

dalle  (6)  pag.  6  calAoleremo  con  quadrature  la  corrispondente  defor- 
mazione infinitesima. 

§.  232. 

Applicazioni  varie  del  secondo  metodo. 

Applichiamo  le  formolo  del  §  precedente  alla  risoluzione  di  alcune 
questioni  particolari. 
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1."*  Se  trattiamo  nuovamente,  col  nuovo  metodo,  il  problema  delle 
deformazioni  infinitesime  di  una  sfera,  vediamo  che,  essendo  in  tal  caso 
D,  D',  D"  proporzionali,  per  un  fattore  costante,  ad  E,  F,  G,  le  (20),  (21) 
esprimono  che 

(a)  Tdu*  +  2rdudv  +  r  dv" 

appartiene,  come  seconda  forma  fondamentale,  ad  una  superficie  d'area 

minima,  di  cui 

(P)  Edu*  +  2Fdudv  +  Gdv' 

sia  la  terza  forma  fondamentale. 

Viceversa,  presa  una  superficie  d' area  minima  arbitraria  della  quale 
(a),  (P)  siano  la  seconda  e  terza  forma  fondamentale,  le  formolo  (22)  ci 
danno  per  quadrature  la  più  generale  superficie  associata  alla  sfera,  che 
è  alla  sua  volta  una  seconda  superficie  ad  area  minima,  corrispondente 
inoltre  per  ortogonalità  d'elementi  alla  primitiva. 

2."*  Biprendiamo  ancora  il  problema  già  risoluto  al  §  227.  È  possibile 
da/re  ad  una  superficie  S  una  deformazione  infinitesima  che  conservi  coniur 
getto  un  sistema  (u,v)  attualmente  coniugato?  Preso  {u,v)  per  sistema 
coordinato,  avremo  per  ipotesi 

D'  =  o  r=o, 

indi  dalla  (20) 

r  =  XD,    r'  =  — XD", 

essendo  X  un  conveniente  fattore  di  proporzionalità.  Le  (21),  osservando 
che  D,  D''  soddisfano  alle  equazioni  di  Codazzi 

diventano 

aiogx  _  D»  (22)    aiogx  _    d;;  ai) 

3w     """"^D^lir      ^     ~      D(2r 
ovvero  per  le  (25)  §  78  (I,  pag.  167) 

aiogX^_2(12]'      aiogX^      ,(12r 


du  (2  )    '      3t;       ^  Il 

gli  accenti  indicando  che  i  relativi  simboli  di  Chrìstoffel  sono  costruiti 
per  r  elemento  lineare  sferico  di  S.  Dunque  la  deformazione  supposta 
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è  possibile  solo  quando  sia  soddisfatta  la  condizione 

a  (12)'        a  (12/ 


du\l)        dvì2)    ' 

ciò  che  da  nuovamente  il  teorema  del  §  227. 

3.*"  Ricerchiamo  le  deformazioni  infinitesime  di  una  superficie  rigata, 
della  quale  supponiamo  dapprima  siano  note  le  assintotiche  curvilinee. 
Prendendo  per  linee  coordinate  v  =  costante  le  generatrici  e  per  linee 
u  =  costante  le  altre  assintotiche,  avremo 

D  =  0  ,    D"  =  0,  jy|  =  0. 

La  (20)  dà  r  =  0  e  le  (21)  diventano 

con  una  quadratura  rispettosa  v  si  integrerà  la  prima  e  con  due  altre 
quadrature  rispetto  ad  u  la  seconda.  Dunque  :  Per  una  superficie  rigata, 
di  cui  siano  note  le  linee  ossinMiche,  si  determina  con  quadrature  la  più 
generale  deformaisione  infinUesima. 

Ciò  vale  in  particolare  per  ogni  quadrìca,  essendo  una  superficie 
doppiamente  rigata. 

Osserviamo  poi  che  quando  di  una  rigata  non  siano  note  le  linee 
assintotiche  esse  si  determinano  integrando  un'equazione  di  Riccati  (I, 
pag.  258)  e  quindi  la  soluzione  del  problema  delle  deformazioni  infini- 
tesime per  la  più  generale  rigata  si  ottiene  integrando  un'  equazione  di 
Riccati  e  con  successive  quadrature. 

§.  233. 
Le  superflcie  a  linee  di  cnnratiira  iaoterme. 

Facciamo  ancora  un'applicazione  del  secondo  metodo,  che  conduce 
ad  una  bella  proposizione  di  Christoffel  relativa  alle  superficie  con  linee 
di  curvatura  isoterme.  Proponiamoci  per  ciò  la  questione  seguente  :  Può 
una  superficie  S  ricevere  una  deformazione  infinitesima  nella  quale  non 
variino  singolarmente  i  due  raggi  principali  di  curvatura?  Poiché,  in 
qualsiasi  deformazione,  la  curvatura  totale  non  varia  basterà  aggiungere 
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la  condizione  che  non  varii  nemmeno  la  curvatura  media.  Prendendo  a 
linee  coordinate  sopra  S  le  linee  u,  t;  di  curvatura,  la  condizione  ora 
accennata  diventa 

Er  +  Gr=o, 

che  combinata  colla  (20) 
escludendo  il  caso  della  sfera,  dà 

r  =  r'  =  o. 

Ma  allora  le  (21*)  diventano 


3^ 


(23) 


3t7        \jvaì  i  1  )  dv 


dalle  quali  si  trae  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  richiesta  sotto 
la  forma 


dudv 


.og(5)=0; 


questa  esprime  che  le  linee  di  curvatura  (u,  v)  formano  un  sistema 
isotermo. 

Supposto  che  la  superficie  S  soddisfi  a  questa  condizione,  potremo 
scriverne  il  d^,  riferito  alle  linee  di  curvatura,  sotto  la  forma 

Esaminiamo  ora,  secondo  le  formolo  (22),  quale  sarà  la  superficie  So 
associata  ad  S  nella  deformazione  infinitesima  considerata.  Dalle  (23) 
si  ha  subito  V  =  costante  e  sostituendo  a  So  una  superficie  omotetica, 
potremo  fare  T  =  1,  dopo  di  che  le  (22)  (essendo  r  =  H  =  0)  danno 


dXt        1  dx 

dxt          l  dx  ^ 

3»  ~  X  3m  ' 

dv  ~    X  a»  ' 

queste  dimostrano  in  primo  luogo  che  le  linee  di  curvatura  si  corrispon- 
dono sopra  S,  So  ed  i  raggi  di  curvatura  della  So  sono  dati  da 
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Poiché  inoltre 

la  rappresentazione  di  S  sopra  So  è  conforme.  Abbiamo  dunque  il  teorema 
di  Ghristoffel:  Ad  ogni  superficie  S  a  linee  di  cwrvaiwra  isoterme  se  ne 
coordina  una  seconda  (associata)  So,  determinabile  con  quadrature,  che 
corrisponde  in  rappresentazione  conforme  alla  S  per  paraUdismo  di  normali. 
Ghristoffel  è  arrivato  al  risultato  precedente,  proponendosi  di  risolvere 
in  generale  il  problema  :  Per  quali  coppie  di  superficie^  che  si  corrispon- 
dono per  paraUdismo  di  normali,  ha  luogo  rappresentamene  conforme? 
EgU  ha  dimostrato  che,  prescindendo  dalla  soluzione  ovvia  di  una  coppia 
di  superficie  omotetiche  e  dall'  altra  che  le  due  superficie  siano  ambedue 
ad  area  minima,  nel  qual  caso  la  rappresentazione  è  sempre  ii^nforme 
(I,  pag.  149),  le  due  superficie  sono  necessariamente  a  linee  di  curvatura 
isoterme  e  nella  relazione  sopra  studiata. 

§.  234. 
Teorema  di  Ohxistoffel  e  criterio  di  Weinfarten. 

Stabiliamo  rapidamente   questo   teorema   di  Ghristoffel  nel  modo 

seguente.  Sia  S,  So  una  coppia  di  superficie  soddisfacente  al  problema 

e  siane 

(fe«  =  E  d^  +  Q  (fe« 

dsS  =  Eo  dtiS  +  Go  <foS 

i  loro  elementi  lineari  riferiti  alle  rispettive  linee  di  curvatura.  Dimo- 
striamo dapprima  che  necessariamente  le  linee  di  curvatura  si  corrispon- 
deranno sopra  S,  So.  Indicando  infatti  con 

n,  u  ;   pi,  pt 
i  rispettivi  raggi  principali  di  curvatura  di  S,  So,  saranno 

r  t  ri 

P«  Pi 

i  rispettivi  elementi  lineari  sferici.  Per  ipotesi  le  formolo  di  rappresen- 
tazione conforme  di  So  sopra  S  : 

ilo  =  Mo  (W,  V)   ,      Vo  =  Vo  (W,  V) 

trasformano  ds\  in  ds\  e  dso  in  \m  elemento  proporzionale  a  ds\  deve 
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dunque  aversi  simultaneamente 

y\  du   dv  p*  du   dv 

Se  supponiamo  pi'4=pSf  si  ha  quindi  necessariamente 

du  dv  ^    du    dv  ' 

cioè:  le  linee  di  curvatura  si  corrispondono  sopra  S,  S^.  Nel  caso  escluso  p*  -  pi 
la  superficie  So  è  una  sfera,  ovvero  una  superficie  ad  area  minima.  H 
primo  caso  non  fa  veramente  eccezione  al  risultato  ultimamente  conse- 
guito, poiché  sulla  sfera  qualunque  sistema  ortogonale  può  considerarsi 
come  di  linee  di  curvatura.  Resta  dunque  unicamente  escluso  il  caso  in 
cui  S,  So  siano  ambedue  ad  area  minima;  allora  effettivamente  la  rap- 
presentazione di  S  sopra  So  è  conforme,  senza  che  si  corrispondano  le 
linee  di  curvatura. 

Intendiamo  escluso  questo  caso  e  riferiamo  S,  S^  alle  linee  di  curvatura 
corrispondenti  u,  v;  avremo  relazioni  della  forma 


ìxt>     .  a* 
du  ~^du' 

du       a»' 

dgo       ,  da 

du~   du' 

dxb          dx 
do  ~^dv' 

dv     ^dv' 

a«o         da 

ai^~^at>' 

essendo  X,  [i  funzioni  di  u,  t;.  Ma,  poiché,  per  ipotesi,  Eo  :  6o«E  :  G, 
avremo  [t*  ^s  x^  e  quindi  |i  »  ±  X.  Se  vale  il  segno  superiore,  dalla  condizione 
d*  integrabilità 

diVdàì^diiVdvl^^ 
segue 

^=0,     v-=0,     X  =  costante 

e  le  due  superficie  S,  So  sono  omotetiche.  Nel  secondo  caso  (t  »  -  X,  si  ha 

Do  =  XD,    D'o  =  0,  ,    D%  =  — XD" 
e  quindi 

DD^o  +  D^Do  — 2D'D'o  =  0  , 

cioè  S,  So  sono  associate  e  dalle  (22),  essendo  qui  evidentemente  F  »  F'  s  o, 
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risulta  che  S,  So  formano  una  coppia  di  superficie  isotermiche  (^)  associate. 
Le  considerazioni  del  §  233  conducono  anche  facilmente  a  stabilire  un 
criterio  per  riconoscere  se  una  superficie  data  S  appartiene  alla  classe 
delle  superficie  isotermiche  e  ad  altri  risultati  dovuti  a  Weingarten  <*). 
Definita  ad  esempio  la  superficie  S  dalle  sue  due  forme  fondamentali 

E  du^  +  2F  dudv  +  Or  df^  , 
I)du^'^2D'dudv^iy'd^, 

la  superficie  sarà  isotermica  se  potremo  determinare  F,  T,  V  in  guisa 
da  soddisfare  le  (20),  (21)  ed  inoltre  l'altra 

EF"  — 2Fr  +  Gr  =  0  . 

Ma  da  questa,  associata  alla  (20),  si  trae 

F  =  ii.(ED'  — FD),  2r  =  ii(ED"  — GD),  F'  =  [i(FD"  — GDO, 

indicando  con  ^  un  fattore  di  proporzionalità.  Introducendo  questi  valori 
di  F,  r,  r  nelle  (21),  ne  dedurremo 

essendo  a,  p  funzioni  note  di  u,  v,  onde  la  richiesta  condizione  d' iso- 
termìa  sarà 

Di  qui  segue  subito  il  risultato  di  Weingarten:  La  classe  delle  super- 
ficie isotermiche  è  definita  da  un^  equasfione  alle  derivale  parsfiali  quarte. 
E  infatti,  se  indichiamo  Q,onz  =  z  (x,  y)  l'ordinaria  equazione  della  nostra 
superficie  S,  abbiamo  colle  solite  notazioni  di  Monge 

E  =  l+i)*  ,    V^pq  ,    G=l+(f 
D=  — -^— -  .    D'=  ?^ ,    D"=  * 


Vi+y+g*  '  Vi  +y+2"  '  Vi+/+«*  ' 

onde  la  (23)  si  traduce  appunto  in  una  equazione  alle  derivate  parziali 
quarte  per  z,  che  è  inoltre  lineare  rispetto  alle  derivate  del  più  alto 
ordine. 


(^)  Per  brevità  si  indica  col  nome  di  isotermica  una  superficie  a  linee  di 
curvatura  isoterme. 

(<)  Sitzongsberichte  der  Berliner  Akademie,  t.  II,  1883,  pag.  1168. 
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Ora  osserviamo  che,  qaando  la  S  è  isotermica,  la  forma  quadratica 

i  cui  coefficienti  si  calcolano,  come  si  è  visto,  con  quadrature,  è  a  cur- 
vatura nulla.  Se  si  calcola  infatti  la  detta  forma  quadratica  nei  parametri 
isometrici  a,  p  delle  linee  di  curvatura,  si  ha  pel  §  233 

•       Tdu^  +  2rdudv  +  rd^  =  edaLd^, 

essendo  e  costante.  Basta  ora  rammentare  il  risultate^  del  Gap.  II  §  37 
(I,  pag.  79)  per  dedurne  il  teorema  di  Weingarten: 

Sopra  una  superficie  isotermica  nota  le  linee  di  curvatura  si  deter- 
minano con  quadrature. 

§.  235. 
Oenno  sull'equilibrio  delle  superficie  flessibili  ed  inesteadibili. 

n  secondo  metodo,  descritto  nei  §§  precedenti,  per  la  ricerca  delle 
deformazioni  infinitesime  sta  in  una  notevole  relazione  col  problema 
deir  equilibrio  delle  superficie  flessibili  ed  inestendibili,  come  fu  trattato 
particolarmente  da  Lecornu  {^)  e  Beltrami  <*)  in  due  memorie  fondamen- 
tali. Vogliamo  qui  indicare  brevemente  queste  relazioni,  supponendo  note 
le  equazioni  fondamentali  dell' equilibrio  sotto  la  forma  stabilita  da 
Beltrami. 

Se  riprendiamo  le  equazioni  (20),  (21)  per  la  ricerca  delle  deforma- 
zioni infinitesime,  vediamo  che  esse  coincidono  precisamente,  mutate  le 
notazioni,  colle  equazioni  indefi^nUe  per  V  equilibrio  al  §  4  della  citata 
memoria,  allorquando  si  suppongano  nulle  le  forze  esteme  sollecitanti 
i  punti  dell'interno  della  superficie  ed  il  pezzo  considerato  di  superficie 
si  mantenga  quindi  in  equilibrio  sotto  Fazione  di  sole  tensioni  (tangen- 
ziali) al  contomo.  Basta  porre  infatti 

r=vVEG— p  ,  r=  — jìVeg^^^  ,  r'=xVEG— f* 

per  cangiare  le  (20),  (21)  nelle  indicate  equazioni  di  Beltrami,  ove  si 
faccia  U  =  V  =  W==0. 

Si  ha  così  il  singolare  teorema  osservato  da  Lecomu  (1.  e.  pag.  24)  : 


(^)  Sur  VéquUtbre  des  surfaces  fléxibles  et  inexiendMes.  —  Journal  de  TÉcole 
Folytechniquet.  XXIX,  1880. 

^  SuW  equilibrio  dette  superficie  flessibili  ed  inestendibUi,  —  Memorie  del- 
l' Accademia  di  Bologna.  —  Serie  IV,  t.  Ili  (1882). 
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Uno  staio  cT  equilibrio  di  un  pejsfso  di  superfìcie  flessìbile  ed  inesiendibUe 
soggetto  a  soie  forae  (esteme)  tangensicdi  al  contorno,  individua  una  par- 
ticolare deformaeìme  infinitesima  della  superficie  stessa.  Lo  studio  della 
distribuzione  delle  tensioni  sulla  superficie  equilibrata  (Beltrami  §  7) 
rende  ragione  di  questo  risultato.  L' elemento  lineare  ds  della  superficie, 
spiccato  dal  punto  (u,t;)  al  punto  {u-\'du,  vi-dv),  è  soggetto  ad  una 
tensione  diretta  secondo  Telemento  lineare  Ss,  che  va  dal  ^unto  (ti,  v) 
al  punto  (u+Su,  v-\-Sv),  la  posizione  scambievole  dei  due  elementi  essendo 
individuata  dalla  relazione 

(24)  TduSu  +  r(duSv  +  dv8u)  +  rdvSv  =  0. 

Tale  relazione  è  evidentemente  simmetrica,  e  i  due  elementi  lineari 
si  dicono  coniugali  rispetto  alle  tensioni.  Si  osserverà  che  due  elementi 
coniugati  nel  senso  di  Dupin  non  lo  sono  in  generale  staticamente 
(nel  senso  delle  tensioni);  perchè  questa  coincidenza  avesse  costante- 
mente luogo  si  richiederebbe  invero  la  proporzionalità 

r:r:r  =  D:D':D" 

e  per  la  (20)  la  superficie  sarebbe  sviluppabile.  Però  vi  ha  un  doppio 
sistema  di  linee  (reale  od  immaginario)  che  è  coniugato  insieme  stati- 
camente e  nel  senso  di  Dupin;  sono  queste  le  linee  integrali  dell'equa- 
zione (I,  pag.  83): 

Ddu  +  D'dv       D'du  +  IY'dv 

=  0. 

Tdu  +  rdv     r  du  +  r  dv 

Se  queste  linee  sono  reali,  assumendole  a  linee  coordinate  (w,  v)  si  ha 
insieme 

D'  =  0  ,    r  =  o 

e  nella  deformazione  infinitesima  di  S  corrispondente,  secondo  il  teorema 
superiore,  al  supposto  stato  di  equilibrio  questo  sistema  coniugato  si 
conserva  coniugato.  Dunque:  La  defomumone  infinitesima,  individuata 
dal  supposto  stalo  d'equilibrio  della  superficie  flessibile  ed  inestendibile, 
è  quella  nella  quale  il  sistema  coniugato  ad  un  tempo  staticamente  e  nel 
senso  di  Dupin  si  conserva  coniugato. 

Quando  due  elementi  lineari,  staticamente  coniugati,  sono  coincidenti 
si  deVe  avere  per  la  (24) 

T du^  +  2r  dudv  +  r dii" ^  0 . 

Le  linee  integrali  di  questa  equazione  differenziale  sono  quindi  sog- 
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gette  in  ogni  loro  punto  a  sola  tensione  tangenziale.  Se  si  sappongono 
reali  e  distinte,  cioè  F*  —  VV^O,  assumendole  a  lìnee  eoordinate 
si  avrà 

r  =  r'  =  o 

e  quindi,  per  la  (20)  pag.  23:  D'^O.  Ma  allora  le  (21*)  diventano 
3  ,  r  .112 


57  log  =  —  2    - 

e  dimostrano  che  nel  sistema  coniugato  (u,  v)  risulta 

^(12)        3^(12) 

9u(  1  j       at;(2|  ' 

Di  qui  Tediamo  che  :  Sopra  un  peaao  di  superficie  flessibile  ed  mesten- 
éUbUe  equilibrata,  sotto  V  asAone  di  forze  tangenziàli  al  contomo,  le  linee 
soggette  a  sola  tensione  tangenziale  tracciano  im  sistema  coniugato  ad  inva- 
rianti eguali. 

In  particolare  se  il  doppio  sistema  di  linee  soggetto  a  sole  tensioni 
tangenziali  è  ortogonale,  esso  coincide  colle  linee  di  curvatura  e  la 
superficie  è  isotermica. 

Le  linee  soggette  a  sola  tensione  tangenziale  sono  definite,  rispetto 
alla  deformazione  infinitesima,  da  questo  che  esse  formano  il  sistema 
coniugato  comune  alla  superficie  S  ed  alla  sua  associata  So.  Poiché  infatti, 
essendo  Tasr'sO,  D'  =  0,  dalla  media  delle  (22*)  segue  D'o  =  0;  e  vice- 
versa se  si  ha  D'=sO,  D'o=*0  ne  segue  r  =  r'=sO. 

Ora  osserviamo  che,  preso  questo  sistema  (u,  t;)  a  sistema  coordinato, 

le  (22)  si  scrivono 

dx^  _    dx     too dx  ^ 

du  du  ^   dv  dv  ^ 

queste  possono  porsi  sotto  la  forma 

s(^1-<--'>.a(^)-<»-»).|.(-i^)-M-.-) 

indicando  X,  [Ji  fattori  di  proporzionalità.  Esse  ci  dimostrano  che  la  con- 
gruenza formata  dalle  congiungenti  le  coppie  di  puati  oorrispondentì 
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P  ^  {x,  y,  z\  Po  ^  (a?o,  yo,  ^o)  di  due  superficie  S,  So  associate  ha  per 
sviluppabili  le  m,  v,  e  sopra  ogni  raggio  i  fuochi,  avendo  le  coordinate 


x^-rx 

yo-ry     00 -r» 

\-r 

'     1-r    '     1-r 

Xa-\-rx 

y»+ry     no+ra 

1+r     '      1+r     '      1+r     ' 

dividono  armonicamente  il  segmento  PPo  Dunque:  Le  sviluppabili  ddla 
congruenza  formata  dalle  congiungenti  i  punti  corrispondenti  P,  Po  di  due 
superficie  associate  S,  So  tagliano  ciascuna  di  queste  superficie  secondo  un 
sistema  coniugato  ad  invarianti  eguaii;  sopra  ogni  raggio  i  fuochi  dividono 
armonicamente  il  segmento  PP©. 

§.  236. 

Ooppie  di  rigate  applicabili  dedotte  da  ima  coppia  nota 
di  superficie  applicabili. 

Già  al  principio  del  presente  capitolo  abbiamo  notato  che  il  problema 
delle  deformazioni  infinitesime  si  può  presentare  sotto  l'aspetto  finito 
della  determina^Aone  delle  coppie  di  superficie  applicabili.  Ora  riprendiamo 
questo  studio,  limitandoci  per  altro  alla  deduzione  di  alcune  proprietà 
fondamentali  e  rimandando  il  lettore,  che  voglia  approfondire  V  argomento, 
al  Cap.  VI  del  Libro  Vili  delle  Legons  di  Darboux  (IV,  pag.  IH). 

Abbiasi  una  coppia  qualunque  1,  ^i  di  superficie  applicabili,  che 
riterremo  definite  dalla  loro  prima  forma  fondamentale  comune 

Edu^  +  2Fdudv  +  Gdi^ 

e  dalle  due  rispettive  seconde  forme  fondamentali,  che  indicheremo  con 

Dd!w*  +  2D'dwrft;  +  D"*^ 

D,du*  +  2D\dudv  +  'D\dv\  (*) 

Immaginiamo  di  tener  fissa  nello  spazio  una  delle  due  superficie, 
p.  e.  S,  e  di  muovere  l' altra  Si  sì  da  porla  in  contatto  con  S,  per  una 
coppia  qualsiasi  P,  Pi  di  punti  corrispondenti,  e  per  tal  modo  che  le 


<*)  Si  osservi  che  la  relazione  d'applicabilità  stabilisce  anche  la  corrispon- 
denza delle  faccio  delle  due  superficie,  e  le  due  pagine  positive  di  £,  Si  si  assume- 
ranno come  corrispondenti.  Lx  conseguenza,  fissati  i  segni  di  D,  !>,  D",  lo  sono 
anche  qneUi  di  D^,  D'i,  I^V 
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direzioni  di  Si  uscenti  da  Pi  coincidano  colle  omologhe  di  S  uscenti  da  P. 
La  superficie  £i  acquisterà  così  una  doppia  infinità  di  posizioni,  e  noi 
diremo  allora  che  la  superficie  Si  rotola  suHa  superficie  applicabile  S. 

Per  studiare  le  proprietà  fondamentali  di  siffatto  rotolamento,  comin- 
ciamo dal  risolvere  la  questione  preliminare  seguente: 

Consideriamo  una  coppia  qualunque  C,  Ci  di  curve  corrispondenti  sopra 
S,  Si  e  tirando  per  ciascun  punto  di  C  una  conveniente  tangente  di  S, 
formiamo  una  superficie  rigata  R  circoscritta  a  S  lungo  G.  Per  la  legge 
di  corrispondenza  dei  punti  di  S,  Si  verrà  fissata  una  corrispondente 
rigata  Ri  circoscritta  a  Si  lungo  Ci  e  noi  domandiamo:  Come  deve  essere 
sedia  la  rigata  R  affinchè  risulti  applicabile  sulla  corrispondente  Ri,  in 
guisa  che  C,  Ci  si  sovrappongano  per  punti  corrispondenti? 

Conviene  iìmanzi  tutto  calcolare  T  elemento  lineare  della  rigata  R, 
per  il  che  assumiamo  sopra  R  le  coordinate  curvilinee  a,  ^  definite  nel 
modo  seguente  (Cf.  Cap.  Vili,  §  116).  Prendiamo  per  a  l'arco  di  C,  con- 
tato da  un  suo  punto  fisso,  per  |B  il  tratto  di  generatrice  della  R  a 
partire  dal  corrispondente  punto  d'incontro  con  C;  se  indichiamo  col 
simbolo  8  gli  accrescimenti  nel  senso  della  generatrice,  per  i  coseni  di 
direzione  l,  m,  n  della  generatrice  avremo 

y  _  aa;  8t*       a^  St; 
~  duhs'^  dvòs 

e  analogamente  per  m,  n.  Lungo  C  saranno  x,  y,  e,  l,  m,  n,  funzioni  di  a 
e  per  l'elemento  lineare  di  R  si  avrà  (I,  pag.  254)  : 

(fe«  =  dp«  +  2  cosOcfa  e^  +  (M*  p»  +  2  N  p  +  1)  rfa« 

essendo  M,  N,  cos6  funzioni  di  a  definite  dalle  formole: 


Ora  si  ha 


•^=(l)*+(£T+(l)' 

.,       dx  di    .    dy  dm   ,    d0  dn 

a     idx    .        dy    .        d» 
(2a    '        da,    ^        da 


dx dx  du  j.dx  dv 

da       3w  (fa       3t;  da 


e  dalle  formole  fondamentali  della  teorìa  delle  superficie  (I  pag.  116) 
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risulta 


+ 


du  8u  ,  (du  Sv       dv  8«\       _,,  dv  Sv] 

^  doiSh'^^  [disi '^  disi) '^^  di  Si]^ 


e  le  analoghe  per  m,  n  cangiando  x,  X  in  y,  T,  indi  in  a^  Z,  dove  A,  B 
sono  indipendenti  da  D,  D',  D",  e  rimangono  quindi  le  stesse  comunque 
flettendo  la  superficie  S.  Risulta  di  qui  che  N  e  cos  6  dipendono  uni- 
camente dalFelemento  lineare  di  S,  mentre  in  M*  la  parte  dipendente  dalla 
seconda  forma  fondamentale  è  data  da 

n  *!  !?  4.  n'  ^^  ?^  -L  ^  ??\  -L  n"  ^  ??!' 
^  doLÒs'^  ^  \iS^Ò8^  itSs)^  ^    da  S$\  ' 

Adunque  perchè  la  Ri  sia  applicabile  sulla  R  è  necessario  e  sufficiente 
che  si  abbia 

(a)   {I>,TT))duòu-\'  (D'iTDO  iduèv\-dv8u)  +  (D^'i T D'O  ci»  St?  =  0  . 

Il  significato  del  doppio  segno  facilmente  si  rileva  da  considerazioni 
di  continuità.  Colla  scelta  del  segno  superiore  le  due  faccio  corrispon- 
denti per  le  applicabilità  sopra  R,  Ri  sono  le  omologhe  delle  corrispon- 
denti sopra  £,  £i  ;  colla  scelta  dei  segni  inferiori  viene  invertita  una  delle 
faccio.  Per  convincersene  basta  osservare  il  caso  limite 

Di  =  D  ,    D'i  =  D'  ,    D^i  =  D"  , 

ove  I,  Il  sono  direttamente  congruenti  e  la  scelta  dei  segni  superiori 
rende  identica  la  precedente  equazione  (a),  mentre  evidentemente  due 
rigate  qualunque  corrispondenti  R,  Ri  sono  pure  direttamente  congruenti. 
La  scelta  dei  segni  inferiori  equivale  a  cangiare  Di,  D'i,  D"i  in  -Di, 
-D'i,  —  D"i  ossia  a  sostituire  aHà  li  la  simmetrica,  p.  e.  rispetto  alla 
origine. 

§.  237. 
Direziom  dnematicaineiKte  coniugate. 

Scelti  i  segni  superiori  nella  (oc),  la  relazione 
(25)    (Di-D)  du  Su  4-  (D'i  -  D')  {du  Sv+dv  Su)  +  (D"i-D")  du  Sv  =  0 
coordina  ad  ogni  elemento  lineare  eb  dì  £  un  seooodo  elemento  S$,  ìa 
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relazione  involatoria  col  primo,  che  diremo  (per  una  ragione  che  apparirà 
sabito)  cmemaiicamente  coniugato  al  primo.  ^^^ 

La  questione  proposta  risulta  così  risoluta  dalla  costruzione  seguente: 
Tracciata  una  curva  arlntraria  G  sopra  £,  si  drcoscrvoa  a  S  hmgo  C  la 
rigaia  B^  le  cui  generatrici  hanno  le  direzioni  cinematicamente  coniugate 
aUe  tangenti  di  G  ;  la  rigata  R  sarà  applicabile  suUa  corrispondente  ri- 
gata Ri,  con  conservazione  delle  facce  omologhe  rispetto  a  £,  £i. 

Così  la  conoscenza  di  una  coppia  di  superficie  applicabili  trae  seco, 
senza  alcuna  integrazione,  la  conoscenza  di  infinite  coppie  di  superficie 
rigate  applicabili. 

Se  il  rotolamento  di  Si  sopra  1  si  eseguisce  facendo  rotolare  Ci  sopra  C, 
per  r  applicabilità  diretta  di  Ri  sopra  R,  è  chiaro  che  la  prima  rigata 
rotolerà  sulla  seconda  e  ad  ogni  momento  Tasse  istantaneo  di  rotazione 
coinciderà  colla  generatrice  comune  di  R,  Ri .  Così  adunque  :  Quando  una 
superficie  £i  rotola  sopra  una  superficie  applicabile  ^,  Vasse  istantaneo  di 
rotazione  è  diretto  nel  piano  tangente  comune  a  S,  Si  ed  ha  la  direzione 
cinematicamente  coniugata  a  quella  dello  spostamento  del  centro  istantaneo. 

Confrontiamo  ora  le  direzioni  cinematicamente  coniugate:  1.^  colle 
direzioni  coniugate  nel  senso  di  Dupin,  2.^  colle  direzioni  ortogonali,  ciò 
che  dà  luogo  ai  risultati  seguenti: 

1.^  Se  due  direzioni  sono  cinematicamente  coniugate,  e  coniugate 

inoltre  nel  senso  di  Dupin  rispetto  ad  una  delle  due  superficie,  sia  S, 

tali  sono  anche  rispetto  alla  seconda  £i .  E  invero  sussistendo  la  (25) 

insieme  con 

DduSu  f  D'(d[w8f;+(it;8u)  +  D"rf«;8!;  =  0  , 
si  ha  anche: 

Di  dM  8t*  +  D'i  (du  iv+do  8w)  +  D^i  rfv  St;  =  0  . 

Vi  ha  un  doppio  sistema  (reale  od  immaginario)  coniugato  comune 
a  S,  Si  nel  senso  di  Dupin  e  quindi  anche  cinematicamente  coniugato. 
Indeterminazione  di  questo  sistema  ha  luogo  soltanto  quando 

Di:D'i:D"i  =  D:D':D" 
cioè  (essendo  Di  D"i  -  Di  =  D  D"  -  D")  quando 

Di  =  ±D,    D'i  =  ±D',    D"i  =  ±D" 


W  L'opportuna  denominazione  è  tolta  da  una  nota  del  Bbltbami:  Del  moto 
geometrico  di  un  solido  che  ruzzola  sopra  un  altro  solido.  Giornale  di  Battaglini  1872. 

Se  si  suppone  S^  deformata  infinitesima  di  S,  le  direzioni  cinematicamente 
coniugate  coincidono  con  quelle,  che  al  §235  abbiamo  chiamate  staticamente 
coniugate. 
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e  allora  le  due  superfìcie  sono  direttamente  od  inversamente  congruenti. 
2.^  Attorno  ad  ogni  punto  vi  è  una  ed  in  generale  una  sola  coppia, 
sempre  reale,  di  direzioni  ortogonali  e  cinematicamente  coniugate;  esiste 
cioè  un  solo  doppio  sistema  ortogonale  e  cinematicamente  coniugato. 
Le  linee  corrispondenti  sono  (Gap.  II,  §  39)  le  linee  integrali  dell'equa- 
zione  differenziale 


Edu  +  Fdv  F  du  +  Gdv 


=  0 


Ma  vi  ha  un  caso  molto  notevole  di  coppie  di  superficie  applicabili, 
nelle  quali  a  qualsiasi  direzione  è  cinematicamente  coniugata  la  direzione 
ortogonale.  Perchè  ciò  accada  è  necessario  e  sufficiente  che  sussista  la 
proporzione 

Di  — D:  D'i  — D':D"i  — iy'  =  E  :F  :  G, 

ossia  che  si  abbia 

(26)         Di  =  D+XE,     D'i  =  D'  +  XF,    D"i  =  D"  +  >^G, 

essendo  X. un  fattore  di  proporzionalità. 

Ma  se  sostituiamo  questi  valori  di  Di ,  D'i ,  D"i  nelle  equazioni  di 
Codazzi,  rammentando  che  a  queste  equazioni  soddisfa  tanto  la  tema 
D,  D',  D"  come  E,  F,  G,  ne  deduciamo  subito  le  equazioni 


4- 

-l^»» 

^1- 

-«^-o 

onde  X  deve  essere  una  costante.  Di  più  dobbiamo  avere  per  l'equazione 

di  Gauss 

DiD"i  — D'J  =  DD"  — D'*, 
e  quindi 

2FD'-ED"-GD 


X  = 


EG-F* 


Il  secondo  membro  è  la  curvatura  media  H  della  superficie  S,  che 
deve  dunque  essere  costante.  Viceversa,  essendo  S  una  superficie  a  cur- 
vatura media  costante  H,  le  formole  Di  =  D+HE,  D'i  =  D'+HF,  D'i  =  D"+HG 
danno  valori  di  D,  D',  D"  che  soddisfano  alle  equazioni  di  Gauss  e  di 
Codazzi  ed  appaitengono  quindi  come  coefficienti  della  seconda  forma 
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fondamentale,  ad  una  seconda  superficie  ^i  applicabile  sulla  £;  questa  è 
alla  sua  volta  a  curvatura  media  costante  -  H.  Si  vede  subito  che  sulle 
due  superficie  si  corrispondono,  nell'applicabilità,  le  linee  di  curvatura 
e  i  raggi  di  curvatura  dell'una,  cangiati  di  segno,  sono  eguali  a  quelli 
dell'altra  permutati.  Abbiamo  così  stabilito  il  teorema: 

Offni  superficie  a  curvatura  media  costante  {non  nulla)  ne  determina 
una  seconda,  applicabile  suUa  prima  con  conservaeione  delle  linee  di  cur- 
vatura ed  inversione  dei  raggi  principali  di  curvatura.  Queste  coppie  di 
superficie  applicabili  offrono  la  proprietà  caratteristica  che  sopra  di  esse  tutte 
le  coppie  di  direzioni  ortogonali  sono  altresì  cinematicamente  coniugate. 

§.  238. 

Doppio  sistema  di  linee  cinematicamente  antoconingate. 

Ritornando  al  caso  generale  di  due  superficie  applicabili,  osserviamo 
che  una  direzione  sarà  cinematicamente  coniugata  a  sa  stessa  quando 
si  abbia 

(27)         (Di  - D)  du'  +  2  (D'i  -D')  du  dv  +  (D"i-D")  dt^  ==  0  . 

Le  linee  integrali  di  questa  equazione  differenziale  formerannp  dunque 
un  doppio  sistema,  reale  od  immaginario,  di  linee  cinematicamente  auto- 
coniugate. Se  si  rammenta  il  significato  fondamentale  del  quoziente 

Ddff+2J)'dudv+J)''di^ 
Edu^  +  2Fdudv+Gdv' 

delle  due  forme  fondamentali  (Gap.  IV,  §  61),  si  può  dire  che  le  linee 
definite  dalla  equazione  differenziale  (27)  hanno  la  proprietà  caratte- 
ristica di  avere  sopra  £  e  £i  le  loro  curvature  normali  eguali  e  dello, stesso 
segno,  e  conseguenten\ente  eguali  anche  le  curvature  assolute.  Che  se, 
prescindendo  dal  segno,  domandiamo  solo  le  linee  che  sopra  I,  £i  abbiano 
eguali  in  valore  assoluto  le  prime  curvature,  vediamo  che,  oltre  le  linee 
integrali  della  (27),  soddisfano  a  tale  condizione  tutte  e  sole  le  linee 
integrali  dell'altra 

(27*)        Pi+D)  eZw'  +  2  (D'i+DO  du  dv  +  (D"i+D")  di^  =0  . 

Le  linee  integrali  della  (27)  possono  essere  reali  od  immaginarie, 
ma  nel  secondo  caso  saranno  certamente  reali,  secondo  un'osservazione 
di  Voss,^^^  le  linee  integrali  della  (27*),  ciò  che  Voss  dimostra  nel  modo 


(^)   Uéber  isomeirische  Flàchen,  Math.  Annalen  Bd.  46. 
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seguente.  Indicando  con  A,  Ai  ì  discriminanti  delle  (27)  (27*)  ; 
A  =  (D'i-DO*—  (D^-D'O  Pi-D) 
A'  =  P\+DO'  -  (D^+D")  (Di+D)  . 

abbiamo 

A  =  (DDVD"Di-2D'iD')  — 2K(EG-F0 

A'=-(Diy'i+D"Di-.2D'iD0  —  2K(EG-B*), 
essendo  E  la  curvatura  comune  di  1,  t  ;  di  qui  si  trae   ' 
A  +  A'  =  -^2K(EG-F0. 

Dunque  se  la  curvatura  E  è  negativa,  uno  almeno  dei  due  discrimi- 
nanti A,  Al  è  positivo  (non  nullo),  e  quindi  :  le  linee  integrali  di  una 
almeno  delle  due  equazioni  (27),  (27*)  sono  reali  e  distinte. 

Quando  sia  E  positiva,  cioò  ambedue  le  seconde  forme  di  £,  £i  siano 
definite,  Tequazione 

D  —  p  Di  D'  —  p  D'i 

D^_pD'i  D"-pD"i 

ha  le  radici  reali,  e  per  ciò  il  suo  discriminante 

(DD"i  +  D"Di— 2D'iD')*— 4E*(EG  — F*)'  =  — AA' 

è  certamente  positivo  o  nullo.  Nel  primo  caso  A,  A'  hanno  segno  con- 
trario, onde  le  linee  integrali  di  una  delle  due  equazioni  (27),  (27*) 
sono  reali  e  distinte,  quelle  dell'altra  immaginarie.  Il  secondo  caso  si 
esclude  subito  perchè,  se  supponiamo  p.  e.  A  =  0  ,  le  linee  integrali 
della  (27)  sarebbero  reali  e  coincidenti,  ed  assumendole  per  linee  coor- 
dinate t; scostante  avremo 

Di  =  D 

e  quindi,  a  causa  di  A  =  0,  anche  D'i  =  D',  dopo  di  che  da 

DiD"i-D'!  =  DD"  — D'», 

essendo  necessariamente  D  4: 0  perchè  E  >>  0,  segue  infine  D^  =  D''  e  le 
due  superficie  I,  Si  sono  allora  direttamente  congruenti.  (^) 

Assumendo  a  linee  coordinate  (w,  v)  le  linee  integrali  della  (27)  0  (27*), 
ridurremo  le  due  seconde  forme  fondamentali  di  S,  £1  ad  offrire  V  uno 


=  0 


(^)  Rimandiamo  pel  caso  K«0  alla  citata  memoria  di  Voss. 
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0  Taltro  dei  due  casi  seguenti 

l  B  du*  +  21)'  dudv  +  Jr  dv" 

(a) 

{J)d^  —  2D'dudv  +  Tydif 

iDdu*  +  2J)'  dvdv  +  D'^dv' 
(b) 

(  —  D  rfw*  +  2  D' eZw  rft;  -  D"  eto* 

§.  239. 

Sistema  coniugato  che  ed  conserva  coniugato 
in  una  deformazione  finita. 

Termineremo  il  presente  capitolo  col  trattare  per  le  deformazioni 
finite  il  problema  che  già  al  §  227  abbiamo  risoluto  per  le  deformazioni 
infinitesime  e  cioè  la  questione  seguente: 

Data  una  superficie  £,  e  sopra  di  essa  un  sistema  coniugato  (u,  v\  rico- 
nascere  se  esiste  una  superficie  li  applicàbile  sopra  I,  ndla  quale  il  si- 
stema {u,v)  si  conservi  coniugato. 

Dobbiamo  qui  avere 

D'  =  0  ,    D'i  =  0 

D  D"  =  Di  D^ 

e  per  ciò 

D" 
D,  =  XD  ,    D^  =  y  , 

essendo  X  una  conveniente  funzione  di  u,  v.  Ora  D,  D"  soddisfano  alle 
equazioni  di  Codazzi: 

e  alle  medesime  equazioni  dorranno  soddisfare  Di ,  D"i ,  ciò  che  dà  per  X 
il  sistema  simultaneo 

3i;u)""|i|iy'(r~^) '    3i;  =  l2Ì¥r~r)- 

Queste,  ricordando  le  relazioni  (I  pag.  167) 

(22)  D (12)'       |11)5;[__  |12)' 

i)iy~    hi  '     21 D  ~     1    ' 
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dove  gli  accenti  si  riferiscono  ai  simboli  di  Christoflfel  calcolati  per  Tele- 
mento  lineare  sferico  di  I,  possono  scriversi: 


(28) 


5.(r)  =  r.1>-i) 


e  nella  compatibilità  di  queste  equazioni  è  contenuta  la  condizione  neces- 
saria e  sufficiente  per  la  esistenza  della  cercata  deformazione.  Ora  il 
sistema  (28),  col  cangiamento  di  funzione  incognita 

si  riduce  al  sistema  lineare 

La  condizione  d'integrabilità  ci  dà 

12ni2)'       a  (12)' 


(29*) 


a  jl2|' _  ^  jl2(']  jl2('|12)'_   a  jl2 

a»  1 2 1     a»  1 1 1 J  "  ^  ^  1 1  i  (  2 1     a»  1 2 


e  se  supponiamo  dapprima 

a  (12)'        a  (12)' 


a»|2)     aM(i j*^  ' 

avremo  un  unico  valore  di  v,  il  quale  dovrà  inoltre  soddisfare  alle  (29) 
perchè  la  superficie  ^  sia  deformabile  nel  modo  voluto.  Se  poi 

a^il2)'_^(12)' 

a«|i)     dvli]  ' 

il  problema  sarà  possibile  quando  sia  nullo  anche  il  secondo  membro 
della  (29*),  cioè  quando  si  abbia 

Ma  allora  il  sistema  (29)  è  illimitatamente  integrabile  e  la  super- 
ficie 1  ammetterà  una  serie  continua,  con  un  parametro,  di  deformazioni 
nelle  quali  il  sistema  (u,  v)  si  conserva  coniugato.  Studieremo  più  da 
vicino,  nel  prossimo  capitolo,  questo  caso  molto  interessante.  Per  ora 
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limitiamoci  airosservazione  seguente,  che  riesce  di  immediata  evidenza 
se  si  bada  che  nelle  (29)  figurano  solo  i  simboli  di  Christofifel  per  l'ele- 
mento lineare  sferico  :  La  possibUiùà,  o  meno,  di  flettere  una  superficie  S 
in  guisa  da  conservare  coniugato  un  sistema  attualmente  coniugato  dipende 
unicamente  daiV immagine  sferica  di  questo  sistema J^^  In  altre  parole, 
se  la  superficie  S  ammette  una  tale  deformazione,  qualunque  altra  super- 
ficie 1  avente  la  medesima  immagine  sferica  del  sistema  coniugato  (u,  v) 
ammetterà  una  deformazione  analoga. 

Risulta  inoltre  dalla  discussione  precedente  :  Se  una  superficie  S  am- 
mette più  di  una  deformazione  che  conservi  coniugato  un  sistema  attualmente 
coniugato,  ammette  una  serie  continua  ad  un  parametro  di  tali  deformaeioni. 


§.  240. 
I  teoremi  di  Peterson. 

ÀlFosservazione  ora  fatta  si  collegano  importanti  risultati  dovuti  al 
geometra  russo  Peterson,  che  li  scoperse  nel  1866,  e  sui  quali  soltanto 
recentemente  P.  Stackel^*)  ha,  molto  giustamente,  richiamata  Tattenzione 
dei  geometri. 

Siano  S,  Si  una  coppia  di  superficie  applicabili,  riferite  al  sistema 
coniugato  comune  {u,  v)  ;  sia  1  una  superficie  qualunque  avente  a  comune 
con  I  r  immagine  sferica  del  sistema  coniugato  (u,v).  Per  T  osservazione 
fatta  sopra,  esiste  una  nuova  superficie  Si  applicabile  sopra  S  con  conser- 
vazione del  sistema  coniugato  comune  {u,  v).  Ora  è  ben  notevole  (ed  in 
questo  consiste  il  risultato  di  Peterson)  che  note  S,  Xi  e  S  si  ottiene  Si 
solo  con  quadrature  e  le  due  superficie  Si,  Si  hanno  a  loro  volta  a  comune 
r  immagine  sferica  del  sistema  coniugato  (te,  v). 

Per  dimostrarlo  indichiamo  con  (a?,  y,  z),  (a?i,  y^  je^i),  {x,  y,  z)  tre  punti 
corrispondenti  di  1,  Si,  1,  Avendo  le  due  superficie  S,  S  a  comune  V  im- 
magine sferica  del  sistema  coniugato  {u,  v),  le  formolo  del  §  78  (I,  pag.  166) 


(^)  Per  le  deformazioni  infinitesime  il  teorema  fa  già  stabilito  al  §  227,  dove 
si  espresse  sotto  forma  semplice  la  condizione  coi  deve  soddisfare  T  immagine 
sferica  del  sistema  coniugato. 

(*)  Sur  la  défoTTnation  des  surfaces.  Comptes  Bendus  de  V  Académie  des 
Sciences  (Novembre  1896). 

Biegungen  und  coiyugirte  Systeme,  Math.  Annalen,  t.  49,^ 
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dimostrano  subito  che  sussisteranno  relazioni  della  forma 


(31) 


dx_      dx_      3y_p^     ?f_p?f 
du  du  ^  du  du*  du  du 

\  3f;~^3t;'  dv^^dv'  dv~^dv' 


essendo  P,  Q  convenienti  funzioni  di  u,  v.  Si  ottengono  immediatamente 
le  condizioni  d' integrabilità  sotto  la  forma  delle  due  equazioni  simultanee 
per  P.  Q: 

(32)  1 


/  aQ  ,  (12 


|12)  (12 


;au+Ì2l(Q-P)  =  « 

Ma  poiché  queste  dipendono  solo  dai  simboli  y^\,  JV*}  relativi  al 

d^  della  £,  riferita  al  sistemo  coniugato  {u,v),  e  la  £i  è  applicabile 
sulla  2,  il  sistema  {u,  v)  essendo  ancora  coniugato,  saranno  pure  tre 
differenziali  esatti  le  tre  espressioni: 

onde  potremo  determinare  tre  funzioni  Xi,  yu  ^i  in  guisa  che  si  abbia 

(^'=p?i*       ^^p^i       ?fi^p?Ì» 
\   du  du   *      du  du   *     du  du 

(31*)  _ 

\  at;  ~^  3t;    '     3t;  ""^  3t;    '     at;  ~^  3t;  ' 

Riguardando  ^i,  y^  ^i  come  coordinate  di  un  punto  dello  spazio, 
questo  punto  descrìve  una  superficie  li,  per  la  quale  hanno  luogo,  come 
subito  si  vede,  le  proprìetà  seguenti: 

1.^  Essa  è  applicabile  sulla  1  avendo  il  medesimo  d^ 

2.<>  La  ^i  ha  a  comune  con  li  V  immagine  sferica  del  sistema  coniugato 
{u,  v),  il  che  dimostra  le  nostre  osservazioni  superiori. 

Applichiamo  questi  risultati  alla  risoluzione  del  seguente  problema: 
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Può  una  superficie  1  ricevere  una  deformaaume  finita  neUa  quale  si  con- 
servino le  linee  di  curvatura? 

Qui  conviene  distinguere  due  casi  secondo  che  la  superficie  1  ammette 
una  deformazione  continua  della  natura  richiesta,  ovvero  un'unica  tale 
deformazione  (§  239).  Nel  primo  caso,  prese  per  linee  coordinate  so- 
pra £  le  linee  di  curvatura  (m,  v)y  T  elemento  lineare  sferico  (u,  t;),  che  è 
ortogonale,  dovrà  soddisfare  alle  condizioni  (30).  Essendo 

1  (12)' _  3^(12)' 
du]l  \  "■at;|2J    ' 

il  sistema  sferico  (u,  v)  è  anzi  tutto  isotermo  e  scrivendo 

(fc'*  =  X(A*«-H(to»), 
si  dovrà  avere  inoltre  per  la  (30) 

yiogx  _aiogxaiogx 


(P) 


dudv  du        dv 


Ma  di  più,  appartenendo  T  elemento  lineare  precedente  alla  sfera  di 
raggio  =  1,  dovremo  avere  altresì: 

» 
Le  due  equazioni  (^),  (y),  come  facilmente  si  dimostra,  (^)  non  possono 
soddisfarsi  contemporaneamente  in  altro  modo  che  assumendo  X  funzione 
della  sola  u  o  della  sola  v.  Dunque  il  sistema  sferico  (u,  v)  ò  formato 
dai  meridiani  e  paralleli  e  le  superficie  domandate  sono  tutte  e  sole 
le  superficie  modanate  del  Monge  a  sviluppabile  direttrice  cilindrica. 
Queste  superficie  sono  dunque  le  uniche  suscettibUi  di  deformazione  conti- 
nua che  conserva  le  linee  di  curvatura.  Questo  risultato  fu  stabilito  dal 
Codazzi  fin  dal  1856  (^. 
Nel  secondo  caso  sia 

ds'^^edu'+gd^ 

r  elemento  lineare  della  rappresentazione  sferica  per  la  superficie  S,  che 
supponiamo  applicabile  sopra  una  seconda  superficie  li  con  conservazione 
delle  linee  di  curvatura.  Perchè  ciò  abbia  luogo  è  necessario  e  sufficiente 


(^)  L'integrale  generale  X  = ,.      .^  della  (P)  non  può  soddisfare  la  (7)  che 
essendo  costante  U  0  V. 

(t)  Annali  di  TortoUni  (1856)  pag'  410. 
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che  siano  compatibili  le  equazioni  ("28)  in  X  del  §  precedente,  cioè 

3  /l\_31ogVg/       1\ 
du\\)~       du       \       >J 

3x_aiog\/7/i      \ 

dv~       dv       \X       7  • 


Ponendo 


_  1  _i 


vengono  soddisfatte  le  equazioni  caratteristiche  (I,  pag.  167) 

3n  3  1ogV^     ^t  _.  .91og  Vg 

3^  =  (r.-n)    _g_-,  _  _(r,-rO— gj^, 

le  quali  dimostrano  che  esiste  una  superficie  a  curvatura  costante  positiva 
(non  sferica)  avente  a  comune  colla  1  l'immagine  sferica  delle  linee 
di  curvatura;  viceversa  se  una  tale  superficie  esiste,  la  I  è  deformabile 
nel  modo  voluto.  Ne  concludiamo  :  TtMe  e  sóle  le  superficie,  che  hanno  a 
comune  con  una  superficie  a  curvatura  costante  positiva  V  immagine  sferica 
delle  Ihiee  di  curvatura,  possono  ricevere  una  deformcmone  finita  che  conserva 
le  linee  di  curvatura. 

Propriamente  non  fa  eccezione  nemmeno  il  caso  delle  superficie 
modanate;  soltanto  allora  il  sistema  sferico  {u,  v)  di  meridiani  essendo 
immagine  di  infinite  superficie  (di  rotazione)  a  curvatura  costante,  la 
corrispondente  deformazione  di  £  può  farsi  in  infiniti  modi. 


Capitolo  XVI. 


Le  Congruenze  W 


a»6 

Il  teorema  di  Moutard  relativo  alle  eqnaiioni  di  Laplace  della  forma  ^ — ^  =a  M  9.  --Le 

cUcv 

oongmeiue  W  sulle  oni  faide  della  superfloie  focale  si  corrispondono  le  linee  assintotiohe. 
—  Loro  deriyaaione  dalle  deformasioni  infinitesime  della  superfloie  focale.  —  Teorema 
di  Halphen  generalizzato.  —  La  congruenze  normali  W  corrispondenti  alle  equazioni 

A — A—  *=»  0  ,    =— =  4-  ^—5  a=  0.  —  Teoremi  di  Darboux  sulle  superficie  W,  che  hanno 

1  raggi  di  curvatura  legati  dalla  relazione  r^  —  ri  =  -v  sen  k  [(rs  +  ri)].  —  Determinazione 

di  tutte  le  superficie  applicabili  sul  paraboloide  di  rotazione.  —  Applicazione  successiva 
delle  trasformazioni  di  Moutard  ed  interpretazione  geometrica  per  le  congruenze  W.  -» 
Congruenze  W  le  cui  falde  della  superficie  focale  hanno  uguale  curvatura  nei  punti  cor- 
rispondenti. —  Teorema  di  permutabilità  per  queste  congruenze  W.  ->  Teoremi  di  Cosserat 
relativi  alle  superficie  associate  di  queste  superficie  focali. 


§.  241. 
n  teorema  di  Moatard  e  la  sua  interpretazione  geometrica. 

In  questo  secondo  capitolo,  dedicato  alle  deformazioni  infinitesime, 
studieremo  specialmente  una  nuova  classe  di  congruenze  intimamente 
legate  a  queste  deformazioni;  tali  congruenze  derivano  nel  modo  più 
semplice  dalF  interpretazione  geometrica  del  teorema  di  Moutard  relativo 
alle  equazioni  della  forma 

dalle  quali  abbiamo  visto  (§  226)  dipendere  appunto  il  problema  delle 
deformazioni  infinitesime. 

Rammentiamo  per  ciò  prima  brevemente  il  bel  risultato  di  Moutard. 

Se  6  è  una  soluzione  qualsiasi  della  equazione 
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ed  R  ne  è  una  soluzione  particolare  fissa,  talché 

yR 


(2)  3u3v 

risulterà,  in  forza  delle  (1),  (2) 


dv 


=  MR 


e 

R 

,   a 

9 

R 

36 

aR 

+  ai. 

36 

aR 

du 

du 

dv 

dv 

=  0, 


onde,  indicando  <|i  QQft  conveniente  funzione  di  u,  v,  potremo  porre 


(3) 


3*_ 

a»"" 

6 

R 

30 

aw 

aR 
a» 

a^ 
'  a» 


6 

R 

36 

aR 

dv 

Se  scriviamo  queste  equazioni  sotto  la  forma 

Jl^  3^. ^  /e  \     L  3$  _  1  /  8\ 

R»  at*  ~    a«  \R/  '  R'  a»  ~  3»  \r/  ' 

vediamo  che  if  soddisfa  alla  sua  volta  alla  equazione  di  Laplace 

3»  \R*  3t>j  "^  3»  U*  3mJ  ~  "  • 
Questa,  cangiando  la  funzione  incognita  if  col  porre 

<!>  =  Re., 

prende  nuovamente  la  forma  (1)  di  Moutard 


dove 
(4) 


3*61 

dtiav 


■Mie,, 


^•=^4^ 


Diremo  che  la  equadone  (1*)  è  la  trasformata  di  Mouiard  dèlia  equa- 
sfione  (1)  mediatUe  la  aduzione  particolare  R.  È  evidente  che  T  inversa 
di  R  è,  per  la  (4),  una  soluzione  particolare  della  (1*),  talché  la  (1)  è 
alla  sua  volta  la  trasformata  di  Moutard  della  (l'*')  mediante  la  soluzione 

particolare  :5  .  I  due  problemi  d' integrazione  delle  equazioni  (1)  o  (1*) 

sono  equivalenti  giacché»  per  quanto  precede,  fra  le  loro  soluzioni  gene- 
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rali  6,  61  passano  le  relazioni  espresse  dalle  formole 

dalle  quali,  note  6,  si  deduce  9i  con  quadrature  ed  inversamente. 

Scrìviamo  esplicitemente  anche  le  formolo  corrispondenti  relative  alla 
equazione 


(6) 


3*9.  3^ -Me 


che  si  riduce  del  resto  àUa  (1)  prendendo  per  variabili  u  +  iv,  u-iv. 
Se  B  è  una  soluzione  particolare  della  (6)  e  poniamo 


(7) 


Mi  =  R 


l(l\  4.1(1 


a«* 


\r)  +  a»*  U) 


l'integrazione  della  (6)  equivale  a  quella  della  seguente  trasformata 


(6*) 

mediante  le  formole 


(8) 


a  (Re.)  ^^,3  (B\ 

du 


^'di\^' 


aiReo 

dv 


B 


■  aM\RJ 


Mediante  le  formole  di  Lelieuvre  e  quelle  relative  alle  deforma- 
zioni infinitesime,  possiamo  dare  una  notevole  interpretezione  geometrica 
del  teorema  di  Moutard.  Essendo  i,  -q,  C  tre  soluzioni  particolari  della  (1) 
ed  R  una  quarte  soluzione,  consideriamo  la  superficie  S  definita  dalle 
formolo  di  Lelieuvre 


(9) 


dx 


■n    e 

dx 

■n    e 

?5     3C 
du     du 

'  dv~ 

dr,    ac 

dv      dv 

e  quella  sua  deformazione  infinitesima  che  corrisponde  alla  nuova  solu- 
zione R  ed  è  definite  dalle  formole  (12)  §  226  (pag.  11): 


dx 

du 


i 

R 

ae 

du 

aR 

du 

dx 

dv 


i 

R 

di 
dv 

aR 

dv 

che  danno  le  coordinate  x,  y,  z  di  un  punto  della  superficie  S  corri- 
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spondente  per  ortogonalità  d'elementi.  Se  si  pone 

(10)  x  =  B.ix    ,    y  =  RTli    ,    ^=RCi    , 

saranno  per  la  (5)  Si,  7)i,  Ci  tre  soluzioni  particolari  della  (1*),  trasformate 
di  £,  Y),  C  col  metodo  di  Moutard.  Costruiamo  ora  nuovamente,  colle  for- 
molo di  Lelieuvre,  una  superficie  Si  riferita  alle  sue  linee  assintotiche 
{u,  v)  definita,  a  meno  di  una  traslazione,  dalle  equazioni 


(11) 


dxi 


fìi       Ci 


851 

du 


aci 

du 


yh      Ci 


9^1 

dv 


aci 

dv 


e  dalle  analoghe  in  y^  ^i- 

Disponendo  convenientemente  delle  costanti  additive  in  Xi,  yu  ^i,  di- 
mostriamo che  Si  può  collocarsi  in  tale  posizione  nello  spazio  da  for- 
mare insieme  con  S  le  due  falde  della  superficie  focale  di  una  congruenza. 

E  infatti  dalle  (9),  (11)  deduciamo 


(12) 


(12*) 


d  {Xi—x) 

dir'~ 


d  {Xi—X) 


■^     e 

9w    au 

au 


Ci 

aci 
du 


dv 


331 
dv 


Ci 

1     e 

aci 

dv 

~~" 

ari    ac 

dv      dv 

Ora  le  (5)  danno 


(13) 


H^-«-50f,K 


a(Tii+Ti) 

du 


,aR  ^a(Ci+c) 


as 


M.~i) 


'   dv 

onde  risulta 


-^^+^'^ai^'"-ir~" 


^^-^Vu'^-^  -  ^^<^d^ 


,  ,  ,aR  ^a(Ci-o     /r  ,.^^R 


dv 


'do' 


>ì  — iQi 

au"'"  du 


C-Ci 

au'^au 

C  +  Ci 


aiQ, 
do 


dv 


dv 


ac 

dv 


=  0, 


0, 
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colle  analoghe  dedotte  con  permutazione  circolare.  Sottraendo  queste  ul- 
time rispettivamente  dalle  (12),  (12*),  otteniamo 


3(ah— jg) 
du 


du 


Ij    Ci 


d  (Xi—x) 
do 


dv 


1)1  Ci 

■n   e 


Disponendo  adunque  convenientemente  delle  costanti  additive  iaxi,ffi, 
ssi,  possiamo  porre  senz'altro 


Tji    Ci 

Ci  5, 

il    >]i 

(14)  x,  =  x^ 

,  yi=y4- 

,     g^^Z-\- 

>!     C 

c   i 

i  >] 

Se  consideriamo  la  superlGicie  Si  definita  da  queste  formole  in  rela- 
zione colla  S,  le  formole 

e  (a?i-ar)-f-Yj  (yi-y)  +  C  (^i-£f)  =  0  , 

Si(a?i-a;)  +  Y]i(yi-y)  +  Ci(«i-2)  =  0  , 

essendo  £,  t],  C  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della  normale  a  S, 
61 ,  "y]! ,  Ci  a  quelli  della  normale  a  Si ,  ci  dimostrano  che  il  segmento  che 
uaisce  due  punti  corrispondenti 

F  =  (a?,y,ier)  ,    Fi  =  (a?i,yi,^,) 

di  S,  Si  tocca  in  F  la  superficie  S  e  in  Fi  la  superficie  Si .  Dunque  S,  Si 
sono  le  due  falde  della  superficie  focale  della  congruenza  generata  dai 
raggi  FFi.  Di  più  sussiste  la  importante  proprietà:  Sulle  due  falde  S,  Si 
della  superficie  focàie  di  questa  congruenza  si  corrispondono  le  linee  assin- 
Miche  0,  ciò  che  toma  lo  stesso,  i  sistemi  oonityati. 


§.  242. 
Le  congraeiue  W. 

Le  congruenze,  sulle  cui  falde  focali  si  corrispondono  le  linee  assinto- 
tiche  (0  i  sistemi  coniugati),  si  diranno  congruente  W  per  analogia  col 
caso  deUe  congruenze  fwrmali  di  questa  specie,  ove  le  superficie  normali 
ai  ri^gi  sono  appunto  le  superficie  indicate  con  W  al  cap.  IX. 

Per  una  superficie  S  a  curvatura  positiva  possiamo  ottenere  formole 
del  tutto  analoghe  alle  precedenti,  senza  introdurre  immaginarli,  col 
riferir^  la  superficie  ad  un  sistema  isotermo  coniugato  (e.  V,  §§.  79-80) 
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Essendo  £,  i),  C  tre  soluzioni  della  equazione 


(15) 


la  superficie  S  è  definita  dalle  formole 
(16) 


du 


lì 

e 

95 

ac 

at; 

9£ 

dv 


35  ac 

du   du 


e  daUe  analoghe  in  y,0.  Se  R  indica  una  quarta  soluzione  della  (15), 
le  formole  (§  226) 


a^ 

du 


R 

i 

aR 

dv 

ae 
dv 

dx 
dv 


R 

ì 

dR 

du 

ae 
au 

definiscono  una  deformazione  infinitesima  della  S  ;  ponendo  nuoyamente 


si  ha 


(17) 


«==R6i,    y  =  Ri(],,    #  =  RCi, 

3  /p£^_r36     .aR 


dv 


du 


iji     Ci 

ar, 

>)i     Ci 

a>ji  a»)i 
do    dv 

'  dv  ~ 

arji   aci 
du    du 

e  si  verificherà  subito  che  le  forinole  (14)  danno  ancora  una  congruenza 
W,  poiché  avendosi  conseguentemente 


dxi 


sopra  le  due  superficie  focali  S,  Si  si  corrispondono  i  sistemi  coniugatL 
Ora,  se  si  osserva  che  per  le  (10)  £,  y],  C  sono  proporzionali  alle 
componenti  x,  y,  0  dello  spostamento  che  riceve  il  punto  F^ix^y^z) 
nella  deformazione  infinitesima  considerata  di  S,  possiamo  enunciare  il 
nostro  risultato  col  teorema:  Si  consideri  una  defarmcurione  ififinitesìma 
qualunque  di  una  superficie  S  e  per  ogni  punto  di  S,  nd  piano  tangente, 
si  conduca  U  raggio  normale  alia  diresAone  dello  spostamento  suifUo  dal 
punto;  la  congruenaa  così  costruita  è  una  congruenza  W. 

Questo  teorema  presenta  naturalmente  un  caso  di  eccezione,  quando 
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cioè  la  costruzione  in  esso  indicata,  anziché  ad  un  sistema  a»*  (U  raggi 
dia  luogo  soltanto  ad  un  sistema  oo^  Ciò  accade  soltanto  quando  la  su- 
perficie S  sia  una  superficie  rigata  e  la  direzione  dello  spostamento  di 
ciascun  punto  nella  deformazione  supposta  sia  normale  alla  generatrice 
che  vi  passa.  Sarebbe  facile  dimostrare  che  ogni  superficie  rigata  am- 
mette deformazioni  infinitesime  di  questa  specie. 

Ouichard,  al  quale  sono  dovute  le  formolo  precedenti  per  le  con- 
gruenze W,  ha  osservato  altresì  che  esse  danno  le  più  generali  con- 
gruenze W.  Andiamo  a  dimostrare  questo  importante  risultato  che,  pel 
teorema  precedente,  possiamo  anche  enunciare  cosi: 

Ciascuna  faida  di  ima  congruenea  W  è  suscettìbile  di  una  defomuh 
0ione  infinitesima,  néHa  quale  lo  spostamento  di  ogni  punto  avviene  par 
raUélamenle  aUa  normale  nd  punto  corrispondente  ddTàUra  falda. 

Consideriamo  nella  dimostrazione  il  caso  in  cui  sulle  due  falde  S,  Si 
le  linee  assintotiche  {u,  v)  siano  reali,  V  altro  caso  potendosi  trattare 
affatto  analogamente.  Essendo  (x,  y,  z),  (xi  yi  01)  due  punti  corrispondenti 
di  S,  Si  riteniamo  le  due  superficie  definite  dalle  formolo  di  Lelieuvre 


(18) 


du 


-n      e 

du      du 


3»      ^ 


■n 

e 

(19) 


dXi 
du 


Il       Ci 

851    3C|i 
dii      du 


Il      Ci 

=+ 

?5?    ^ 

dove  £,  1),  C;  Si.iQi.Ci  sono  rìspettiTamente  proporzionali  ai  coseni  di  di- 
rezione delle  normali  a  S,  Si  nei  due  punti  corrispondenti. 
Ponendo 

saranno 


(20) 


K=  — 


K 1 


le  curvature  di  S,  Si. 
Si  ha  per  ipotesi 

i  {x^-x)  +Y1  (yi-y)  +  C  (£ri-;0r)  =  O 
iiixi-x)  +Tf]i(yi-y)  +  Ci(j9i-if)  =  0  , 
e  potremo  quindi  porre,  indicando  con  m  un  conveniente  fattore  di  prò- 
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porzionalità 

(21)  «1  —  «==» 

■fli  Ci 

•n   e 

,  y^-y  =  m 

C»    ir 

C     i 

,  gi  —  g  =  m 

il  ni 
i    n 

- 

Derivando  queste  ultime  rispetto  ad  u  e  moltiplicando  le  equazioni 
ottenute  ordinatamente  per  £,  r],  C,  indi  per  4i,iqi,Ci  e  sommando,  si 
ottiene: 


(a)- 


€    1    C 

€   1   C 

i   t,   e 

5l     T^l     Ci 

=  m 

€i  Tji  Ci 

9 

Si  T)i  Ci 

=  m 

3«i  a^ii  aci 

dté  dtt  dtt 

asa»i&c 

duaudw 

dududu 

€    T)    C 

€l     TQi     Ci 

9li  9^1  9 Ci 
9tt  d«  dté 


Similmente  operando  rispetto  a  v,  segue 


Q>) 


i  -n  e 

e  1  e 

e  -n  e 

Si  Tj,  Ci 

=  w 

€i  7]i  Ci 

> 

5i  Tji  Ci 

=  m 

aii3ijiaci 

3t?  3w  9v 

dv  dv  dv 

didiiH 

dv  dv  dv 

i  -n  e 

Si   11   Ci 

3£i  9^1  9 Ci 
9t;  9»  9» 

Ora  non  possono  essere  simultaneamente  nulli  i  due  determinanti 

€    -n    e 

Si        Tfji        Ci 

9S    95    9C 
dv     dv     dv 


i- 

n 

e 

e. 

•^i 

Ci 

y 

du 

37, 

du 

ac 
du 

che  altrimenti  si  avrebbe 


dx 


ay 


^'£  +  '"Ì-«  +  ^'l^  =  <^ 


e  9aj   ,       9y   ,   ^  9^^ 


0  , 


ìndi  la  proporzione: 


€1  :  rii  :  Ci  =  6  :  iQ  :  C  , 
e,  le  normali  in  punti  corrispondenti  a  S,  Si  essendo  parallele,  queste 
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due  superficie  coinciderebbero,  ciò  che  escludiamo.  Le  (a),  (&)  danno 
conseguentemente 


e  possiamo  fare  senz'altro 


m*=  1 


f»  =  1  , 


cangiando  nel  caso  contrario  i  segni  di  £i ,  >]i ,  Ci . 
Così  avremo  le  formolo     « 


TJl     Ci 

Ci   €. 

il    iQi 

(22)   «,  =  «  + 

.  yi=y  + 

,«!=«  + 

•n    e 

e    e 

£     C 

le  quali  derivate  rapporto  ad  w,  t;,  osservando  le  (18),  (19),  danno  le 
proporzioni 

a«    •     a«     •     3«    -^     Si.^i-iji.c-c. 

Possiamo  quindi  porre,  indicando  con  a,  ^  due  convenienti  funzioni 
di  «,  v: 


(23) 


— gj^  -a  (€-€i) ,  -^^^ a  (Ti->li)  .  ^^i"  =«  (C— W 

9(^)  =  p  (HSO  .  ^-faL)=p  (,+,0  .  '-^>-P  (C+Ci) 


Derivando  le  tre  prime  rispetto  ave  sommandole  colle  corrispon- 
denti della  seconda  linea  derivate  rapporto  a  u,  ricordando  che  i  y],  C 
sono  soluzioni  di  una  medesima  equazione  di  Laplace 


(24) 
otteniamo 


dudv 


=  Me, 
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e  quindi,  non  sussistendo  la  proporzione  £i  :  ^ii  :  Ci  »  S  :  t)  :  C,  si  avrà 

da       98       ^ 
dv        9u 

Indicando  con  R  una  nuova  funzione  4i  u,  v,  possiamo  dunque  porre 
a  log  E  ^      a  log  R 

e  la  seconda  delle  precedenti  diventando 

^R 


du  dv 


=  MR, 


dimostra  che  R  è  soluzione  della  (24).  Ed  ora  le  (23)  si  riducono  alle 
(13)  del  numero  precedente,  e  il  teorema  risulta  così  dimostrato. 

Coi  risultati  ora  ottenuti  si  viene  a  dare  una  elegante  interpretazione 
geometrica  del  teorema  di  Moutard.  Presa  infatti  un'  equazione  di  Mou- 
tard  (1),  sia  R  una  sua  soluzione  particolare  mediante  la  quale  la  (1) 
si  trasformi,  coli' indicato  processo,  nella  nuova  equazione  (l'*').  Prese 
tre  soluzioni  particolari  £,  y],  C  della  (1)  e  costruita  colle  formole  di 
Lelieuvre  (9)  la  corrispondente  superficie  S  riferita  alle  sue  assintotiche 
té,  V,  V  equazione  per  le  deformazioni  infinitesime  della  S  è  precisamente 
la  (1).  Corrispondentemente  alla  soluzione  scelta  R  per  passare  dalla 
(1)  alla  (1*),  abbiamo  una  deformazione  infinitesima  della  S,  per  la  quale 
costruiamo  la  corrispondente  congruenza  W.  L'eqiumone  détte  deforma- 
doni  infinitesime  per  la  seconda  falda  Si  è  precisamente  la  trasformata 
(1*)  di  Moutard.  Di  qui  risulta  in  particolare  :  per  le  due  falde  di  una 
congruenza  di  W  si  equivalgono  i  due  relativi  problemi  delle  deforma- 
zioni infinitesime.  * 

§.  243. 
Nuova  dimostraiione  della  proprietà  fonduEaentala  delle  congruenze  W. 

Si  è  visto  nei  §§  precedenti  che  proprietà  caratteristica  delle  con- 
gruenze W  è  la  seguente.  Ciascuna  falda  detta  congruenaa  è  suscettibile 
di  una  deformatone  infinitesima,  nella  quale  lo  spostamento  di  ogni  punto 
avviene  parallèlamente  alla  normale  nel  punto  corrispondente  dett' altra 
falda.  Diamo  una  nuova  dimostrazione  di  questa  proprietà  fondamentale 


i 
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appoggiandoci  sulle  forinole  generali  date  al  Gap.  X,  relative  alle  due 
falde  focali  di  una  congruenza  qualunque.  Riprendendo  le  formolo  e 
notazioni  del  §  149  (I,  pag.  321),  cerchiamo  la  condizione  necessaria  e  suf- 
ficiente affinchè  esista  una  deformazione  infinitesima  della  prima  falda 
focale  Si  neUa  quale  ogni  punto  {xi,  y^  ^i)  dì  Si  si  sposti  parallelamente 
alla  normale  (^,  f^,  Cs)  della  seconda  Ss.  Le  componenti  di  questo  spo- 
stamento saranno 

enSt  ,     ««tj,  ,    end 

dove  e  è  una  costante  infinitesima  ad  n  una  funzione  di  t»,  t;  da  deter- 
minarsi dalle  condizioni  (§  224)  : 

Ora  dalle  citate  formolo  del  Gap.  X  si  traggono  subito  le  seguenti: 
|,^=-s«.f(A,l|-3x.-.,|(A+l|?)x. 

indi  le  altre 

Dopo  di  ciò  le  (25)  si  riducono  alle  due  seguenti: 

Se  formiamo  la  condizione  d'integrabilità,  osservando  F equazione  di 


58  CAPITOLO  XVI.  —  §.243 

Laplace  cui  soddisfa  p  (I,  pag317)  e  T identità: 
^^^^  ^  +  l=-VÈGsenfi. 

che  segue  dalla  forinola  di  Liouville  per  la  curvatura  (I,  pag.  185), 
troviamo  per  la  richiesta  condizione 


[2)3p       (12)3p       1  dpd(j]_     1      /    3Q         3Q\ 


A  causa  dei  valori  (I,  pag.  322)  dei  coefficienti  Di,  D'i  =  0,  'D\  ; 
Dt,  T)\  =  0,  D\  delle  seconde  forme  fondamentali  di  Si,  Ss,  la  condizione 
superiore  equivale  alla  proporzione 

Di:D'i:D"i  =  D,  :D',:D"„ 

onde  risulta  dimostrato  il  teorema  in  discorso  :  Affinchè  una  falda  ddla 
superficie  focale  ammetta  una  defortiumone  infinUesima,  nella  quale  cia^scun 
punto  si  sposti  paraUdamente  alla  norràale  corrisptmdente  daU*  altra  falda^ 
è  necessario  e  sufficiente  che  sulle  due  falde  si  corrispondano  le  linee  as- 
sintotiche. 

Dimostrato  cosi  nuovamente  il  teorema  fondamentale,  osserviamo 
che  ogni  congruenza  W  si  trasforma  per  una  projettività,  o  reciprocità, 
egualmente  in  una  congruenza  W,  onde  risulta:  Per  due  superficie  tra- 
sformate projettive  o  reciproche  Vuna  dell'altra  i  problemi  della  ricerca 
ddle  deformazioni  infinitesime  sono  problemi  equivalenti. 

Dalle  formolo  generali  del  Cap.  X,  già  sopra  utilizzate,  possiamo 
dedurre  una  notevole  proprietà  delle  congruenze  W,  osservata  da  Ribau- 
cour,  che  generalizza  la  proposizione  di  Halphen  relativa  alle  congruenze 
W  normali  (I,  pag.  282).  Se  dalle  formolo  (35)  del  §  149  (I,  pag.  323) 
calcoliamo  il  prodotto  delle  due  curvature  delle  falde  focali,  troviamo 
per  le  (34)  ibid. 

mi  /senQ\*D,D/Mi) 

(27)  KiK,-^— j  g-g^ 

W  La  forinola  (27)  si  appUca  altresì  ad  un*  altra  classe  di  congpmense,  carat- 
terizzata dalla  proprietà  che  alle  assintotiche  dell*  una  falda  focale  corrisponda 
sull*  altra  falda  un  sistema  coniugato.  Questa  proprietà  si  traduce  nella  relazione 

DgD'i  +  DiD'j  —  O 
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flAT)  Q 

Ora  — —  è  la  distanza  dei  due  punti  limiti,  e  poiché  le  congruenze 
W  sono  caratterizzate  dalla  proprietà 

ne  deduciamo  il  teorema:  Ndle  congruente  W,  ed  in  queste  sóUanùo,  U 
prodotto  delle  curvature  delle  due  falde  focali  in  punti  corrispondenti  egua- 
glia V  inversa  della  quarta  potenza  della  distanza  dei  punti  limiti. 

§.  244. 
Le  superficie  con  deformazione  infinitesima  in  sòlmedesime. 

Per  le  applicazioni  che  dovremo  fame  fra  breve  importa  ora  che 
risolviamo  la  questione  seguente  :  Quali  superficie  S  ammettono  ima  defor- 
mazione infinitesima  in  sé  medesime?  Se  volessimo  utilizzare  i  primi 
principii  della  teoria  di  Lie  dei  gruppi  continui  di  trasformazioni,  baste- 
rebbe osservare  che  l'esistenza  di  una  trasformazione  infinitesima  del 
corrispondente  ds*  in  sé  medesimo  porta  all'esistenza  di  un  gruppo  con- 
tinuo ad  un  parametro  di  appficabilità  delle  superficie  sopra  sé  medesima 
per  dedurne  (I,  pag.  230)  che  la  superficie  S  deve  essere  applicabile 
sopra  una  superficie  di  rotazione. 

Ma  conduciamo  la  ricerca  direttamente,  ciò  che  ci  fornirà  il  valore 
della  funzione  caratteristica  di  Weingarten  per  la  corrispondente  defor- 
mazione. La  direzione  dello  spostamento  di  ciascun  punto  di  S  avvenendo 
per  ipotesi  tangenzialmente  alla  superficie,  prendiamo  a  linee  u  quelle 
inviluppate  sopra  S  da  queste  direzioni  e  a  linee  v  le  loro  traiettorie 
ortogonali,  talché  T  elemento  lineare  di  S  sarà  dato  da 

ds'  =  Edu*  +  Gdv'. 
Indicando,  come  al  §  223,  con 

le  componenti  dello  spostamento,  avremo  per  ipotesi 

-     .     1    dx     -     .     1   dy    -      .    1    dz 


e  quindi  le  congruenze  in  discorso  godono  della  proprietà  caratteristica 

indicando  D  la  distanza  dei  punti  limiti.  Il  teorema  ora  dedotto  dalla  (27)  è 
dovuto  a  Waelsch  (Comptes  Bendus  de  VAcadémie  des  Sciences,  1. 118  pag.  736). 


danno 
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essendo  X  un  conveniente  fattore  di  proporzionalità.  Ora  le  condizioni 

2dx  dx ^dx  dx 

2dx  dx  j^  '^  9x  dx 

Di  qui  risulta  che  si  può  fare 

E  =  l  ,    \  =  }/Q  =  r  , 

essendo  r  una  funzione  della  sola  u  e  per  ciò:  la  superfide  S  è  neces- 
sariamente applicabile  sopra  una  superficie  di  rotcunone^  come  già  sopra 
avevamo  detto. 

Di  più  se  si  calcola  ora  il  valore  della  funzione  caratteristica  7  di 
Weingarten: 


si  trova  subito  9  =  — /.  Dunque: 

Ver  ogni  superficie  S  applicabile  sopra  una  superficie  di  ratoMone^  dì 
demento  limare 

(fe«  =  (|i4«  +  r'(fo^, 

U  vcUore  della  funzione  caratteristica  fp,  che  dà  lo  strisciamento  ddla  super- 

fide  in  sé  medesima,  è  proporjrioncde  a  -j-  • 

.  au 

Dopo  questi  risultati  possiamo  facilmente  dedurre  nuovamente  dalle 
proprietà  generali  delle  congruenze  W  il  teorema  di  Weingarten  sulle 
evolute  delle  superficie  W  ed  il  suo  inverso. 

E  infatti,  se  una  congruenza  W  è  una  congruenza  normale,  ciascuna 
sua  falda  ammette  una  deformazione  infinitesima  in  cui  ogni  punto  si 
sposta  parallelamente  alla  normale  dell'altra  falda,  cioè  tangenzialmente 
alla  superficie;  dunque  questa  falda  è  applicabile  sopra  una  superficie 
di  rotazione  (teorema  diretto  di  Weingarten).  Inversamente  se  una  super- 
ficie è  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione,  le  tangenti  alle 
deformate  dei  meridiani  formano  una  congruenza  normale  W,  onde  segue 
il  teorema  inverso  di  Weingarten. 
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§.  246. 
Ckagmeue  W  oorrispondenti  a 


dudv 


=  0. 


Diamo  ora  aloonì  notevoli  esempi  di  congruenze  W,  che  ci  faranno 
conoscere  importanti  risultati  dovuti  a  Darboux  <^). 

Prendiamo  per  equazione  fondamentale  di  Moutard  la  equazione 


(28) 


dudv 


=  0, 


di  coi  assumiamo  tre  soluzioni  particolari 

(29)      5  =  fi(«)  +  ?x  (»)  ,  ti  =  /',(«)  +  9*{v)  ,  C  =  /•,(«)  +f,(r) , 
e  mediante  quéste  costruiamo  colle  formolo  di  Lelieuvre 


/;(«)+?.(»). 

r.(«) 

dx 

/;(«)+?,(«). 
?'t(«) 

la  corrispondente  superficie  S,  di  cui  le  u,  v  sono  le  linee  assintotiche. 
Applichiamo  alla  (28)  la  trasformazione  di  Moutard,  adoperando  la  solu- 
zione particolare  R  ==  1,  sicché  la  trasformata  coincide  colla  (28)  stessa. 
Se  colle  formole  del  §  241  costruiamo  la  corrispondente  congruenaa  W 
di  cui  la  S  è  una  falda  della  superficie  focale,  per  la  seconda  falda  Si 
le  (13)  (pag.  50)  danno 
(29*)    il  =  ?i  («)  -  /ì  (») .  Il  =  ?,  («)  —f»  (m)  ,  C  =  ^  (»)  — /i  («) 

e  conseguentemente  si  ha 


Xy'mX-}- 


yi=y  + 


:«  + 


?»(»)— ff(«) 
«P«(»)  +  A(«) 

?>,(»)— fa  («) 

?.(«)  +  A(«) 

9iiv)—fiiu) 
?i(»)  +/i(««) 


ft(f)- 

-/;(«) 

?.(»)+/•.(«) 

?1  (f)  - 

-/■»(«) 

?.(f)+/;(«) 

?«(»)- 

-/.(«) 

?.(»)+/i(«) 

W  Le^ons  eie.  t.  m»  pag.  872  ss. 
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Indichiamo  ora  con  So  la  superficie  inedia  di  questa  congruenza  W, 
con  Xq,  yo>  ^0  le  coordinate  del  punto  medio  sopra  ogni  raggio.  Dalle 
formolo 


1  / 

«=0  =  2  (^ 

Vi  +  x)  ,    yo  = 

2  (yi  +  y) 

,    et=^iei+e) 

e  dalle  precedenti  risulta 

(30)         |=- 

/.  («)  .  f*  {») 

dxt 

?»  (»)  .  f»  (») 

> 

colle  formolo  analoghe  per  ^o*  ^o-  Come  si  vede,  la  superficie  media  So  di 
questa  congruenza  W  è  una  superficie. di  traslazione,  di  cui  le  linee  u,  v 
sono  le  curve  generatrici  (I,  pag.  142).  Inoltre  si  vede  subito  che  f^  /i,  /i 
sono  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della  binormale  alla  curva  v 
sopra  So  e  91,  <ps,  fs  a  quelli  della  binormale  alla  curva  u,  onde  risulta 
che  ciascun  raggio  della  congruenza  W,  uscente  da  un  punto  P  di  So, 
è  r  intersezione  dei  due  piani  osculatori  delle  linee  u,  v  che  passano  per  P. 
Inversamente  prendiamo  una  superficie  So  di  traslazione  arbitraria, 
definita  dalle  formolo 

(31)  Xo  =  F,(u)+^,iv),  yo  =  F,(ti)  +  cD,(t;),  Zo  =  Fs{u) +Q>,iv) , 
e  dimostriamo  che,  assumendo  convenientemente  le  funzioni 

fu  /t>  fi  ;    fu  T«»  ?*> 
si  può  fare  coincidere  la  (30)  colla  (31).  Per  semplicità  prendiamo  a  pa- 
rametri ti,  V  sopra  So  gli  archi  delle  linee  coordinate,  cioè  supponiamo 

ri{u)  +  ri{u)  +  ri{u)  =  i 

*'J(t;)  +  a)1(t;)+o1(t;)  =  l. 

Per  le  linee  ti,  v  sopra  So  tenendo  le  soUte  notazioni  della  teoria  delle 
curve,  apponendo  alle  quantità  relative  V  indice  t*,  0  t;  secondo  che  si  rife- 
riscono alle  curve  u  =  costante  0  t;  =  costante,  basterà  porre  infatti 

(32)  <  ^ — 

per  far  coincidere  le  (31)  colle  (30). 

Abbiamo  dunque  il  teorema  di  Darboux  :  Se  per  ogni  punto  di  una 
superficie  So  di  traslazione  si  conduce  il  raggio  interseaume  dei  due  piani 
osculatori  détte  curve  generatrici  che  vi  passano,  si  forma  una  congruenza  W, 
sulle  cui  falde  detta  superficie  focale  le  assintotiche  corrispondono  alle  curve 
generatrici  di  So. 


3*fl 
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du  dv 

Si  osserverà  per  altro  che  le  torsioni  delle  due  curve  generatrici  do- 
vranno essere,  per  dar  luogo  ad  una  costruzione  reale,  di  segno  contrario. 

Ricerchiamo  ora  se  fra  le  congruenze  W,  costruite  secondo  il  teo- 
rema precedente,  vi  sono  delle  congruenze  normali.  È  per  ciò  necessario 
e  sufficiente  che  si  abbia 

€«1  +  Tl>]i  +  CCi  =  0, 
ossia 

/JW+/?(t*)+«(t*)  =  ?Ut')  +  ?IW  +  9ÌW, 

il  che  dà,  per  le  (32) 

e  siccome  T«  è  funzione  della  sola  uè  T^  della  sola  v,  abbiamo  il  risul- 
tato :  Le  superficie  di  traslazione  richieste  sono  quelle^  le  cui  curve  generatrici 
hanno  le  torsioni  costanti  eguali  e  di  segno  contrario. 

Dimostriamo  ora  che  le  superficie  ortogonali  ai  raggi  della  congruenza 
sono  quelle  di  Weingarten  (e.  IX,  §  135),  i  cui  raggi  principali  di  cur- 
vatura sono  legati  dalla  relazione. 

*  iXt  —  ri)  =  sen  [A  (r,  +  r^] ,     (i  costante). 

Per  ciò  osserviamo  che  le  due  falde  della  superficie  focale  corrispon- 
dono alla  equazione  di  Moutard 

-^  =  0 
dudv 

e  la  soluzione  di  questa,  che  dà  lo  strisciamento  della  superficie  in  sé  me- 
desima, è  R  =  1,  quindi  il  corrispondente  valore  della  funzione  caratte- 
ristica 7  di  Weingarten  è  dato,  per  le  formolo  al  §  226  da 

1 

essendo  K  =  -  -^  la  curvatura  della  falda  S  considerata.  D'altra  parte, 

se  con 

&«  =  dix«  +  t^($« 

indichiamo  V  elemento  lineare  di  S  riferito  alle  deformate  dei  meridiani 
e  dei  paralleli,  si  ha  per  il  teorema  al  §  precedente 

e  siccome 

ir-      1-1^ 
^ P» r  «fa»' 
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ne  risulta,  per  determinare  r  in  funzione  di  a,  l'equazione 


da'-^" 


iU 


ov  vero 


da  cui 


^.ì-"'£- 


dry 
.da) 

{t)'-7^    (a  costante). 
Abbiamo  dunque 


e  ponendo 
ne  risulta 


ri  ® 

A*  r  =  a  sen  ~  , 


** "^  4** ( ^^^ ¥**'  +  "? ®®^*  f  *;    ' 


che  è  appunto  la  forma  dell' elemento  lineare  trovata  al  §135  (I,pag. 
292)  per  Tuna  falda  dell'evoluta  delle  indicate  superficie  W. 

Inversamente  ogni  superficie  coll'elemento  lineare  precedente  ammette 
per  funzione  caratteristica  f  dello  strisciamento  in  sé  medesima 

1 

Vp 

e  quindi  R  =  1  per  soluzione  dell'equazione  corrispondente  di  Moutard, 
la  quale  è  adunque 


dudv 


=  0  . 


Ne  risulta  che  la  costruzione  precedente  dà  tutte  le  superficie  W, 
le  cui  immagini  sferiche  delle  linee  di  curvatura  sono  ellissi  ed  iperbole 
confocali.  Abbiamo  così  stabilito  il  bel  teorema  di  Darboux: 

Per  costruire  tutte  le  superficie  Vf  i  cui  raggi  principali  di  curvatura 
sono  legati  dotta  rda/rione 

*  {rt  -  ri)  «^  sen  *  (rt+r i)  , 


(^)  Il  calcolo  diretto  di  questa  forinola  non  offre  difficoltà,  ma  qui  rimandiamo 
per  tale  verifica  diretta  al  luogo  citato  nel. Darboux. 
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si  consideri  una  superficie  So  di  traslazione,  le  cui  curve  generatrici  ab- 
biano torsioni  costanti,  eguali  e  di  segno  contrario.  Per  ogni  punto  P  di  So 
si  conduca  il  raggio  intersezione  dei  due  piani  osculatori  delle  curve  gene- 
ratrici uscenti  da  P;  questo  sistema  di  raggi  è  un  sistema  normale  e  le 
sue  superficie  ortogonali  sono  le  più  generali  superficie  W  richieste. 

§.  246. 
Saperficie  applicabili  sol  paraboloide  di  rotazione. 


(A) 


Prendiamo  in  secondo  luogo  Tequazione 


3w«  "^  3t;*  ""  ^  ' 


e  siano  £, /;,  C  tre  sue  soluzioni  particolari,  colle  quali  costruiamo,  me- 
diante le  formolo 


(33) 


dx 
9^ 


f[ 

C 

37) 

3» 

a» 

'^ 

e 

3C 

e  le  analoghe  in  y,  z,  una  superficie  S  su  cui  il  sistema  {u,  v)  è  isotermo 
coniugato.  Consideriamo  di  questa  superficie  S  la  deformazione  infinite- 
sima corrispondente  alla  soluzione  R=l  della  (A),  e  costruiamo  la  corri- 
spondente congruenza  W.  La  seconda  superfìcie  focale  Si  è  definita  dalle 
formolo 


TQl     Ci 

e.  S. 

€i  »ii 

(34)  x.  =  a;  + 

,  yi  =  y  + 

,  *i  =  ^r  4- 

•^  c 

e    S 

s  1 

dove  Si ,  T7i ,  Ci  sono  le  soluzioni  coniugate  di  S,  yj,  C  della  (A),  che  soddi- 
sfano alle  equazioni  (17)  §.  242  (pag.  52) 


3Si 
du 


dv   ^      dv  du 


Le  coordinate  del  punto  medio  o^o,  ^o»  ^o  sopra  un  raggio  di  questa 
congruenza  W  soddisfano  alla  loro  volta  alla  equazione  stessa  (A). 

Per  ottenere  congruenze  W  di  questa  specie  normali,  basterà  porre 
la  condizione 


cioè  La  congruenza  W  definita  dalle  (33),  (34)  sarà  una  congrueìiza  nor- 
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mcHe^  se  le  tre  funzioni 

Si  +  i  S  ,     -qi+ifl  t     Ci  +  i  C 

deUa  variabile  complessa  u+iv  hanno  la  somma  dei  loro  quadrati  eguale 
ad  una  costante  reale: 

(35)  (Si  +  i5)*  +  (li  +  iti)»  +  (Ci  +  iq*  =  a  . 

In  particolare,  se  a  =  0,  riuscirà 

8  +  Tjì  +  Cf  =  f +  tl*  +  C*, 
cioè 

Kx  =  K  (1) , 

essendo  E,  Ei  le  curvature  delle  due  falde  focali  S,  Si .  Questa  ultima 
osservazione,  combinata  con  quella  della  nota  al  §  130  (I  pag.  283),  basta 
già  per  dimostrare  che,  nel  caso  a  =  0,  la  congruenza  W  è  formata 
dalle  normali  ad  una  superficie  ad  area  minima,  che  è  la  superficie 
media  So  del  sistema  e  le  superficie  S,  Si  non  sono  altro  che  le  due  falde 
dell'evoluta  della  superficie  minima  So  ^*L 

Per  ricercare,  per  qualsiasi  valore  della  costante  a  nel  secondo  membro 
della  (35),  su  quale  superficie  di  rotazione  sarà  applicabile  la  S  e  ana- 
logamente per  la  Si,  basterà  procedere  come  al  precedente  numero, 
osservando  che  per  la  nostra  superficie  S  il  valore  della  funzione  carat- 
teristica, che  dà  lo  strisciamento  della  superficie  ,m  sé  medesima  è 

1 

?  =  —  I 

Vp 

essendo 

E-  ^ 

la  curvatura.  Per  determinare  r  in  funzione  di  a  (§  244),  abbiamo  qui 


(*)  Si  osserverà  che,  se  Invece  di  prendere  la  costante  a  del  secondo  membro 
della  (35)  nulla,  si  assumesse  a  puramente  immaginaria,  nella  corrispondente 
congruenza  W  le  falde  della  superficie  focale  avrebbero  ancora  eguale  curvatura. 

(*)  A  questo  proposito  non  sarà  inutile  osservare  che  ad  ogni  sistema  orto- 
gonale sopra  Tevolvente  Sq  corrisponde  sopra  le  falde  S,  Si  dell'evoluta  un  si- 
stema coniugato^  in  particolare  ad  ogni  sistema  isotermo  ortogonale  di  S^  un 
sistema  iso termo  coniugato  sopra  S,  S^ .  Questa  proprietà,  come  facilmente  si 
vede  dalle  formolo  del  Cap.  IX  §  129,  appartiene  a  tutte  le  superficie  a  curva- 
tura media  costante. 
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adnnqne  Tequazione 
onde 


con  b  costante,  e  quindi  per  Telemento  lineare  di  S 
(36)  d^  =  {b  +  k'r^dr*  +  f^d^^. 

Inversamente  per  ogni  superficie  S  con  questo  elemento  lineare  è 
y  =  —  il  valore  corrispondente  della  funzione  caratteristica,  e  quindi  la 

corrispondente  equazione  di  Moutard,  avendo  per  soluzione  R  =  l,  è 

ye     ye  _ 

3t*«  +  3t;«  ~  ^  • 

Si  vede  adunque  che  le  nostre  congruenze  W  ci  danno  nelle  loro 
superficie  focali  tutte  le  superficie  coH'eleraento  lineare  (36). 

Ora  per  riconoscere  la  forma  della  superficie  di  rotazione,  su  cui 
la  S  è  applicabile,  conviene  distinguere  a  seconda  del  segno  di  b  nella 
(36)  che  corrisponde,  come  ora  si  vedrà,  al  segno  di  -a  nella  (35). 

1.®  Se  ^=0,  l'elemento  lineare  (36)  diviene 

(fo*  =  du*  +  u  df 

e  appartiene  alle  evolute  delle  superficie  d'area  minima  (I  pag.  292  fwta). 
È  il  caso  che  superiormente  abbiamo  già  visto  contraddistinto  dal  va- 
lore a  =  0  della  costante  nella  (35). 

2.°  Sia  6>>0;  allora  possiamo  fare,  senza  alterare  la  generalità,  6=1 

e  la  superficie  di  rotazione  corrispondente  è  il  paraboloide  di  rotazione 

Se  d'altronde  poniamo,  introducendo  una  funzione  ausiliaria  w: 

**  r  =  senh  \^\ 
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risulta 

(37)  *i*  =  c«|cosh*|-da)*+8eiih*|-(fo»j  ,    c  =  ^. 

Ora,  esprimendo  i  raggi  principali  di  curvatura  n,  r^  della  evolveute, 
troviamo  facilmente  colle  formolo  del  §  134  (I,  pag.  289) 

,«^v  (0 — senh  OD  co+senh  oo 

(38)  n  =  e ,    n  =  e , 

onde  per  la  seconda  falda  Si 

(37*)  (&f  =  c«  (senh^  f  **^'  +  ^^^^^  ^^  )  ' 

che  corrisponde,  come  subito  si  vede,  alla  forma  (36)  dell'elemento  lineare 
con*  6  negativo. 

D'altronde,  calcolando  le  curvature  K,  Ki  degli  elementi  lineari  (37), 

(37*),  risulta 

1  ^ 

K  = ,    Ki  = 


4  e*  cosh^  -r-  4  e*  senh*  — 

p  =  2  c  cosh*  -  -  ,    pi  =  2  (?  senh*  — 
p  —  pi  =  2  e  >  0  , 
onde  la  costante  della  (35) 

a  =  («  +  7iì  +  Cf)-(5'  +  ri«  +  C')  =  Pi-p 

avrà  un  valore  negativo. 

Di  qui  si  vede  che  è  inutile  considerare  il  caso  6<0,  il  quale  cor- 
risponde ad  assumere  a  nella  (35)  positivo,  e  possiamo  enunciare  sotto 
la  forma  seguente  il  risultato  conseguito  da  Darboux: 

Se  £i+i5,  'Tii+i'T),  Ci+^C  sono  ire  funzioni  qualunque  détta  variabile 
complessa  u+iv  legate  dalia  rdaaìone 

(B)  (Si  +  i5)*  +  (^1  +  i -n)'  +  (Ci  +  iC)'  =  costante  , 

le  formde  (33)  danno  per  quadrature  la  più  generale  superficie  applicabile 
sul  paraboloide  di  rotazione,  se  la  costante  nel  secondo  membro  della  (B) 
è  negativa,  e  le  loro  superficie  complementari  nel  caso  opposto.  Se  poi  la 
detta  costante  è  nulla,  si  ottengono  dalle  (33)  tutte  le  evolute  delle  super- 
ficie Warea,  minima. 
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la  fine  osserviamo  che  T  elemento  lineare  sferico,  riferito  alle  im- 
magini sferiche  delle  linee  di  curvatura  della  superficie  evolvente,  prende 
la  forma  caratteristica  (I,  pag.  290) 

(39)  cfe^ %-  +       ^"^ 


8enh«  (I)       cosh»  (I) 


Vediamo  dunque  che  si  può  risolvere  per  quadrature  il  problema  di 
ridurre  Telemento  lineare  sferico  a  questa  forma. 

§.  247. 
Applicasione  miccesaiya  delle  trasformazioni  di  Montarci.  ^^^ 

Abbiamo  già  osservato,  al  §  242,  che  i  problemi  delle  deformazioni 
infinitesime  per  le  due  falde  di  una  congruenza  W  sono  problemi  equi- 
valenti (a  meno  di  quadrature).  Vogliamo  ora  dare  a  questo  risultato 
una  forma  più  geometrica  addentrandoci  maggiormente  nello  studio, 
iniziato  ai  §§  242,  243,  delle  relazioni  che  intercedono  fra  la  teoria  delle 
congruenze  W  e  la  trasformazione  di  Moutard. 

Cominciamo  dal  dimostrare  il  seguente  teorema,  relativo  alla  appli- 
cazione successiva  delle  trasformazioni  di  Moutard: 

8e  le  due  equasioni  di  Laplace 

ammettono  ima  trasformata  comtme  di  Moutard  ^~-^  =M6,  esse  ne  am- 
mettono una  semplice  infinità^  dipendente  da  una  costante  arbitraria. 
Indichino  Ri,  Rg  le  rispettive  soluzioni  della  equazione  di  Laplace 

mediante  le  quali,  applicando  la  trasformazione  di  Moutard,  si  passa  alle 
rispettive  equazioni 


(^)  I  risultati  di  questo  §  e  del  seguente  furono  dati  la  prima  volta  in  una 
mia  nota  Svdla  interpretazione  geometrica  del  teorema  di  Moutard,  (Rendiconti 
della  R.«  Accademia  dei  Lincei  1890). 
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talché  si  abbia 

Indichi  ora  R'i  quella  soluzione  della  (41),  contenente  una  costante 
arbitraria,  che  è  dedotta  dalla  soluzione  R^  della  (40)  mediante  la  tra- 
sformazione di  Moutard  e  può  ritenersi  definita  (a  meno  appunto  di  una 
costante)  dalle  equazioni  simultanee  (5)  §  241  : 

(«)         |;(R.R'.)=«|.(D,Ì(R.R'0— Rii^J. 
Se  scriviamo  queste  ultime  sotto  la  forma 

vediamo  che  ponendo 

T./       Ri  Ri 

possiamo  riguardare  R'g  come  soluzione  della  (41*),  trasformata  della 
soluzione  Ri  della  (40)  mediante  la  R^.  Ora  diciamo  che  costruendo  la  tra- 
sformata di  Moutard  ddla  (41)  mediante  la  soluzione  particolare  R'i, 
omero  la  trasformata  di  (41*)  mediante  la  sua  soluzione  particolare  R't, 
si  ottiene  una  sóla  e  medesima  equazione  di  Laplace 


du  dv 


=  M'( 


con  che  appunto  verrà  dimostrato  il  nostro  teorema. 
Ora  l'asserzione  superiore  equivale  alla  identità 

^'  diTdi [wj^^''  df^  (rV ' 

che  è  facile  verificare.  Ed  infatti  essa  si  scrive  dapprima 

^'  dudv \RV ~    'Etdudv\n,  RV 

ed  equivale  quindi  all'altra 

JL  /??\  =  i  3R\  3  /R,\        1   3R\  3  /B,\ 
du  dv  \Ri/        R'i    3v   du  \R  j  "^  R'i  du   dv  \Ri/  ' 
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Questa,  essendo 

p  ^R»  _^   a^Ri 

può  scrÌTersi  per  le  (42) 

R%  3  Ri  9Rg       9  Ri  cn^       3  Ri  9Rt 

Ri3M3t;         3w3t;         3t;3tt 

1  3R'i  3  /p  p'\       ^  3Ri  3  ^p  p, .    3Rj  3Ri     3Ri  3  Ri 

"R^^Sii^^^^^^     R'i   3w   3t;^"^^^^'~  3t;     3w  ""  3m   ItT  ' 

e  la  sua  verifica  è  immediata,  ove  si  osservino  le  (42). 

Dimostrato  così  il  nostro  teorema,  resta  che  ne  diamo  V  interpreta- 
zione geometrica  per  mezzo  delle  congruenze  W.  Ricordiamo  che,  secondo 
i  risultati  del  §  242,  da  ogni  deformazione  infinitesima  nota  di  una  data 
superficie  S  si  deduce  una  congruenza  W,  che  ha  per  una  delle  falde 
focali  la  superficie  S,  colla  costruzione  seguente  :  per  ogni  punto  P  di  S 
si  conduce  quel  raggio  che  giace  nel  piano  tangente  ed  è  normale  alla 
direzione  dello  spostamento  di  P.  La  seconda  falda  focale  Si  della  con- 
gruenza W  così  costruita  si  dirà,  per  abbreviare,  la  trasformata  di  S 
mediante  la  deformazione  infinitesima  considerata. 

§.  248. 
Interpretazione  geometrica  per  le  congruenze  W. 

Il  significato  geometrico  dei  risultati  del  §  precedente  per  la  teoria 
delle  deformazioni  infinitesime  delle  superficie  è  dato  dal  teorema  se- 
guente :  Se  di  una  superfìcie  S  qtuHunque  si  considerano  due  diverse  defor- 
mojHoni  i/nfinUesime  e  si  determinano,  coUa  costruzione  ora  ricordata,  le 
due  rispettive  superficie  trasformate  Si,  Sj,  esisterà  ima  semplice  infinità 
di  superficie  S\  dedtunbiii  con  una  quadratura,  ciascuìia  deUe  quali  ammette, 
come  la  S,  la  medesima  coppia  fissa  Si,  Si  di  superficie  trasformate  i^K 

Dimostreremo  il  nostro  teorema  supponendo  che  la  S",  e  quindi  tutte 
le  sue  trasformate,  abbiano  le  assintotiche  (u  v)  reali,  la  dimostrazione 
per  r  altro  caso  essendo  del  tutto  simile,  quando  ci  si  riferisca  ad  un 
sistema  isoterme-coniugato. 


(*)  n  lettore  osserverà  che  il  risaltato  analitico  ottenuto  al  §  precedente 
segue  bensì  da  questo  teorema,  ma  non  equivale  interamente  alle  proprietà 
geometriche  più  complete  in  esso  contenute. 


72 


CAPITOLO  XVI. 


§.  248 


Riteniamo  la  superficie  S  definita  dalle  formolo  di  Lelieuvre  e  cioè, 
indicando  con  £,  tj,  C  tre  soluzioni  particolari  della  equazione  (40)  dì 
Laplace,  che  è  altresì  T  equazione  delle  deformazioni  infinitesime  per 
la  S,  definiamo  le  coordinate  x,  y,  0  di  \m  punto  P  di  S  colle  fonaole 
(di  Lelieuvre): 


(43) 


dx 
du'' 


n     e 

du      du 


dx 

di 


1 

e 

ai) 

dv 

ac 
dv 

e  le  analoghe  per  y,  e,  dedotte  con  permutazione  circolare  delle  lettere. 
Essendo  poi  Bi  una  soluzione  della  (40)  si  determinino,  secondo  le  (13) 
(pag.  50),  il,  T]i,  Ci  per  quadrature  dalle  formolo 


(44) 


3(5i  +  £) 


=(e-$o 


aiogRx     a(S.-£) 


=  -(S  +  £i) 


a  log  Ri 


du        "'    "'"    a»    '      dv  ''  '  '"    a» 

e  dalle  analoghe  per  irji,  Ci;  allora  le  formolo  (16)  pag.  52 


Tli 

Ci 

Ci 

Si 

il 

Ti 

(45)    «1  =  0!  + 

,  yi  =  y+ 

,  «1  =  «r  + 

■n 

e 

C 

5 

e 

1Q 

definiranno  una  superficie  Si  trasformata  della  S  mediante  una  defor- 
mazione infinitesima  appartenente  a  Ri.  Similmente,  considerando  una 
seconda  soluzione  R9  della  (40),  si  determinino  Ss,  if]t,  C£  daUe  equazioni 


du  '      du       ^        dv 

e  le  analoghe  per  yj,,  £,;  le  formolo 


dv 


-^ 

e. 

C 

St 

U      % 

(45*) 

Xt==X  + 

,  yt  =  y  + 

,  <r,  =.£!  4- 

n 

e 

c 

£ 

S       1 

definiranno  una  seconda  superficie  Ss,  trasformata  di  S  per  una  defor- 
mazione infinitesima  appartenente  a  R^. 

Ricerchiamo  ora,  per  verificare  il  teorema,  se  esistono  altre  superficie 
S' le  quali  abbiano  come  S,  la  medesima  coppia  fissa  Si,  S2  di  superficie 
trasformate.  Indicando  coir  accento  le  quantità  relative  ad  una  tale  super- 
ficie S',  dovremo  determinare  $',  r/,  C'  in  modo  che  sussistano  simulta- 
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neamente  le  formolo: 
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(46)     «'=».+ 


(46*)    af=a!t-\- 


i 

e 

11 

Ci 

i 

e 

•^ 

Ct 

.^=^1  + 


,  y'=y»+ 


c 

r 

e. 

il 

e 

r 

e 

e. 

r 

V 

i«'=*',+ 

€. 

li 

r 

^' 

/=i^  + 

£« 

Ti 

ed  abbiano  luogo  le  formolo  di  Lelieuvre: 


(47) 


i 

C 

3a< 

H 

ac 

'    dv~ 

du 

du 

H    ^ 

dv       3» 


Intanto  dalle  (46),  (46*),  sottraendo,  e  confrontando  colle  (45),  (45*) 
deduciamo 


Tj'-r,    C-C 

Tii  —  ITI»    Ci  —  C» 


=  0, 


C-C   a  —  i. 

Ci-C   €,-5« 


=  0, 


6i  — £.  t\i  —  i\t 


onde,  indicando  con  X  un  fattore  di  proporzionalità,  dovremo  avere 

(48)         C  =  4+  [(€.-«,  1'  =  ^+^  (Tii-Tj.),  C  =  C+^  (Ci-C). 
Sostituendo  nelle  (46)  o  (46*)  risulta 


.y=y+; 


1 

% 

C, 

(49)a!  =  a;4-  ^ 

TQs 

c. 

e, 

€i 

./=.+[ 

€. 

Il 

e, 

^ 

S. 

1» 

Ora  le  due  equazioni 

tenuto  conto  delle  (43),  (44),  (44*),  si  traducono  per  X  nelle  due  equa- 
zioni lineari 

?-^=-.,ll.g(R.R.,  +  ,Ì..g@. 

le  quali,  posto 

(50)  E'i==R8X 

coincidono  precisamente  colle  (42)  del  §  precedente.  Esse  sono  dunque 
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compatibili  e  danno  X  (o  R'i)  con  nna  quadratura.  D' altronde  con  questo 
valore  di  X,  sostituito  nelle  (48),  (49),  si  verifica  subito  che  le  equazioni 
(47 j  di  Lelieuvre  risultano  soddisfatte,  come  pure  evidentemente  le  (46), 
(46^^),  ed  il  teorema  enunciato  risulta  così  stabilito. 

Non  lascieremo  di  osservare  che  se  si  considerano  quattro  punti 
corrispondenti  P,  Pi,  Pg,  F  delle  quattro  superficie  S,  Si,  Sg,  S',  la  doppia 
infinità  di  quadrilateri  sghembi  P  Pi  Pj  P'  è  così  costituita  che  ciascun 
lato  genera  una  congruenza  W,  i  due  vertici  sul  lato  essendo  i  fuochi, 
e  i  due  piani  condotti  per  questo  lato  e  per  ciascuno  dei  due  consecutivi 
ne  sono  i  piani  focali. 

In  fine  notiamo  che  se  si  tengono  fisse  due  superficie  contigue,  p.  e. 
S,  Si,  e  si  fa  variare  S2,  varierà  pure  S'  e  farà  coftoscere  tutte  le  defor- 
mazioni infinitesime  di  Si ,  supposte  note  quelle  di  S.  Così  ci  rendiamo 
geometricamente  ragione  dell'  equivalenza  dei  due  problemi  delle  defor- 
mazioni infinitesime  per  le  due  falde  S,  Si  di  una  congruenza  W. 

§.  249.  (*) 
Le  congruenze  W  a  fSBilde  focali  di  egoal  cunratora. 

Passiamo  ora  a  studiare  un'altra  notevole  classe  di  congruenze  W, 
di  cui  le  congruenze  pseudosferiche  (Gap.  X,  §  150)  sono  un  caso  parti- 
colare. Proponiamoci  per  ciò  la  ricerca  di  quelle  congruenze  W,  le  cui 
falde  della  superficie  focale  hanno  in  punti  corrispondenti  eguale  curva- 
tura. Ci  limiteremo  per  altro  a  trattare  esplicitamente  il  caso  in  cui  le 
linee  assintoùiche  sulla  superficie  focale  siano  reali,  sebbene  anche  nel 
caso  opposto  si  possano  stabilire  risultati  simili,  usando  convenientemente 
dell'immaginario.  <*) 

Assumendo  a  linee  coordinate  le  assintotiche  ti,  v,  utilizziamo  per 

la  ricerca  le  formolo  di  Guichard  al  §  149  (I,  pag.  321).  Essendo  per 

ipotesi 

K  =  Ki, 
si  ha 

(50)  j^  +  ^^-^-c'^S-f-riì  +  C!, 


<^)  I  risultati  di  questi  ultimi  §§  del  Capitolo  furono  stabiliti  dall*  autore 
neUa  memoria  del  1890.  Sopra  alcune  nuove  doasi  di  superficie  e  di  sistemi  tripli 
ortogonali.  —  Annali  di  matematica  S.«  2.*  t.  XVIII. 

(')  La  questione  a  cui  qui  si  accenna  verrÀ  poi  ripresa  particolarmente  nel 
caso  più  importante  delle  superficie  a  curvatura  costante  i^o^i^va  (V.^  Gap.  XXV). 
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e  inoltre,  indicando  con  a  T angolo  dei  piani  focali: 

(51)  6  £i  +  ni  +  C  Ci  =  p  cos  0 . 

Ora  prendiamo  le  tre  prime  equazioni  (13)  §  241  (pag.  50),  molti- 
plichiamole ordinatamente  prima  per  S,  vj,  C  ;  poi  per  £i,  -qi,  Ci,  ed  ogni 
volta  sommiamo,  avendo  riguardo  alle  (50),  (51),  con  che  otteniamo 

Di  qui  sommando  deduciamo 

/cox  3 coso  ,,    ,  >31og|: 

(52)  -^ —  =  —  (1  -f-  cos  o)       ®  ' 


du  du 

e  similmente  operando  colle  tre  ultime  (13)  pag.  50 
r^n.^  3  coso       .,  x3  1ogp 

Da  qaeste  risulta 

3  (  /,    ,  ^^logp)    ,     ai,,  v31ogp|        . 

3;j  I  (n- cosa) -g^j +  3^1  (1 -coso)  ^1=0, 

ossia  per  le  (52),  (52*)  stesse 

^=0 
3u3!;  ' 

e  perciò 

(53)  K=—  ^ 


[(p(ti)  +  (I>(t;)]'' 

indicando  con  f  (u)  una  funzione  della  sola  u,  con  4»  (t;)  una  funzione 
della  sola  v.  Dunque:  Se  in  una  congruenza  W  le  due  falde  focali  hanno 
in  punti  corrispondenti  eguale  curvatura,  la  curvatura  E,  espressa  pei 
parametri  u,  v  delle  linee  assintotiche  assumerà  la  forma  caratteristica  (53). 
Per  le  formolo  di  Lelieuvre  si  vede  che:  la  ricerca  ddle  superficie 
déUa  dasse  (53)  si  traduce  analiticavnente  neUa  ricerca  di  queUe  equazioni 
di  Laplace 

^  =Me, 


3w3t; 


76  CAPITOLO  XVI.  —  §§.  249,  250 

per  le  qwAi  esistono  tre  particolari  sóluisioni  £,  tj,  C  taii  che 

i'  +  rì'  +  ^  =  ?{u)+^H^)' 

Dimostreremo  nel  prossimo  §  che  la  condizione  (53)  è  pur  sufficiente 
per  l'esistenza  di  congruenze  W  della  specie  richiesta,  aventi  S  per  una 
delle  falde  focali. 

Qui  osserveremo  due  classi  speciali  importanti  di  queste  superficie, 
e  cioè: 

1.^  Le  superficie  pseudosferiche  corrispondenti  all'ipotesi  9  (w),  «Ji  (v) 
costanti. 

2.®  Le  superficie  su  cui  le  linee  di  egual  curvatura  (K  =  costante) 
sono  linee  assintotiche  e  quindi,  pel  teorema  di  Enneper,  a  torsione 
costante  per  ciascuna,  ma  variabile  dall'una  all'altra  assintotica.  Esse 
corrispondono  nella  (53)  a  supporre  costante  una  sola  delle  funzioni 
9  (w),  t|>  (v).  Viceversa  ogni  superficie  sulla  quale  ciascuna  linea  assintotica 
di  un  sistema  è  una  curva  a  torsione  costante  appartiene  a  questa  classe. 
Una  superficie  semplice  di  questa  classe  è  evijlentemente  l' elicoide  rigata 
ad  area  minima,  sulla  quale  le  assintotiche  curvilinee  sono  le  eliche. 
In  fine,  come  superficie  appartenenti  alla  classe  generale  (53),  citiamo 
le  superficie  conoidali  rette  Gap.  V,  §  77  (I, pag.  165),  date  dalle  formole 

nelle  quali  la  curvatura  K  ha  per  espressione 

^~      [u'  +  v'  +  ^'iv)]'' 

§.  250. 

Oostnuione  delle  particolari  congmense  W  da  una  Calda 
della  superficie  focale. 

Andiamo  ora  a  dimostrare  il  seguente  teorema:  Ogni  superficie  S, 
la  cui  curvatura  E,  espressa  pei  parametri  u,  v  deUe  assintotiche,  abbia 
la  forma  (53),  appartiene  come  prima  faida  focale  ad  una  doppia  infinità 
di  congruenze  W  della  specie  richiesta;  dola  la  S,  la  ricerca  di  queste  qo  ' 
congruenze  dipende  dcdV mtegrasione  di  un'equazione  di  Bicccsti  ^^K 


(^)  Analiticamente  ciò  significa  che  da  ogni  equazione  di  Laplace  ^^^  »M  6 

per  la  quale  esistono  tre  soluzioni  particolari  gì  >i*  ?  tali  che  £*  +  tj*  +  C*  = 
"=  ?  (w)  +  i'  (v)  si  deducono,  per  trasformazione  di  Moutard,  00  *  equazioni  della 
stessa  specie  ;  inoltre  per  queste  trasformate  rimane  la  stessa  la  somma  ^{u)-\-^  (v). 
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Supposta  data  la  superficie  S,  della  classe  (53),  per  costruire  le 
congruenze  cercate  dovremo  in  primo  luogo  calcolare  T  angolo  s  dalle  (52), 
(52*),  che  integrate  danno 


^^^^  ^^2  -    Vl>"W^^' 

indicando  k  una  costante  arbitraria. 

Ora  dimostreremo  che  fissato  comunque  k  si  può  costruire,  corrispon- 
dentemente al  valore  (54)  di  a,  una  semplice  infinità  di  congruenze  W 
della  specie  richiesta,  aventi  S  per  prima  falda  focale. 

Intanto  dalla  formola  di  Ribaucour  (§  243) 

essendo  D  la  distanza  dei  punti  limiti  e  dall'ipotesi  K  =  Ki= 5, 

deduciamo  D  =  p,  onde  la  distanza  focale  S  sarà 

8  =  p  sen  0. 

Consideriamo  ora  in  ogni  punto  di  S  le  direzioni  delle  linee  di  cur- 
vatura, i  cui  coseni  di  direzione  indichiamo  con  Xi,  Yi,  Zi  ;  Xt,  Yt,  Zf 
Sulla  sfera  rappresentativa  queste  due  direzioni  sono  le  bisettrici  delle 
linee  coordinate  {u,  v)  e  valgono  quindi  le  formolo  stabilite  al  §  148 
(I,  pag.  320)  che  qui,  per  maggiore  chiarezza,  riportiamo:  (^) 

gj^  =  V^^sen2.Xi  +  cos-.X,j,    ^^  =Vi7(-sen-.Xi  +  cos-.  X.  j 
(a)  J^=-AX,-v/^sen|x,^  =  BX.  +  Visen^.X 
^^'    =  AXi-v'ècos^Jx,  ^J?==-BXi-V^cos|.X 


\    du  -  -1     V     -  «  2       '    dv  '       y  y    -  2 


C3) 


12'        ^  v/e        1  3fi 

M  sen  Q  =  —  ^^ ^ 

1  p„        2  3w 


e  \2)  p^         2  dv 


W  Le  formolo  del  testo  si  riferiscono  aU*  elemento  lineare'  sferico 
ds^'^^e du* 4- 2 cos  Q  Veg du dv  +  gdv^ 

e  con  l"  Y  T~  si  indicano  le  curyature  geodetiche  delle  linee  sferiche  u,  v. 
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Per  le  coordinate  x,  y,  ^  di  un  punto  F  di  S  le  formole  del  Gap.  V 
(I,  pag.  156)  danno 

Ora  se  indichiamo  con  7  T angolo  incognito  d'inclinazione  del  raggio 
F  F  della  congruenza  richiesta  sulla  direzione  (Xi,  Yi,  Zi,)  uscente  da  F 
sopra  S,  per  le  coordinate  a!,  y',  tf  del  secondo  fuoco  F'  avremo  eviden- 
temente: 

/  ic'  =  re  +  p  sen  a  (Xi  cos  ?>  +  Xt  sen  <p) 

(55)  ^  ^  =  y  +  p  sen  0  (Yi  cos  y  +  Y,  sen  (p) 

V  y  =  ^  +  P  sen  0  (Zi  cos  (p  +  Z»  sen  y) , 

ed  ora  dobbiamo  assoggettare  f  alle  condizioni  richieste  dal  nostro  pro- 
blema. In  primo  luogo  la  normale  in  F  alla  S',  luogo  del  punto  F,  deve 
essere  normale  al  segmento  FF;  secondariamente  essa  deve  essere 
inclinata  dell'angolo  n  sulla  normale  (X,  Y,  Z)  di  3  in  F.  Indicando 
adunque  con  X',  Y',  Z'  i  coseni  di  direzione  di  questa  normale  in  F  alla  S', 
dovremo  avere 

(56)  X'  =  X  cos  o  +  sen  a  (Xj  cos  y  —  Xi  sen  'f ) 

e  analogamente  per  Y',  Z'.  D'altra  parte  X',  Y',  Z'  debbono  soddisfare 
alle  due  equazioni 

che,  calcolate  per  mezzo  delle  (55),  (56)  e  delle  formole  precedenti,  si 
traducono  nelle  due  equazioni  simultanee  per  l'angolo  incognito  p: 


(57) 


3?  _ 

du   ~ 

.    ,  ,/-  l  +  coso 

k  +  ye  — ^- sen 

sen  -a 

dv 

TI         »/-    1— COST 

^B—\g  sen 

^  ^      sen  0 

(..f) 

(-!)■ 


Ora  diciamo  che  questo  sistema  (57)  è  UlimitcUamenùe  integrabile. 
Per  verificare  questa  proprietà  basta  tener  conto  dell'identità  (26)  già 
segnalata  al  §  243  (pag.  58) 

cv  '  au 
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ed  inoltre  delle  forinole 

/Ko\      3 coso       _,,  ,         .  (12|'   acoso  ^.  .(12)' 

(58)      -^^=2(l+co8o)|2|  ,-g^=  — 2(1  — coso)|^  j  , 

che  seguono  dalle  (52),  (52*)  e  dai  valori 


du  \2)'      dv  (1 

Colle  (58)  si  verificano  poi  facilmente  le  due  identità: 

l  awV^     seno   /       ^  seno     |l)  seno    |2 

(T) 

\  dvy       sen  o   /        "^  sen  o     (  2  )       ^        sen  o     (  1  )  ' 

dopo  di  che  la  condizione  d'integrabilità  per  le  (57)  risulta  identica- 
mente soddisfatta. 

Dopo  di  ciò  risulta  assicurata  resistenza  di  una  soluzione  <p  delle 
(57),  di  cui  sia  dato  ad  arbitrio  il  valore  iniziale  'fo  in  un  punto  (mq,  Vq) 
di  S.  Si  osservi  poi  che  alle  (57)  si  può  dare  la  forma  di  un'equazione 
a  differenziali  totali  del  tipo  di  Riccati,  assumendo  come  funzione  inco- 
gnita tg  I . 

Resta  a  dimostrarsi  che,  presa  per  9  una  qualunque  soluzione  delle 
(57),  la  congruenza  costruita  sarà  una  congruenza  W  e  la  curvatura  K' 
della  seconda  falda  S' in  F  eguaglierà  quella  E  di  S  in  F.  Ora,  la  prima 
proprietà  si  verìfica  facilmente,  verificando  che  hanno  luogo  le  due 
equazioni 

esprimenti  che  le  ti,  v  sono  assintotiche  sulla  S'.  Queste  due  equazioni 
infatti,  calcolate  per  mezzo  delle  formolo  precedenti,  si  traducono  nelle 
(58).  Dopo  di  ciò  anche  la   seconda  proprietà  K'  =  K  risulta  subito 

dal  teorema  di  Ribaucour  K  K'  =  -^ . 

Così  dunque  è  pienamente  dimostrata  V  esistenza  di  qo  '  congruenze 
speciali  W,  a  falde  focali  d' egual  curvatura,  delle  quali  sia  assegnata 
la  prima  falda  focale  S.  Nello  stesso  tempo  abbiamo  un  processo  per 
dedurre  da  una  superficie  nota  S  della  classe  (53)  una  doppia  infinità  dì 


80  CAPITOLO  XVI.  —  §§.  250,  251 

tali  nuove  superficie  integrando  un'equazione  di  Riccati.  Per  le  proprietà 
delle  equazioni  di  Riccati,  basterà  fissato  nella  (54)  il  valore  della  costante 
i,  conoscere  una  delle  superficie  trasformate  S'  per  dedurre  tutte  le 
altre  ^^  con  quadrature.  Se  si  applica  poi  nuovamente  la  medesima 
trasformazione  ad  una  delle  superficie  trasformate  S^  per  essa  conosciamo 
già  una  particolare  trasformata,  la  superficie  primitiva  S,  e  per  ciò  con 
sole  quadrature  troveremo  tutte  le  trasformate  di  S'  (fermo  rimanendo 
il  valore  della  costante  h). 

§.  251. 
n  teorema  di  permutabilità  per  le  trasformazioni  delle  saperllcìe  S 

della  classe  (53). 

Studieremo  in  altro  capitolo  più  da  vicino  le  trasformazioni  sopra 
segnalate  pel  caso  singolarmente  importante  delle  superficie  pseudosfe- 
riche. Ma  già  per  le  superficie  generali  S  della  classe  (53),  appoggian- 
doci sui  risultati  ottenuti  al  §  248,  dimostriamo  come  il  metodo  di 
trasformazione  sia  suscettibile  di  un  notevole  perfezionamento  che  per- 
mette, sotto  certe  condizioni,  di  evitare  le  quadrature.  Precisamente 
dimostreremo  che  :  Se  di  una  superficie  S  della  classe  (53)  si  conoscono 
tutte  le  00  *  superficie  trasformaite  S',  per  ciascuna  di  queste  Vapplicojsnone 
successiva  del  metodo  di  trasformatone  richiederà  soltanto  calcoli  odgébrìd 
e  di  derivazione. 

Consideriamo  della  superficie  data  S  della  classe  (53)  due  particolari 
trasformate  Si,  Ss  corrispondenti  ai  rispettivi  valori  Tciy  k^  della  costante  h 
nella  (54).  Diremo,  per  abbreviare,  che  Si  è  dedotta  da  S  con  una  tra- 
sformazione T*^  ed  Sj  con  una  trasformazione  T^t,. 

Secondo  il  teorema  generale  al  §  248,  esisterà  una  semplice  infinità 
di  superficie  S',  deducibile  con  una  quadratura,  ciascuna  delle  quali  tanto 
con  Si  quanto  con  S«  forma  la  superficie  focale  di  una  congruenza  W. 
Ora  nel  caso  nostro  particolare  dimostriamo  il  teorema: 

A)  Fra  le  oo  *  superficie  S'  ve  ne  ha,  óltre  S,  una  ed  una  soltanto  S3  die 
ha  in  ogni  punto  la  curvatura  comune  di  S,  Si,  Ss  ed  è  ottenuta  da  Si  per 
mezzo  di  una.  delle  nostre  trasformazioni  Tk^  a  costante  Jc^  e  insieme  da 
S«  con  una  trasformazione  T\ .  Siccome,  secondo  l'enunciato,  si  perviene 
da  S  a  Ss  sia  colla  trasformazione  composta  Taj,  Tu^  sia  coir  altra  Tjb,  Tk^ 
potremo  scrivere  simbolicamente 
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e  daremo  per  ciò  a  questo  teorema  il  nome  di  teorema  di  permutabilità. 
Per  dimostrarlo  cominciamo  dall' osservare  che  se  nella  serie  oo  ^  di  super- 
ficie S'  esiste  la  superficie  supposta  S3,  essa  sarà  unica  e  determinata. 
E  infatti,  riprendendo  le  notazioni  del  §  248,  dalle  formolo 

(59)        5a=£+5;(£i-W,^  =  '^  i-X(li-^£),  C3  =  C-f[(Ci-C) 
quadrando  e  sommando,  tenendo  conto  della  ipotesi 

deduciamo  per  X  il  valore  unico 

p  —  E  €1  £« 


(60) 


La  nostra  superficie  S  sarà  poi  definita  dalle  formolo  del  §  2*48 


(61)     x,^x  +  ^ 


rii    Ci 
•^2     Cj 


,yz=y+ 


e,   €. 

,  1 

4i    iji 

e    6, 

£*    ti» 

e,  secondo  i  risultati  del  §  ora  citato,  basterà  provare  che  sussistono 
le  relazioni 

per  avere  verificate  le  asserzioni  del  teorema.  Ora  indichiamo  con  oi,  'fi 
i  valori  delle  funzioni  cj,  y  del  §  precedente  relative  alla  superficie  Si,  e 
con  Ot,  fs  quelli  relativi  a  S2. 
Per  le  (56)  abbiamo 

£j  =  y^  I  cos  ai  X  —  sen  Oi  sen  yi  Xi  +  sen  Oi  cos  fi  X«  \ 

$j  =  y^p  I  COS  o, X  —  sen oj sen  9» Xi  +  sen  0, cos  ?>« X2 1  , 

per  cui  la  (60)  dà  intanto  per  X  il  valore 

.    ^  .  1  —  cos  oi  cos  gg  —  sen  oi  sen  n^  cos  (yi  —  ye) 

^      ^  cos  02  —  cos  Oi 

e  successivamente,  ponendo 

€8==v/p  X,,  yjb=  Vp  Y3,  C8  =  Vp  Z3, 
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le  (59),  (61)  diventano 

(59*)    Xa  =  X  +  r-  I  (cos  Oi  -  cos  oj)  X  +  (sen  o,  sen  <p,  -  sen  oi  sen  yO  Xi 

+  (sen  Oi  cos  fi  -  sen  o,  cos  «p»)  Xg 

(61*)  0:3 = a:  +  ^  I  sen  Oi  sen  Ot  sen  (? 2— 91)  X  + 

+  (sen  Oi  cos  a,  cos  ^i  -  sen  ag  cos  ^1  cos  <p,)  Xi 
+  (sen  'Si  cos  o»  sen  ^i  -  sen  oj  cos  Oi  sen  <jp»)  Xj  |  . 

Dopo  di  giò,  calcolando  le  somme 

col  tener  presenti  le  (57),  (58),  si  trova  appunto  che  esse  sono  identi- 
camente nulle.  D'altra  parte  dalle  (59),  (60)  si  ha  subito 

2s,e3=2£Si, 

onde  segue  che  la  normale  alla  S3  fa  colle  normali  a  Si,  S^  i  rispettivi  an- 
goli 02,  oi  che  la  normale  alla  S  forma  colle  normali  a  Ss,  Si.  Dunque  S3 
è  legata  a  Si  da  una  Tk^ ,  e  a  Ss  da  una  Tk^  . 

Dal  teorema  A)  di  pormutabilità  così  dimostrato  segue  poi  la  dimo- 
strazione delle  proprietà  enunciate  al  principio  del  §,  osservando  che 
note  S,  Si,  Ss,  la  quarta  superficie  S3  si  ottiene  senza  alcuna  integrazione. 
Suppongasi  invero  che  della  S  si  conoscano  tutte  le  00'  trasformate. 
Sceltane  una  Si,  si  tengano  fisse  S,  Si  e  si  faccia  variare  Ss  nella  doppia 
infinità  nota  di  trasformate  di  S;  ogni  volta  si  avrà  la  corrispondente  Ss 
senza  calcoli  d'integrazione.  Ora  questa  S3  percorre  appunto  le  x>  '  trasfor- 
mate di  Si,  le  quali  sono  adunque  senza  altro  note. 

Così  p.  e.  il  lettore  verificherà  facilmente  che  se  si  prende  per  S 
l."*  la  pseudosfera,  2,^  T  elicoide  rigata  ad  area  minima,  3.^  il  paraboloide 
iperbolico  equilatero,  le  00  *  trasformate  della  S  si  avranno  per  quadra- 
ture, dopo  di  che  T  applicazione  successiva  ed  illimitata  del  metodo  di 
trasformazione  alle  nuove  superficie  della  classe  (53)  via  via  ottenute 
non  richiederà  più  alcun  calcolo  d'integrazione. 
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§.  252. 

Superficie  deformabili  in  modo  contìnao  con  conserraàone 
di  nn  sistema  coniTigato  <') . 

Le  superficie  S  della  classe  (53)  che  abbiamo  stndiate  negli  ultimi 
tre  paragrafi  stanno  in  una  notevole  relazione  col  problema  generale 
già  accennato  alla  fine  del  §  239,  e  cioè  colla  ricerca  delle  superficie 
suscettibili  di  una  deformazione  continua  nella  quale  un  sistema  coniu- 
gato si  conserva  coniugato.  Si  è  visto  già,  al  §  239,  che  l'immagine 
sferica  di  un  tale  sistema  coniugato  («4,  v)  è  caratterizzata  dalle  relazioni 


(62) 


3_|121'_  i.(12)'_ 


9u\l\  ~dv\2\  ~^  (1 


12) 


(12/ 
2 


Ora  il  sistema  sferico  (u,v),  essendo 


d_  (12)' 
duìl 


d_  (12)' 
dvi2 


è  altresì  F  immagine  delle  assintotiche  di  una  superficie  S,  per  la  quale 
posto  come  al  solito 


K^  — - 


si  ha 


f 


aiogp 


12)'    aiogp 


■  _2 


12)' 


9u     ~      "12)'      dv     ~      "  {l 
e  la  seconda  delle  (62)  si  traduce  nella  equivalente 

yiogp   ,   aiogpSlogp  _ 
dudv  '^     du       Sv     "    ' 
ossia 

dudv 

Di  qui  si  conclude  :  Le  superficie  1  deformaiUi  in  modo  contimm  con 
conservcufione  di  un  sistema  coniugato  sono  tuUe  e  sole  le  sup^ficie  asso- 


(^)  DeUe  superficie  studiate  nel  presente  §  si  era  già  occupato  Feterson 
(Cf.  StXckbl  :  Biegungen  und  conjiLgirte  Sysleìne  §  4).  Più  compbtamente  fuxono 
trattate  nel  1891  da  Cossbrat  (Comptes  Bendus  de  V  Acadèmie  de  Paris  12  e  19 
octobre  1891). 
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ciaée  nelle  deformazioni  infinitesime  alle  superficie  S  la  cui  curvatura  K, 
espressa  pei  parametri  u,  v  Mie  assmtatiche,  ha  la  forma  (53) 


K  =  - 


[9(u)  +  i>(t;)]«' 


alle  assintoiiche  di  S  corrisponde  sopra  u  U  sistema  coniugato  u,  v  perma- 
nente nella  deformazione. 

I  risultati  ottenuti  nei  §§  precedenti  sulle  superficie  della  classe  (53) 
ci  pongono  ora  in  grado  di  trovare  con  sole  quadrature  quante  si  vogliano 
classi  di  superficie  1  deformabili  con  conservazione  di  un  sistema  coniu- 
gato. Basta  infatti  conoscere  una  superficie  S  ed  una  sua  deformazione 
infinitesima  e  se  ne  dedurrà  in  termini  finiti  una  superficie  2  associata 
ad  S  in  quella  deformazione  infinitesima.  Ora  si  parta  da  una  superficie 
S  della  classe  (53)  della  quale:  1.^  si  conoscano  tutte  le  deformazioni 
infinitesime,  2.**  si  conoscano  tutte  le  oo  *  trasformate  colle  trasformazioni 
del  §  250;  questo  è  ad  esempio  il  caso  se  per  S  si  prende  una  pseu- 
dosfera,  o  un'elicoide  rigata  ad  area  minima,  o  un  paraboloide  iperbolico 
equilatero.  Per  i  risultati  al  §  251  T  applicazione  successiva  ed  illimitata 
del  metodo  di  trasformazione  si  farà  in  termini  finiti  ;  nello  stesso  tempo, 
per  le  proprietà  delle  congruenze  W  (Cf.  particolarmente  §  243),  si 
avranno  con  quadrature  tutte  le  deformazioni  infinitesime  delle  superficie 
trasformate.  Dunque  con  scie  quadrature  si  determineranno  tutte  le 
superficie  associate  I,  come  sopra  abbiamo  asserito. 

Ora  è  da  osservarsi  che,  nota  una  superficie  S  della  classe  (53)  ed 
una  sua  superficie  associata  £,  per  trovare  le  oo  ^  superficie  deformate 
della  £  con  conservazione  del  sistema  coniugato  (u,  v),  occorrerà  Tinte- 
grazione  di  un'equazione  di  Biccati,  che  permette  di  risalire  dalle  espres- 
sioni note  dei  coefficienti  delle  due  forme  fondamentali  delle  superficie 
deformate  1'  alla  conoscenza  delle  superficie  stesse  in  termini  finiti.  Per 
altro  i  teoremi  di  Peterson  (§  250)  ci  dimostrano  che:  Integrata  V equa- 
zione di  Biccati  per  la  superficie  S,  per  tutte  le  superfìcie  ddla  medesima 
classe  aventi  a  comune  con  1  V  immagine  del  sistema  coniugato  (u,  t;), 
cioè  per  tutte  le  altre  associate  di  S,  basteranno  quadrature  per  determinare 
le  corrispondenti  oo^  deformate. 

Alle  00  ^  superficie  £  applicabili  con  conservazione  del  sistema  coniu- 
gato (u,  v)  corrisponde  una  serie  oo  ^  di  superficie  S  della  classe  (53),  serie 
che  è  perfettamente  determinata  da  una  delle  sue  superficie.  Coà  ofr- 
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biamo  in  sostanza  un  nuovo  metodo  di  trasforma/rione  per  le  superficie  S 
della  classe  (53),  V  integrazione  di  un'  equazione  di  Riccati  permettendo  di 
dedurre  una  serie  oo  '  di  superficie  S  da  una  nota.  Queste  nuove  trasfor- 
mazioni sono  di  natura  afiatto  dififerente  da  quelle  studiate  ai  §§  250, 
251;  (^)  in  particolare  per  le  superficie  a  curvatura  costante  esse  sono 
le  così  dette  trasformazioni  di  Lie-Bonnet,  sulle  quali  ritorneremo  in 
altro  capitolo. 

Terminiamo  coir  addurre  alcuni  esempi  di  classi  di  superficie  21. 

1.^  Come  primo  esempio  adduciamo  quello,  già  ritrovato  al  §  240, 
delle  superficie  modanate  a  sviluppabile  direttrice  cilindrica  deformabili 
con  conservazione  delle  linee  di  curvatura.  La  superficie  S  associata, 
avendo  per  immagine  delle  assintotiche  il  sistema  ortogonale  ed  isotermo 
dei  meridiani  e  paralleli,  non  è  altro  che  T  elicoide  rigata  ad  area 
minima  ^*L 

2.^  Si  prenda  ora  come  superficie  della  classe  S  il  paraboloide  iper- 
bolico equilatero.  Le  immagini  sferiche  delle  assintotiche  (generatrici) 
essendo  qui  circoli  massimi,  cioè  geodetiche  della  sfera,  si  ha 

11)'      ^     (22)'      ^ 

quindi  pel  sistema  coniugato  (u,  v)  sulla  superficie 

|12Ì      „    (12)      ^ 

Le  superficie  S  associate  al  paraboloide  equilatero,  sono  dunque  super- 
ficie di  traslazione,  che  di  più  hanno  le  curve  generatrici  piane  e 
precisamente  in  piani  perpendicolari  (paralleli  ai  piani  direttori  del  para- 
boloide). Viceversa  ogni  superficie  di  traslazione  di  questa  specie  è 
associata  al  paraboloide  equilatero  ed  è  quindi  applicabile  sopra  una 
serie  oo^di  superficie  della  medesima  classe. 


(^)  Per  accertarsene  basta  osservare  che  raentre  le  trasformazioni  antiche 
conducono  da  una  superficie  S  a  nuove  superficie  della  stessa  classe  dipendenti 
da  quante  si  vogliano  costanti  arbitrarie,  le  nuove  considerate  ora  nel  testo 
introducono  una  sola  costante  arbitraria. 

(*)  Nella  prima  edizione  di  questo  libro  è  indicata  invece,  per  errore,  come 
superflcie  associata  il  catenoide. 
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S.""  Da  ultimo  prendiamo  per  S  una  superficie  pseudosferica  qualunque. 
Le  sue  superficie  associate  sono  superficie  di  Voss  (vedi  §  1511,  pag.  326) 
sulle  quali  le  linee  ti,  v  corrispondenti  alle  assintotiche  di  S,  formano 
un  sistema  coniugato  di  linee  geodetiche. 

Ne  deduciamo  :  Ogni  superficie  di  Voss  è  suscettibile  di  una  defomM- 
eione  continua^  nétta  quale  U  sistema  geodetico  coniugato  si  conserva 
coniugato. 


Capitolo  XVIL 


Deformazione  delle  congroenze  rettilinee  ed  inviluppi  di  sfere 


(») 


Deformazione  di  una  congruenza  rettilinea  al  modo  di  Beltrami.  ^  Inviluppi  di  una  doppia 
infinità  di  sfere  e  deformazione  della  superficie  dei  centri.  —  Formole  fondamentali  per 
la  deformazione  delle  congruenze  o  degli  inviluppi  di  sfere  e  calcolo  degli  elementi  rela- 
tivi alle  due  falde  2,  ^  dell'inviluppo.  —  Bicerca  di  tutti  gli  inviluppi  di  sfere  nei  quali, 
in  qualsiasi  deformazione,  le  due  falde  si  mantengono  a  curvatura  media  H  costante.  — 
Caso  di  H=aO;  la  superficie  dei  centri  So  è  applicabile  sul  paraboloide  di  rotazione.  — 
Primo  teorema  di  Gnichard.  —  Caso  di  H  :^  0;  la  superficie  dei  centri  applicabile  sulPellis- 
soide  allungato  o  iperboloide  di  rotazione  a  due  falde  e  secondo  teorema  di  Guichard.  —  Caso 
in  cui  le  due  falde  '^^  S  si  mantengono  a  curvatura  costante  negativa;  i  tre  tipi  di  super- 
ficie di  rotazione  So  corrispondenti.  —  Caso  in  cui  2),  Il  si  riducono  a  curve  od  a  superficie 
sviluppabili.  ~  Esame  di  un  problema  generale  e  sua  riduzione  ai  casi  di  Weingarten  e 
Guichard.  —  Inviluppi  di  sfere  tali  :  l.o  che  sulle  due  falde  si  corrispondano  le  linee  di 
curvatura,  2.o  che  ai  sistemi  ortogonali  sulle  due  falde  corrispondano  i  sistemi  coniugati 

sulla  superficie  dei  centri,  Sfi  ai  sistemi  coniugati  di  £,  £  i  sistemi  coniugati  di  Sq.  — 
Inviluppi  di  sfere  nei  quali  le  due  falde  sono  contigue  per  trasformazioni  di  Moutard  ad 

una  medesima  superficie.  —  Le  due  falde  £,  ^  hanno  la  stessa  curvatura  costante  ed 
hanno  ooi  trasformate  contigue  di  Moutard  fra  le  quali  due  (reali  od  immaginarie)  colla 
medesima  curvatura  costante. 

§.  253. 
Deformazione  delle  congraeiLBe  e  dei  sistemi  oo  *■  di  sfere. 

Nel  presente  capìtolo  riprendiamo  lo  studio  delle  generali  congruenze 
rettilinee  per  considerarne  le  deformazioni  nel  senso  del  teorema  di 
Beltrami,  dimostrato  al  §  144  (I,  pag.  311). 


(*)  Le  teorìe  esposte  nel  presente  Capitolo  sono  tratte  dai  primi  paragrafi 
della  memoria  dell'Autore  :  SiUla  teoria  delle  trasformazioni  delle  superficie  a 
curvatura  costante,  (Annali  di  matematiche,  serie  3.*  t.  Ili,  1899). 

Avendo  in  mira  soltanto  le  applicazioni  alla  teoria  delle  superficie  a  curva- 
tura costante,  tralasciamo  di  occuparci  delle  deformazioni  più  generali  delle 
congruenze.  Fra  queste  le  più  interessanti,  dopo  le  deformazioni  al  modo  di 
Beltrami  considerate  nel  testo,  sono  le  deformazioni  al  modo  di  Bibaucour,  nelle 
quali  i  raggi  giacciono  individualmente  nei  piani  tangenti  di  una  superficie  2 
che  si  deforma  seco  trasportando  i  piani  tangenti  ed  i  raggi  ivi  invariabil- 
mente fissati.  Per  queste  deformazioni  il  lettore  può  consultare  la  memoria  di 
Bibaucour  (Journal  de  Mathém.  1891)  e  V  altra  mia  memoria:  SuUa  deformassUme 
delle  canffTueme  e  sopra  alcune  classi  di  superficie  applicabili.  (Annali  di  mate- 
matica, serie  3.*  T.  VI,  1901). 
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Immaginiamo  i  raggi  di  una  congruenza  normale  C  uscenti  dai  punti 
Mo  di  una  superficie  iniziale  So;  se  la  superficie  So,  supposta  flessibile 
ed  inestendibile,  si  deforma  seco  trascinando  i  raggi  di  G,  invariabilmente 
connessi  agli  elementi  del  piano  tangente  di  So,  diremo  che  la  congruenza  C 
si  deforma  al  modo  di  Beltrami.  Colla  deformazione  delle  congruenze 
rettilinee  normali  si  collega  la  considerazione  dell'inviluppo  di  una  dop- 
pia infinità  di  sfere  aventi  i  loro  centri  sopra  la  superficie  iniziale  Sq. 
Ed  anzi  la  considerazione  degli  inviluppi  di  sfere  porta  insieme  a  sta- 
bilire il  teorema  già  ricordato  di  Beltrami  ed  il  teorema  di  Dupin  rela- 
tivo alla  riflessione  delle  congruenze  normali  (§  144),  come  andiamo  ora 
rapidamente  a  stabilire. 

Riferiamo  la  superficie  So  ad  un  doppio  sistema  ortogonale  (u,  v)  e  sia 

(fo«  =  Eoiw*  f  Goeit;' 

r  elemento  lineare  di  So. 

Definiamo  poi  una  doppia  infinità  di  sfere  aventi  i  loro  centri  nei 
punti  Mo^CiToi  yo,  ^o)  di  So,  dando  il  raggio  R  della  sfera  in  funzione 
di  {u,  v).  L' equazione  della  sfera  mobile  sarà 

(a)  {x-XoY  +  (y  -  yo)'  +  (^-^o)'  =  R* 

e  i  punti  ove  essa  tocca  l'inviluppo  saranno  dati  dall' associare  alla 
precedente  equazione  le  due  che  se  ne  ottengono  per  derivazione  rap- 
porto ad  M,  V,  cioè 

/  /         \    1    3a;o    ,   ,  .     1    3yo   ,   /         .    1     3-ero        ^      1    3R 

fiC-a;o)— zr  w~  +(y-yo)-—  ■^-  +('^^-^0) ^=  -R 5- 

V^Eo^"  VEo^^  v/Èo^^  VÈ;^^ 

I  due  piani  (b)  si  tagliano  secondo  una  retta  normale  al  piano  tan- 
gente di  So  e  i  due  punti  M,  M  (reali  od  immaginarii)  ove  questa  retta 
incontra  la  sfera  (a),  simmetrici  rispetto  al  detto  piano  tangente,  sono 
i  punti  cercati  ove  la  sfera  tocca  il  suo  inviluppo.  Questo  inviluppo 
consta  adunque  di  due  falde  2,  I,  che  sono  i  rispettivi  luoghi  di  M,  M. 
Le  normali  di  1  sono  evidentemente  i  raggi  Mo  M,  quelle  di  1  i  raggi 
riflessi  Mo  M.  Ora  l'osservazione  semplicissima,  ma  fondamentale,  che 
le  equazioni  (a),  (6)  suggeriscono  è  la  seguente  :  Se  la  superficie  So  luogo 
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dei  centri  si  deforma,  seco  trascinando  le  sfere,  i  punti  M,  M  di  contatto 
di  ogni  sfera  ed  suo  inviluppo  serbano  sulla  sfera  una  posizione  inva- 
riabile rispetto  agli  elementi  del  piano  tangente  di  So. 

Di  qui  segue  nuovamente  il  teorema  di  Beltrami,  insieme  a  quello 
testé  ricordato  di  Dupin. 

Le  due  falde  dell' inviluppo  possono  essere  reali  od  immaginarie, 
come  sopra  si  è  detto.  Dalle  (a)  e  {b)  si  vede  subito  che  ha  luogo  il 
primo  od  il  secondo  caso  secondo  che  l'espressione 


Eo' 

che  non  è  altro  che  il  parametro  differenziale  primo  A^  R,  calcolato 
rispetto  a  dso,  è  minore  o  maggiore  dell'  unità.  Il  caso  Ai  R  =  1  merita 
speciale  considerazione  perchè  allora  soltanto  le  due  falde  dell'inviluppo 
coincidono.  I  punti  M,  M  coincidendo,  si  vede  subito  geometricamente 
che  i  raggi  Mo  M  sono  le  tangenti  ad  un  sistema  di  geodetiche  di  So, 
la  quale  è  una  delle  falde  dell'evoluta  di  I. 

Alla  deformazione  della  'superficie  dei  centri  di  questi  speciali  invi- 
luppi di  sfere  si  lega  uno  dei  più  importanti  teoremi  della  teoria  delle 
superficie,  il  teorema  di  Weingarten  (Gap.  IX.  §  132)  sulle  evolute  delle 
superficie  W.  È  chiaro  infatti  che  possiamo  enunciare  il  risultato  di 
Weingarten  così  :  quando  la  superficie  So  è  applicabile  sopra  una  super- 
ficie di  rotazione,  ed  il  raggio  della  sfera  mobile  eguaglia  l'arco  di 
meridiano  contato  da  un  parallelo  fisso,  la  superficie  £,  nella  quale 
coincidono  le  due  falde  dell'inviluppo  di  sfere,  ha  i  raggi  principali  di 
curvatura  legati  da  una  relazione  fissa  al  deformarsi  di  Sq.  Una  sem- 
plicissima considerazione  geometrica  dimostra  d'altronde  l'esistenza  di 
circostanze  analoghe  in  altri  inviluppi  di  sfere  a  falde  non  coincidenti. 
Se  si  considerano  infatti  le  sfere  di  raggio  costante  aventi  i  centri  distri- 
buiti sopra  una  superficie  a  curvatura  costante  So,  deformando  comunque 
So  le  due  falde  I,  I  dell'inviluppo  (parallele  ad  So)  avranno  evidente- 
mente i  raggi  principali  di  curvatura  legati  da  una  relazione  fissa.  Og- 
getto principale  delle  nostre  ricerche  nel  presente  capitolo  sarà  di 
trovare  tutti  gli  altri  casi  pei  quali,  deformando  comunque  la  superficie 
dei  centri  di  un  inviluppo  di  sfere,  si  presenta  una  circostanza  analoga 
per  r  una  o  per  l' altra  falda  dell'  inviluppo.  Perverremo  per  questa  via 
ai  recenti,  eleganti  risultati  che  Guichard  ha  ottenuto  nello  studio  del 
problema  della  deformazione  delle  quadriche  di  rotazione. 
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§.  254. 
Formolo  fondamentali  per  la  deformazione  delle  congruenze. 

Consideriamo  una  congruenza  G  che  si  deforma  al  modo  di  Beltrami. 
Sulla  superficie  di  partenza  So  pei  raggi  della  congruenza  prendiamo 
a  linee  coordinate  u  quelle  che  sono  normali  ai  raggi  della  con- 
gruenza, <^)  a  linee  v  le  loro  traiettorie  ortogonali.  La  So,  in  ogni  sua 
speciale  configurazione,  sarà  perfettamente  definita  dalle  sue  due  forme 
quadratiche  fondamentali 

Do  du*  +  2  D'o  du  dv  -f  D"o  di^.  Ricordiamo  che  questi  coefficienti  sono 
legati  fra  loro  unicamente  dalla  equazione  di  Gauss 

Do  D-o  -  Dì  _ 

W  EoGo        -^' 

dove  Eo  indica  la  curvatura  di  S„  e  dalle  due  equazioni  di  Codazzi 


1 /^\_1 /^U  _i_  ?y^n' 4.  liV^  TV  -  ft 


(H) 


/d'o\      3/d»V       1     Vft 

^nvo;/  ^['^gJ  v/e;;go  ^ 


Per  le  ricerche  seguenti  è  fondamentale  l'osservazione  che:  qualunque 
aiUra  rdaeione  in  termini  finiti  fra  Do,  D'o,  D"o  e  gli  dementi  indeforma- 
bili della  superficie  non  può  sussistere  in  tutte  le  flessioni  di  So,  se  non 
divefUa  un'identità  in  forza  deU' equazione  (I)  di  Gauss. 

In  caso  contrario  infatti  la  (I),  insieme  alla  nuova  equazione  in  ter- 
mini finiti  fra  Do,  D'o,  D"o,  «,  v,  servirebbe  ad  esprimere  p.  e.  D'o,  D"o  in 
funzione  di  Do,  u,  v,  e  sostituendo  nelle  (li)  avremo  due  equazioni  simul- 
tanee del  primo  ordine  per  D»  la  cui  risoluzione  (supposta  possibile) 
darebbe  tutte  le  flessioni  di  So.  Ora  ciò  è  assurdo,  il  problema  della 
deformazione  generale  di  una  superficie  dipendendo  invece  da  un'unica 


(')  Nel  solo  caso  che  la  congruenza  C  sia  quella  delle  normali  a  So,  questo 
linee  restano  indeterminate;  potranno  allora  scegliersi  in  modo  affatto  arbitrario. 
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equazione  del  2.^  ordine,  l'equazione  dell' applicabilità  (I,  pag.  239). 
Dalla  osservazione  superiore  segue  in  particolare  :  Una  rdcusione  lineare 
fra  Do,  D'o,  D"o 

aDo  +  pD'o  +  TD"o-f8  =  0, 

ove  a,  p,  Y,  §  sono  funzioni  fisse  di  u,  v,  non  può  aver  luogo  per  tutte  le 
flessioni  di  So  se  non  è.  wn' identità,  cioè  a  =  p  =  Y  =  5  =  0. 

Indichino  ora  a?o,  y©,  ^o  1^  coordinate  di  un  punto  Mo  =  (w,  v)  mobile 
sopra^So  e 

Xi  ,    Yi  ,    Zi 

X«  ,    Yf  ,    Zs 

Xa  ,     Yg  ,     Zg 

rispettivamente  i  coseni  di  direzione  della  tema  ortogonale  uscente  da 
Mo  e  formata:  l.""  dalla  tangente  alla  linea  v,  2.»  dalla  tangente  alla 
linea  u,  3.^  dalla  normale  alla  superficie.  Le  formule  della  teoria  gene- 
rale delle  superficie  ci  danno  allora  le  formolo  fondamentali  seguenti: 

^      ^        V^  '    VGo     '       ^       Vi^  '    Vg. 

colle  analoghe  che  sì  deducono  per  permutazione  circolare  delle  lettere. 
Indichiamo  ora  con  o  =  o(u,v)  l'angolo  d'inclinazione  del  raggio 
della  congruenza  C,  emanante  dal  punto  (w,  v)  di  So,  sulla  superficie, 
cioè  sulla  linea  v.  I  coseni  di  direzione  X,  Y,  Z  del  raggio  deUa  con- 
gruenza si  potranno  assumere  dalla  formola 

(2)  X  =  Xi  cos  3  +  X,  Ben  a 

e  daDe  analogo. 


(1) 
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Derivando  la  (2),  con  riguardo  alle  (1),  troviamo 


=  -  sen  0  (  — ^  +  ;^  I  Al  —  I  sen  o 


du 


{s/Eo 


dui 


_Pjl      cos  t  3  v'E,\ 
VG;       y/G",    2"  / 


cua  T  g  V  x!io  I  y     , 


(3) 


ax  /  D' 

^=z  -  sen  0 


+  COBO 


dt] 


X, 


/  Ti"    \ 


I  ,  /  D'o    ,   aa\_ 

Se  ora  introduciamo  per  gli  elementi  della  nostra  congruenza  C  le 
notazioni  di  Kummer  (§  137, 1,  pag.  298),  ponendo: 

23X  dXf     , y,  3X  'ix^     - y,  3X  3a\,      ^^  3X  3a^ 

troveremo  subito  dalle  (1),  (3)  le  espressioni  seguenti: 
^      /  Do    ,   3a\'     /sen  g  D^   ,  cos  o  3  VÈ,V 

G'=.  [^ + ^y+(?£!^3-^o_3^„^  D:,y 

Vv'è;     ^ì    Vv/Eo  ^  Vg./ 

aD'o       (508  0  3  v/E^\ 
6,  VG,    ^   / 

/co8a3\/G",  Pjl\ 

(  e  = -^Eisen.f  A  +  9?\    ^=  _  Voiseno -^  +  ^^-^ì 
^J  W^o     ^/  \         VGo      vGo    3.;  ; 

/'=-vEo8eno(^  +  |^),,=  v'G:( 


(5) 


^n/E. 


_,      /  Do    ,  3o\  /  D'o    .  9'J\     /sen 


VG, 


X 


(5 


fcos  a3v/Go 
.VE.     ^ 


sena 


VG.- 
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Calcolando  di  qui  i  valori  delle  tre  quantità  fondamentali: 

E'G'-n  g^'-(f  +  f)^-\-eQ',  eg  —  ff, 
troviamo: 

\  (  i/TT  /  Do    ,  3o\  ,=r  /coscia  VGo  ^W  „ 

[  e 5r  — /•/"  =  — senoVEoGoM  , 

dove  si  è  posto  per  abbreviare 

,    /J^     3o\  /senoD'o      cos  o  3  VEo\ 
+  \VEo  +  a.j(^   VGo         VGo     ^   /* 

Tenendo  conto  della  equazione  (I)  di  Gauss,  si  vede  subito  che  questo 
fattore  M  si  esprime  linearmente  per  Do,  D'o,  D"o  colla  formola  : 

ra*\  Tir      COS o 3  V G^ _    ,  /  COSO  aV^      sen o ao\    , 

sen  0  3o  ^y,    ,   cos  o  3  VGq  3o  , 

,  cos  0  3  VEo  3o  tj.  \/w?r 

Queste  formolo  valgono  per  qualunque  congruenza  C,  normale 
Ma,  poiché  la  nostra  congruenza  G  è  supposta  normale,  dovremo 
(I,  pag.  310)  f=f,  cioè  per  le  (5*) 

(7)  aC/yso)^^ 


0  no. 
avere 
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§.  255. 

Elementi  relatìTì  alle  due  &lde  S,  £  dell'inviluppo  di  sfere. 

Indicando  con  Z  una  delle  superficie  ortogonali  alla  congruenza  C, 
sia  M^(:r,  y,  z)  il  punto  ove  il  raggio  di  C  uscente  da  M«  incontra  £; 
ponendo  Mo  M  =  T,  avremo 

(8)  a;  =  iCo  +  TX,y=yo  +  TY,2r  =  ;gro  +  TZ, 

dove  T  sarà  da  calcolarsi  in  funzione  di  u,  v  dalle  due  condizioni 

che  danno  (I,  pag.  311): 

—  =  — VE  coso,  ^  =0. 

Dunque  T  è  funzione  della  sola  u,  definita  (a  meno  di  una  costante 
additiva)  dalF  equazione 

(9)  P=-VEcoso. 

Dalle  (8),  che  definiscono  la  superficie  £,  derivando  abbiamo 

Se  indichiamo  dunque  con 

EdM*  +  2F<iwdt;  +  G  dif 
DdM*+2D'dttd»  +  D"(fe' 
le  due  forme  fondamentali  di  1,  ne  dedurremo  subito: 

1E  =  T»E'+2Tc  +  EoSen*<3,  F  =  T*F'  +  2T/",  G  =  T'G'+ 2T^  +  G, 
—  D  =  TE'  +  e,  — D'  =  Tr-f /,  — D''  =  TG'+y. 

Indicando  con  n,  r,  i  raggi  principali  di  curvatura  di  S,  dalle  formole 

(I,  pag.  154)  (») 

2rD'  — E'D"  — G'D 

»■»+»•,=  - 


»'i*-»  = 


E'  G'  —  F» 

DD"— D', 
E'G'-r*  ' 


<*)  Siccome  adoperiamo  qui  le  formole  di  rappresentazione  sferica  per 
la  £,  escludiamo  naturalmente  il  caso  che  £  sia  sviluppabile,  cioè  che  si  abbia 
E'G'-FV^O,  ossia  M-^O. 
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pei  valori  precedenti  di  D,  D',  D'',  si  trae 

Sostituendo  i  valori  (6),  col  porre  inoltre  per  brevità 


0 


(11)     N  = — -  Do  +  sen*  (3— 2f  D"o  +  VG©  ^ sen  o  cos  a  -^  , 

V%  s/G,  ^  ^ 

ne  dedurremo  le  formolo  definitive 

N 


(12) 


r,  +  r,  =  2T  +  ^ 

N    sen  oVEoGo 


rir,  =  T*  +  T^- 


M  M 


Osserviamo  ora  che  se  in  tutte  le  formolo  precedenti  si  cangia  o  in  -  o, 
la  (7)  è  sempre  soddisfatta,  ed  X,  Y,  Z  si  cangiano  in 

X  =  cos  o  Xi  —  sen  o  X3 ,  Y  -  cos  o  Yi  -  sen  0  Ys ,  Z  =  cos  0  Zi  —  sen  0  Z, 

cioè  la  congruenza  G  si  cangia  nella  sua  riflessa  sulla  superficie  So.  Se 
manteniamo  a  T  il  medesimo  valore,  ciò  che  è  lecito  per  la  (9),  la  super- 
ficie £  verrà  a  cangiarsi  nella  superficie  £  definita  dalle  formolo 

x  =  a?o  +  TX,  y  =  yo+TY,  J=^o  +  T^ 
e  siccome 

x  —  x= —  2  T  sen  0  X3 ,  y  —  y  —  —  2  T  sen  0  Y» 

ier  — 2^  =  — 2Tsen(3Z3 

-  (a:  +  a?)  =  iTb  +  T  cos  0  Xi ,    -  (y  +  y)  =  yo  +  T  cos  0  Yi, 
^  (g  +  Js)  =  £fo  +  T  cos o  Zi, 

vediamo  che  due  punti  corrispondenti  M,  M  di  S,  2  sono  simmetrici 
rispetto  al  piano  tangente  di  So  in  Mo.  Dunque:  Le  due  superficie  S,  S 
sono  le  due  falde  déW  inviluppo  di  sfere  di  raggio  =  T  (u,  t?),  aventi  i  loro 
centri  sopra  So.  Tutti  gli  elementi  relativi  alla  superficie  £  si  calcoleranno 
dalle  stèsse  formolo  precedenti,  ove  si  cangi  semplicemente  0  in  —  a. 
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§.  256. 
Gaso  in  cui  la  saperficie  1  rimane  a  curvatura  media  costante. 

Cominciamo  nel  presente  §  la  ricerca  che  ci  condurrà  ai  teoremi  già 
accennati  di  Guichard,  proponendoci  il  problema  seguente:  Per  quali 
inviluppi  di  sfere  accade  che,  deformando  comunque  la  superficie  So  luogo 
dei  centri,  la  falda  S  ddP  inviluppo  rimanga  sempre  a  curvatura  media 
costante? 

Indichi  H  il  valore  costante  della  curvatura  media  di  £.  Le  formole 
(12)  ci  danno  subito 

14.1=  2TM  +  N 


ri       r,       T«M  +  TN-senoVEoGo 
indi 

{e)  (Hr-2 T)  M  +  (HT- 1)  N  —  H  seno  VeTGo  =  0  . 

A  causa  dei  valori  (6*),  (11)  di  M,  N,  questa  è  una  relazione  lineare 
intera  fra  Do,D'o,D"o,  che  dovendo  aver  luogo  per  ipotesi  in  tutte  le 
flessioni  di  So  deve  ridursi,  per  le  osservazioni  fondamentali  del  §  254, 
ad  un'identità.  Eguagliando  a  zero  i  singoli  coefficienti  di  Do,  D'o, 
D''o  ed  il  termine  costante  nella  (e;),  si  ottengono  le  quattro  relazioni 
seguenti: 

(«)  (HT«-2T)^'^  +  (HT-l)^»  =  0 


??^95a.(HT-l)sen«.^ 


(T)  -(H'P-2T)"-H^^-}-(HT-l)sen«.^  =0 


(6)    (HT«-2T)i^?|^'|^  +  ^-^^^-^»g-senaKoVÉ.G,!-F 


'-i)(vg;|^. 


4-  (HT- 1)  I  VGo  g^  —  sèn 0  eoa  o  —^  )  —  H  sen  o  y/^Qo  =  0  , 
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le  quali,  insieme  colla  (9) 

(9)  ^  =  -  V  Eo  cos  0  , 

contengono  tutte  le  condizioni  del  problema. 
La  (p)  dimostra  che  deve  essere: 

•o*x  co8o3VEÌ   ,  So       ^ 

perchè  in  caso  contrario  si  dovrebbe  annullare  H  T*  -  2  T  e  la  (a)  non 
potrebbe  soddisfarsi.  Insieme  alla  (p*)  dovendo  sempre  verificarsi  la  (7) 

a  Ve;     w^       30     ^ 

cos  o     ^     —  V  Eo  sen  0  X-  =  0  , 
ne  risulta  che  dovrà  aversi  simultaneamente 

a  Vk  do 

ovvero    o=-  . 

Trattiamo  subito  il  secondo  caso,  che  è  il  più  semplice.  Allora  le 
(a),  (P),  (if),  (S)  si  riducono  alle  due  sole 

HT  — 1  =  0,     (HT  — 2T)  Ko  =  — H  , 
cioè 

T  a=  jj  ,    Ko  =  H*  • 

La  superficie  So  è  dunque  a  curvatura  costante  positiva  Eo='Bs  ® 

le  sfere  hanno  il  raggio  costante  =  R.  Perveniamo  così  al  teorema  di 
Bonnet:  Le  due  superficie  paraUde  ad  una  superficie  So  di  curvatura  c(h 

stante  positiva  TS^^=  r^  e  distanti  da  questa  di  R  hanno  la  curvatura 

media  eostante  H»±  ^ .  È  questa,  come  si  vede,  Tunica  soluzione  del 

problema  proposto  quando  il  raggio  delle  sfere  è  costante. 

Dobbiamo  ora,  servendoci  delle  (13),  cercare  le  altre  eventuali  solu- 
zioni con  T  variabile.  La  prima  delle  (13)  ci  dice  che  le  linee  v  »  costante 
sono  geodetiche  di  So  e  prendendo  per  parametro  u  Parco  di  queste 

ff 
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geodetiche,  contato  da  uaa  traiettoria  ortogonale  fissa,  faremo 

Eo=  1  . 
Inoltre,  per  la  seconda  delle  (13),  sarà  a  una  funzione  della  sola  u 

a  =  0  (w)  , 

le  cui  derivate  indicheremo  con  accenti.  Paragonando  le  (a),  (y)  e  ricor- 
dando che  necessariamente  HT'-2T4^0,  si  ottiene 

(14)  sen  0  I  sen  o  cos  o  -x—  't  ^Gr^)  =  0  . 

Ora  Tannullarsi  del  primo  fattore  sen  a  corrisponde  evidentemente 
al  caso  di  Weingarten  (cj  =  0)  quando  i  raggi  della  congruenza  C  sono 
tangenti,  lungo  le  geodetiche  v,  alla  So  e  questa  è  revoluta  di  una  su- 
perficie a  curvatura  media  costante.  Lasciando  da  parte  questo  caso  ben 
noto,  <^)  la  (14)  può  scriversi 

3  log  V  G  _  3  log  cot  q 
du  3ti        ' 

e  integrando  abbiamo  _^ 

VG  =  Vcoto  . 

Disponendo  del  parametro  v,  possiamo  fare  V  =  1  e  l'elemento  lineare 
di  So  diventa 

efeo*  =  du^  +  cot*  (3  dv*  , 

che,  essendo  o  funzione  di  u  soltanto,  ha  la  forma  tipica  di  una  super- 
ficie di  rotazione.  Rimane  a  vedersi  se  potremo  determinare  a  in  funzione 
di  u  in  guisa  da  soddisfare  a  tutte  le  condizioni  del  problema.  Ora  per 
i  valori  

VEo=  1    ,    VGo  =  cot(3 
si  ha  

1    yVGo  (3"  20" 


Ko 


-^q"    du*  sen  0  cos  cj       sen'a 


i^)  n  lettore  potrà  del  resto  trattarlo  direttamente  dalle  equassioni  del  testo, 
che  si  riducono  alle  due 

3VG  /- 

(HT«-2T)-^  +  (HT-1)VG«=0 

du 
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Delle  nostre  equazioni  (a),  (p),  (y),  (S)  la  (P)  è  identicamente  soddi- 
sfatta, le  due  (a),  {i)  coincidono  nelP  unica 

(15)  (H  P  —  2  T)  y  =  (H  T  —  1)  sen  a 
e  la  ($),  tenendo  conto  di  questa,  diventa  (^) 

(16)  (HT  —  1)  (3o'*coto  — o")  =  Ha'coso  . 

Tutto  si  riduce  adunque  a  determinare  c3,  T  in  funzione  di  u  in  guisa 
da  soddisfare  alle  (15),  (16)  ed  alla  (9) 

(17)  r  =  —  cos  a  . 

Facciamo  intanto  T  osservazione  che  le  nostre  tre  equazioni  fonda- 
mentali (15),  (16),  (17)  non  mutano  cangiando  t  in  —  c3  e  lasciando  T 
immutata,  onde  si  vede  intanto  che,  supposto  il  problema  solubile,  crnche 
la  seconda  falda  Y^  deU*  inviluppo  di  sfere  conserverà  la  (medesima)  curva- 
tura media  eostante. 

§.  257. 
Gaso  di  una  saperflcie  1  d'area  minima.  —  Primo  teorema  di  Ouichard. 

Per  la  discussione  ulteriore  ci  conviene  separare  il  caso  H  =  0  dal 

caso  H  4=  0.  Cominciamo  dal  primo,  nel  quale  adunque  la  prima  falda 

I  dell'inviluppo  di  sfere  (e  conseguentemente  anche  la  seconda  S)  deve 

rimanere  costantemente  ad  area  minima.  Essendo  H=:0,  le  (15),  (16) 

diventano 

2  To'=sena 

o"=  3o'«coto  . 
Quest'ultima,  integrata,  porge 

(18)  </  =  *  sen"  o  , 

denotando  h  una  costante  arbitraria,  dopo  di  che  la  prima  ci  dà  per  T 

la  formola 

1 


(19)  2  T 


h  sen' 0 


D'altronde,  con  questo  valore  di  T,  la  (17)  risulta  identicamente  soddi- 
sfatta, a  causa  della  (18).  Cosi  adunque  il  nostro  problema  ammette 


(*)  Per  trasformare  la  (l)  nella  (16)  conviene  moltiplicare  la  (S)  per  a*,  ciò  che 
è  lecito  essendo  nel  caso  attuale  certamente  0*4=0,  come  risulta  dalla  (15)  stessa. 
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un'effettiva  aoluzione,  assumendo  per  superficie  So  luogo  dei  centri  delle 
sfece  una  superficie  d'elemento  lineare 

cioè  per  la  (18) 

e  dando  al  raggio  (variabile)  T  delle  sfere  il  valore  (19):  T=  r^; — 5—  . 

it  le  sen  o 

La  nostra  superficie  So  è  applicabile  sopra  una  e  quindi  sopra  00^ 

superficie  di  rotazione;  resta  solo  che  caratterizziamo  una  fra  queste, 

dandone  la  curva  meridiana.  Cangiamo  nella  (20)  t^  in  t*  e  ponendo  poi 

r  ==  -7-  cot  0  , 

avremo 

&J  =  (H-J?r')dr«  +  *^<fo'- 

Questo  elemento  lineare  appartiene  al  paraboloide  di  rotazione,  la 
cui  parabola  meridiana  (assumendo  per  asse  delle  z  Tasse  di  rotazione) 
ha  Tequazione 

Di  più  si  osservi  che  la  (19)  dà  pel  raggio  della  sfera  il  valore 

che  rappresenta  appunto  la  distanza  di  un  punto  della  parabola  dal  faoco. 

Siamo  cosi  arrivati  al  risultato  seguente: 

Se  un  inviluppo  di  sfere  gode  della  proprietà  che,  comunque  deformando 
la  superficie  So  luogo  dei  centri,  la  prima  (e  quindi  anche  la  seconda) 
falda  ddV  inviluppo  si  conserva  sempre  una  superficie  d'area  minima,  due 
casi  soltanto  possono  darsi,  e  cioè:  1.^  —  la  S©  è  applicabile  sopra  revo- 
luta di  una  superficie  minima  e  le  due  falde  ddP  inviluppo  si  riducono 
alla  superficie  minima  evolvente  (caso  di  Weingarten);  2.^  —  la  superficie 
So  è  applicabile  sui  paraboloide  di  rotojrione  e,  ridotta  So  a  quesf  vitifna 
forma,  tutte  le  sfere  paterno  per  il  fuoco. 

La  singolare  proprietà  del  paraboloide  di  rotazione,  contenuta  in 
questo  teorema,  costituisce  il  primo  teorema  di  Ouichard,  che  converrà 
porre  sotto  altra  forma  corrispondente  all'enunciato  dell'autore.  Per  ciò 
osserviamo  che  per  una  deformata  qualunque  So  del  paraboloide  di  ro- 
tazione i  segmenti  Mo  M  sono  terminati  nei  punti  M  alla  superficie  mi- 
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nima  ed  assumendo  So  la  forma  di  paraboloide  di  rotazione,  mentre  So 
trascina  seco  i  segmenti  Mo  M,  i  punti  M  si  riuniscono  nel  fuoco  F  del 
paraboloide.  Ne  segue  che  la  proprietà  trovata  del  paraboloide  si  può 
enunciare  sotto  la  forma  seguente:  Se  un  paraboloide  di  rotazione  rotola 
sopra  ima  sìm  quakmque  superficie  defomuUa  So ,  il  fuoco  F  descrive  una 
superficie  Sarea  minima. 

Siccome  poi  il  paraboloide  (come  qualunque  superficie  di  rotazione) 
è  applicabile  sopra  sé  medesimo  con  inversione  delle  faccie,  cosi  il  ro- 
tolamento del  paraboloide  sopra  So  può  avvenire  indififerentemente  sul- 
Tuna  0  suir altra  faccia  di  So  e  le  due  superficie  d'area  minima  £,  S, 
che  formano  le  due  falde  del  nostro  inviluppo  di  sfere,  sono  i  due  rispet- 
tivi luoghi  del  fuoco  F  nell'uno  e  nell'altro  rotolamento. 

Aggiungiamo  in  fine  le  osservazioni  seguenti,  che  servono  ad  illustrare 
in  un  caso  particolare,  il  bel  teorema  di  Guichard.  Fra  le  superficie 
applicabili  sul  paraboloide  ve  ne  ha  (I,  pag.  232)  una  serie  oo^  di  super- 
ficie di  rotazione  e  prendendo  per  superficie  So  sulla  quale  rotola  il  pa- 
raboloide una  tale  superficie  di  rotazione,  anche  la  superficie  S  luogo 
del  fuoco  sarà  di  rotazione  ed  avrà  per  meridiano  la  curva  geiierata 
dal  fuoco  della  parabola  che  rotola  sul  meridiano  di  So;  ma  poiché  1  è 
una  superficie  d'area  minima  e  di  rotazione,  essa  è  necessariamente  un 
catenoide.  Dunque  :  Se  si  fa  rotolare  una  parabola  sulla  curva  meridiana 
di  una  superficie  di  rotazione  applicabile  sul  corrispondente  paraboloide.  U 
fuoco  ddla  parabola  genera  una  catenaria.  (^) 

In  particolare  la  superficie  di  rotazione  So  può  restringersi  indefini- 
tamente attorno  all'asse  fino  a  ridursi  all'asse  stesso,  onde  il  ben  noto 
teorema:  La  curva  generata  dal  fuoco  di  una  parabola  che  rotola  sopra 
una  retta  è  una  catenaria,  avente  la  retta  fissa  per  direttrice. 

§.  258. 

Oaao  di  una  l  a  curvatura  media  costante. 
Secondo  teorema  di  Oùichard. 

Riprendiamo  ora  le  equazioni  (15),  (16),  (17),  per  discutere  il  caso 
in  cui  la  curvatura  media  H  non  è  nulla. 


(*)  Si  osservi  che  in  questo  rotolamento  è  perfettamente  fissata  la  legge  di 
corrispondenza  dei  punti  della  parabola  e  del  meridiano  deformato,  dovendo  le 
curvature  delle  due  superficie  di  rotazione  essere  eguali  in  punti  corrispondenti. 
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DaUa  (16) 

8Ì 

trae 

HT  — 1 

H  o'  eoa  a 
~  3(j'*còto  — a" 

e  derivandola  rispetto  ad  u,  coU'osservare  la  (17),  avremo  sopprimendo 
il  fattore  H  (non  nullo)  : 


du 


/       0  coso       \    ,  ^ 

b-7f 1 177    +  COS  0  =  0 


Questa,  come  facilmente  si  vede,  può  scriversi  sotto  la  forma 
j-  log  (3  o'*  cot  ^  —  O  =  3r  log  (sen*  o  cos  o)  , 

onde  integrando  abbiamo 

(21)  3  cj'*  cot  0  —  o"  =  e  sen*  o  cos  a  , 

indicando  e  una  costante  arbitraria. 
Dopo  di  ciò  la  (16)  diventa 

(22)  H  T  —  1  =  -^^ 
^    '  e  setf  o 

e  la  (17)  è  naturalmente  soddisfatta. 

Resta  per  altro  da  soddisfarsi  la  (15),  la  quale,  pel  precedente  valore 
di  T,  si  riduce  alla  seguente 

(23)  -^ L_  =  i. 

^^"^^  c^sen^o       esento       ff' 

dove  ora  possiamo  trascurare  l'equazione  del  secondo  ordine  (21)  per  a, 
provenendo  questa  per  derivazione  dalla  (23)  stessa. 

Si  noti  poi  che  alla  (22)  si  può  dare,  per  la  (23),  la  forma  equivalente 


(22*)  H  T  —  1  =  Vl+— ^  • 

^     ^  V         esento 

Così  adunque,  determinando  a  (u)  dalla  (23)  e  prendendo  per  T  il  valore 
dato  dalla  (22*),  soddisfacciamo  a  tutte  le  condizioni  del  nostro  problema. 
La  costante  e  rimane  arbitraria;  però  limitandoci  noi  a  considerare 
le  soluzioni  reali  del  problema,  la  (23),  scritta  sotto  la  forma 


i—  =  e  I  irt  +  1      —   T«  COS*  o  , 

sen*  0         \H*         /      H* 
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ci  dimostra  che  dobbiamo  assoggettare  e  alla  diseguaglianza 


(24)  .(^,+  1) 


>0 


Besta  ora  soltanto  che  esaminiamo  la  forma  della  curva  meridiana 
per  la  superficie  di  rotazione  So  che  risolve  la  questione  proposta.  Il  suo 
elemento  lineare  è  dato  da 

d$o^  =  du*  +  cot*  (3  dfc* , 

che  per  la  (23)  può  scriversi,  cangiandovi  v  ir  kv  (Scostante) 

&o'  = 'T^c \  +  **  ^^'"^  ^' 

.  csen^oll  +  mSen'oj 

Indicando  con  z  =  ^  (r)  V  equazione  della  curva  meridiana,  confron- 
tiamo questo  elemento  lineare  coirordinario 

(feo«  =  [l+(|>'*(r)]dr»+r«rft;% 

ponendo  r  =  *cot^;  ne  risulterà  per  determinare  ^'(r)  l'equazione 

'^    ^         esentali  +  tri s^J^^l 
Di  qui  si  trae 

^  +  H»  +  ft' 
cioè 

(23)  r  (r) T^ p—i^  ' 

Della  costante  h  possiamo  disporre  a  nostro  arbitrio,  ciò  equivalendo 
a  scegliere  convenientemente  la  forma  di  So  fra  le  superficie  di  rotazione 
applicabili.  Prendiamo  h  in  guisa  da  annullare  nel  numeratore  della  (25) 
il  termine  costante,  cioè  determiniamo  k  dalla  equazione 


h-'i^-^w)' 
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che  per  la  (24)  dà  un  valore  reale  per  le.  La  (25)  diventa  allora 

e  integrata  porge 

cioè 

IP«*— cr«=l  , 

La  curva  meridiana  è  un'ellisse  od  un' iperbola,  secondo  che  e<iO 
0  (?>'0.  Poniamo 

e  l'equazione  della  conica  sarà 

mentre  nel  caso  del  segno  superiore  la  diseguaglianza  (24)  si  traduce 

in  a*  >-  V.  Dunque  la  superficie  di  rotazione  So  è  un  ellissoide  allungato, 

ovvero  un  iperboloide  a  due  falde,  Tasse  principale  nell'uno  e  nell'altro 

2 
caso  avendo  la  lunghezza  2  a  =  p-  ;  invece  l'asse  secondario  (minore  o 

coniugato)  resta  arbitrario.  La  formola  (22*),  che  ci  definisce  il  raggio  T 
della  sfera,  diventa  infine 


H 


T-i=yi+y +(ip+(j)^, 


ed  il  valore  che  ne  risulta  per  T  combina,  come  subito  si  vede,  colla 
lunghezza  del  raggio  focale.  Dsdla  nostra  discussione  raccogliamo  adunque 
che  tutte  le  soluzioni  del  problema  enunciato  al  §  256  si  ottengono 

1.»  prendendo  per  So  una  superficie  applicabile  sull'evoluta  di  una 
superficie  a  curvatura  media  costante,  nella  quale  evolvente  coincidono 
le  due  falde  dell'inviluppo  di  sfere  (caso  di  Weingarten). 

2.*  prendendo  per  So  un  ellissoide  allungato  di  rotazione,  ovvero  un 
iperboloide  a  due  falde,  e  considerando  le  sfere  che  hanno  i  centri  nei 
punti  della  superficie  e  passano  per  l'uno  o  per  l'altro  fuoco. 
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Il  terzo  caso  che  abbiamo  trovato  al  principio  del  §  256  (teorema 
di  Bonnet)  non  è  che  un  caso  particolare  del  secondo,  quando  Tellissoìde 
8i  riduca  ad  una  sfera. 

Con  considerazioni  analoghe  a  quelle  svolte  nel  §  257,  possiamo  enun- 
ciare le  proprietà  dell'  ellissoide  ed  iperboloide  di  rotazione  cosi  trovate 
col  secondo  teorema  di  Guichard: 

Se  un  dlÌ89oide  allungato  di  rotaeione,  ovvero  un  iperboloide  di  rotch 
ziane  ad  una  falda^  la  lungheeza  dd  cui  asse  principale  (maggiore  o 
trasverso)  m  =  2  a,  rotola  sopra  una  sua  qucdunque  superficie  applicabile, 

ciascun  fuoco  descrive  una  superficie  a  curvatura  media  costante  H  ^^  —  . 

Al  teorema  generale  di  Guichard  facciamo  ora  seguire  alcune  osser^ 
vazioni  importanti, 

1.^  n  rotolamento  della  quadrica  di  rotazione  può  avvenire  indiffe- 
rentemente sull'una  0  sull'altra  faccia  della  superficie  applicabile  So, 
cosicché,  nota  So,  si  ottengono  propriamente  quattro  superficie  a  curva- 
tura media  costante  e  cioè  le  quattro  falde  dei  due  inviluppi  di  sfere. 
Queste  quattro  superficie  sono  due  a  due  parallele  e  distanti  di  2  a; 
ogni  volta  la  superficie  media  fra  le  due  è,  pel  teorema  di  Bonnet  (§  256), 

una  superficie  a  curvatura  costante  positiva  =  -^ . 

2.^  Se  si  fa  crescere  all'infinito  l'asse  principale  della  quadrica, 
tenendo  fisso  un  vertice  ed  il  prossimo  fuoco,  la  quadrica  tende  verso 
il  paraboloide  di  rotazione  e  si  ottiene,  al  limite,  il  primo  teorema  di 
Guichard  (§  253). 

3.®  Se  si  prende  per  So  una  delle  deformate  di  rotazione  della 
quadrica,  ne  deduciamo  il  teorema  :  Se  si  fa  rotolare  un'  dlisse  od  un'  i- 
perbóla  sui  meridiano  di  una  superficie  di  rotcufione  applicabile  svila  quor 
drica  generata  dai  rotare  della  conica  attorno  al  suo  asse  principale,  la 
traiettoria  descritta  dal  fuoco  è  il  meridiano  di  una  superficie  a  curvatura 
media  costante.  (^) 

In  particolare  se,  restringendo  indefinitamente  So  attorno  all'asse, 
si  riduce  So  all'asse  stesso  si  ritrova  la  proposizione  di  Delaunay: 

La  curva  descritta  dal  fuoco  di  un'  ellisse  o  di  un'  iperbcla  che  rotola 
sopra  una  retta  è  U  meridiano  di  una  superficie  di  rotaeione  a  curvatura 
media  costante,  l'asse  di  rotaaione  essendo  la  retta  fissa. 


W  Cf.  la  nota  a  pie  di  pagina  101. 
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§.  259. 

Gaso  in  coi  la  fìdda  £  dell'inviluppo  di  sfere  rimane 
a  cnrvatora  costante. 

Colla  trattazione  del  problema  enunciato  al  §  256,  data  negli  ultimi  §§, 
abbiamo  esaurita  T  esposizione  dei  risultati  di  Guichard  in  quanto  si 
riferiscono  a  quadriche  di  rotazione  reali.  Ora  ricordiamo  che  la  con- 
gruenza G  associata  alla  quadrica  di  rotazione  nel  secondo  teorema  di 
Guichard,  e  la  sua  riflessa  C,  rimangono,  in  tutte  le  deformazioni,  nor- 
mali a  due  superficie  a  curvatura  costante  posUivai  sicché  queste  due 
superficie  S,  £  sono  le  due  falde  di  un  inviluppo  di  sfere  aventi  i 
centri  distribuiti  sopra  una  superficie  So  applicabile  sulla  quadrica  di 
Guichard.  Proponiamoci  ora  il  problema  :  Trovare  gli  mvUuppi  di  sfere 
pei  quali^  deformando  comunque  la  superficie  So  dei  centri,  una  falda  £ 
ddr  inviluppo  rimane  a  curvcUura  assoluta  K  costante  positiva^  o  negativa. 

Se  E  è  positiva,  il  teorema  di  Bonnet  ci  dimostra  che  non  esistono 
altre  soluzioni  del  problema  air  infuori  di  quelle  già  trovate  per  le  super- 
ficie a  curvatura  media  costante.  Resta  ora  a  trattare  il  caso  di  K 
negativa,  ciò  che  ci  condurrà  a  nuovi  risultati  dal  punto  di  vista  reale  ; 
però  nella  discussione  che  segue  lascieremo  da  principio  indeterminato 
il  segno  di  K. 

Ricorrendo  alla  seconda  delle  (12)  e  ponendo  K=  ^(A  costante), 
le  condizioni  del  problema  si  traducono  nella  relazione: 


(26)  T«M  +  TN~sencjN/E;;:GÌ  =  AM. 

Procedendo  precisamente  come  al  §  256,  ed  escludendo  al  solito  il 
caso  a=:0,  già  noto  come  corrispondente  al  teorema  di  Weingarten, 

ed  il  caso  o  =  --  che  non  dà  attualmente  alcuna  soluzione  del  problema, 

si  trova  subito  che  si  deve  avere 

aVÉ;_     aa_ 


h)         '  dv 

3  v^Gi   ,  /7^  3(3       ^ 
sen  0  cos  a  -^—  H-vG©  :r  =  0, 
cu  ou 

onde  si  può  fare  nuovamente 

v/Éi  =  l  ,    VGo  =coto. 
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Dopo  ciò  la  (26)  sì  riduce  alle  due  seguenti 

(27)  (T  —  A)  o'  =  T  sen  o 

(28)  T(3<3'*coto  — o")  =  o'co8o, 

alle  quali  è  da  aggiungersi  V  altra 

(29)  T'4-coso  =  0. 

Ricavando  T  dalla  (28)  e  derivando,  coir  osservare  la  (29),  ne  segue 
come  al  §  258: 

(30)  3  o'*  cot  <j  —  <3"  =  e  sen^  o  6os  o  {e  costante), 

dopo  di  che  la  (28)  diviene 

(31)  T=— ^, 
^     ^  e  sen'  a 

e,  sostituendo  nella  (27),  si  ha 

o'*  1 

(32)  -5 e «-  =  A, 

^     ^  rsen®3    e  sen' o 

la  quale  forinola  trae  seco  per  derivazione  la  (30). 

Determinando  a  (u)  dalla  (32)  e  prendendo  per  T  il  valore  (31),  si 
ha  quindi  la  soluzione  più  generale  cercata  del  problema.  E  si  osserverà 
anche  qui  che  non  solo  la  prima  falda  S  ma  anche  la  seconda  falda  £ 

dell'inviluppo  di  sfere  ha  la  curvatura  costante  -r- .  Secondo  la  (32), 

A 

la  nostra  superficie  di  rotazione  So  ha  T  elemento  lineare 

e  sen^  t3  (  1  +  e?  A  sen'  o) 

Per  determinare  la  curva  meridiana  poniamo,  come  al  §  258 

r  =  ft  cot  o , 
indi 

(33)  r  (r)  = j^ ^     ^'        . 

Il  caso  di  A  positivo  =  ^^  riporta  naturalmente  ai  risultati  del§  258. 

Considerando  ora  il  caso  di  A  negativo  poniamo  A  =  —  R',  cioè  sup- 
poniamo la  S  pseudosferìca  di  raggio  B.  La  (32)  ci  dimostra  che  in 
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questo  caso,  per  avere  soluzioni  reali,  conviene  dare  alla  costante  e  un 
valore  positivo  e  porremo  per  ciò 

1 
or 

Attualmente,  se  disponessimo  di  ifc  in  guisa  da  annullare  nel  nume- 
ratore della  (33)  il  termine  indipendente  da  r*,  non  avremmo  più  una 
soluzione  reale  del  problema.  Annulleremo  invece  il  coefficiente  di  r*, 

ponendo 

A;*  <•  =  1 ,  ossia  t  =  a . 

Dopo  di  ciò  la  (33)  diventa 

r(r)=T- 


e  la  curva  meridiana  ha  per  equazione 

(34)  ^  =  4,(r)  =  R  (  ^^  . 

J  v/a«— R«+r« 

La  formola  (31)  che  definisce  il  raggio  T  della  sfera  diventa  per  la  (32) 

V=—, R*, 

sen*  a 

ossia 

(35)  r^a^-R'  +  r*. 

La  forma  della  curva  meridiana  è  diversa  secondo  che  l.^a  =  R, 
2.0  a<R,  3.oa>R. 

1.^  caso  a  =  R.  La  curva  meridiana  (34)  è  la  curva  logaritmica 

^  =  R  log  r 

e  il  raggio  T  della  sfera  eguaglia  il  raggio  del  parallelo.  Quando  So 
affetta  la  forma  di  questa  superficie  logaritmica  di  rotazione,  una  delle 
falde  £  deir inviluppo  di  sfere  si  riduce  evidentemente  all'asse  di  rota- 
zione; r  altra  falda  I  è  la  pseudosfera. 

3.^  c(i8oa<CIL.  La  curva  meridiana  ha  per  equazione 

r  =  v^R«  — a«cosh(gj 

e  si  dirà  la  ccUenaria  accorciata  perchè  proviene  dalla  catenaria  comune 

r=Rco8h(|) 
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Vr«  _  a* 

accorciando  le  ordinate  r  nel  rapporto   — ^ .  Il  raggio  T  delle  sfere 

li 

è  dato  da 


T  =  v^R«  — a«8enh(gV 


Si  osserverà  che  nel  caso  limite  a  =  0  il  catenoide  accorciato  diventa 
r  ordinario  catenoide  e  le  due  falde  dell' inviluppo  di  sfere  coincidono 
nell'evolvente  pseudosferica. 

3J*  €090  a  >•  B.  La  curva  meridiana  ha  per  equazione 


r=v^a*  — R«senh(|) 


e  la  corrispondente  superficie  di  rotazione  si  dirà  il  smusoide  iperbolico. 
n  raggio  T  delle  sfere  è  definito  da 


T=Va*— R'cosh 


© 


In  tutti  tre  i  casi:  deformando  comunque  la  superficie  di  rokmone 
trovata,  che  seco  trascini  le  sfere  coi  centri  distribuiti  sulla  superficie,  le 
due  falde  délV  inviluppo  di  sfere  rimangono  sempre  superficie  pseudosfe- 
rid^  di  raggio  =  B,. 

§.  260. 

Oasi  in  coi  la  superflcie  i  degenera  in  ima  cunra 
od  in  una  sviluppabile. 

Per  rendere  complete  le  ricerche  del  §  precedente  conviene  consi- 
derare anche  il  caso  in  cui  la  costante  A  sia  nulla.  Quale  ne  è  il 
significato  geometrico?  Siccome  allora  rir^^O,  la  falda  £  (e  quindi 
anche  la  seconda  f)  deir  inviluppo  di  sfere  si  riduce  ad  una  curva  T, 
le  cui  normali  costituiscono  la  congruenza  C  associata  alla  So.  Le  for- 
molo precedenti  si  applicano  ancora  a  questo  caso,  in  particolare  la 
(32)  diventa 

— r-  =  costante  , 
sen^  0 

onde  segue 

tt^acoto,  (a costante). 

L'elemento  lineare  di  So  ha  la  forma 

dsl  =  du*  +  u*dv', 

che  ò  quello  del  piano  in  coordinate  polari,  e  quando  la  So  ha  la  con- 
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figurazione  piana  tc,  la  formula  u  =  a  cot  o  dimostra  che  le  sfere  aventi 
i  centri  distribuiti  su  k  passano  per  due  punti  simmetrici  rispetto  a  i:, 
situati  alla  distanza  +  a  dall'origine  0  sulla  normale  a  ir  in  0. 

La  congruenza  G  è  dunque  formata  dai  segmenti  M  P  che  dai  punti  M 
di  t:  vanno  ad  un  punto  P  fisso  nello  spazio.  È  facile  vedere  geometri- 
camente che  comunque  si  deformi  :r,  che  seco  trasporti  i  segmenti  M  P, 
il  luogo  degli  estremi  P  sarà  in  effetto  una  curva  F  di  cui  i  segmenti 
M  P  saranno  tutte  le  normali.  E  infatti  segniamo  sul  piano  :r  le  oo  ^ 
rette  g  che  si  cangiano  nelle  generatrici  della  sviluppabile  deformata  S. 
I  termini  P  dei  segmenti  M  P  uscenti  dai  punti  di  una  generatrice  g 
di  S  saranno  sempre  riuniti  in  un  solo  punto  e  per-ciò  intanto  il  luogo 
degli  estremi  degli  oo*  segmenti  MP  per  la  sviluppabile  S  sarà  una  curva  T. 
Che  poi  questi  segmenti  siano  tutti  normali  alla  curva  F  si  vede  facfl- 
mente  considerando  sulla  sviluppabile  uno  qualunque  dei  circoli  geodetici 
aventi  il  centro  nel  punto  0  :  i  segmenti  M  P  che  partono  dai  punti  di 
un  tale  circolo  sono  normali  al  circolo  ed  hanno  tutti  eguale  lunghezza; 
per  ciò  la  curva  F  luogo  degli  estremi  P  è  pure  normale  ai  segmenti 
stessi  e.  d.  d. 

Dalla  nostra  analisi  risulta  poi:  Affinchè  deformando  comunque  la 
superficie  So  di  partenza  dei  raggi  di  una  congruenza  normale  G,  questi 
si  appoggino  costantemente  ad  una  curva  è  necessario  e  striente  che  So 
sia  smluppabUe  e  quando  So  ha  la  configurazione  piana,  i  raggi  di  G 
concorrano  in  tm  punto  fisso  dello  spazio. 

Un  altro  caso  limite  della  ricerca  del  §  precedente  conviene  consi- 
derare a  parte-,  il  caso  in  cui  la  costante  A  sia  infinita,  cioè  le  super- 
ficie normali  ai  raggi  della  congruenza  G  che  si  deforma  siano  svilup- 
pabili (a  curvatura  nulla).  Allora  dobbiamo  avere  in  tutte  le  deforma- 
zioni dì  So: 

M  =  0. 

A  causa  del  valore  (6*)  di  M,  escludendo  il  caso  ovvio  a  =  —,  ne 

deduciamo 


'-^-o- 

"r-o 

'£=0 

ì-o 

Si  può  dunque  fare 

Eo=l        Go  =  l 

con  a  costante  qualunque,  dove  attualmente  non  occorre  più  nemmeno 
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escludere  il  caso  <3=  - .  Dunque:  Se  i  raggi  di  una  congruenza  C,  in 

qualunque  deformaaiane  ddla  superficie  So  di  partenza  y  rimangono  normali 
ad  una  sviluppabile,  la  So  deve  essere  sviluppabile  e  quando  So  si  distende 
sul  piano  i  raggi  deUa  congnwnaa  G  ddbono  cangiarsi  in  raggi  paraUdi. 
Come  si  vede,  possiamo  considerare  questo  come  un  caso  limite  del 
precedente  quando  il  punto  P  in  cui  concorrono  i  raggi,  mentre  So  ha 
la  configurazione  piana,  si  allontana  air  infinito. 

§.  261. 

Esame  di  un  problema  generale. 

In  tutti  i  risultati  conseguiti  nei  §§  precedenti  (256-260)  abbiamo 
inviluppi  di  sfere  nei  quali,  deformando  comunque  la  superficie  dei  centri, 
una  falda  (e  quindi  anche  la  seconda)  dell'  inviluppo  ha  i  raggi  princi- 
pali di  curvatura  ri,  r,  legati  da  una  relazione  fissa.  Domandiamo  di  : 
trova/re  tutti  i  casi  possibili,  nei  quali  una  falda  dell'  inviluppo  di  sfere 
conserva  i  raggi  di  curvatura  ri,  r^  legati  da  una  rdaeione  Assa 

/'(n,r,)  =  0, 

comunque  deformando  la  superficie  dei  centri. 

Le  soluzioni  del  problema  che  ci  sono  note  fin  qui  sono:  l.<^  la  solu- 
zione corrispondente  al  teorema  di  Weingarten  quando  F  inviluppo  di 
sfere  è  a  falde  coincidenti  e  la  superficie  So  luogo  dei  centri  è  appli- 
cabile sopra  una  superficie  di  rotazione. 

2.*  la  soluzione  evidente  che  si  ha  negli  inviluppi  di  sfere  di  raggio 
costante  coi  centri  distribuiti  sopra  una  qualunque  superficie  a  curvatura 
costante. 

3/  i  varii  inviluppi  di  sfere  trovati  nei  §§  precedenti,  nell'esame 
deUe  proposizioni  di  Guichard  e  delle  loro  complementari. 

Dimostreremo  che  il  problema  proposto  non  ammette  altre  soluzioni, 
air  infuori  di  queste  già  note;  per  tal  modo  risulterà  meglio  provata 
la  singolare  importanza  dei  teoremi  di  Guichard. 

Supponiamo  che  la  prima  falda  1  del  nostro  inviluppo  di  sfere  abbia 
i  raggi  di  curvatura  n,  r,  legati  da  una  relazione  fissa.  Se  questa  rela- 
zione avesse  la  forma 

Ti  r,  =  costante  ,  o  ri  +  r,  =  costante  , 

saremmo  ricondotti  ai  casi  già  esaminati,  poiché  nell'ultimo  caso  pò- 


I  JXL  susbituiiiuiu  a  x/o 

I 
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tremino  sostituire  alla  £  una  superficie  parallela  ad  area  minima.  Esclusi 
questi  casi,  come  già  noti,  potremo  dare  alla  relazione  supposta  la  forma 

rir,  =  F(ri  +  riJ, 

ossia,  ricorrendo  alle  (12)  pag.  95  : 

(A)  t«  +  t|-??5^.  =  f(2T+|). 

Questa  dovrà,  per  ipotesi,  sussistere  in  tutte  le  flessioni  di  So,  e 
siccome  N  è  per  la  (11)  lineare  in  Do,  D''o>  se  nella  espressione  (6*)  di 
M  sostituiamo  a  D'o  il  suo  valore 

D'o=  v/Doiy'o  — KoEoGo, 

la  (A)  dovrà  ridursi  ad  un'identità  in  Do,  D'^o-  Ora,  se  esdudiamo  il  caso 

1  T^ 

G  =  0  c2i  Weingarten,  dalla  (A)  si  trae  ^  in  funzione  nota  di  r^ ,  u,  t? 

M  M 

e  per  ciò  ;jr= ,  xrz,  considerate  come  funzioni  di  D©,  D"©;  dovranno  essere 

fra  loro  dipendenti.  Dunque  il  determinante  funzionale  di  M,  N  rapporto 
a  Do,  ly'o  dovrà  annullarsi: 

^^^)  a(Do,D"o)-^- 

Ma  avendosi 

aD'o        D"o      aD'o         Do 


aDo  ~  2D'o*  aD^'o       2D'o' 

dalle  espressioni  (6'*'),  (11)  di  M,  N  si  rileva  che  la  (35),  moltiplicata 
per  D'o,  si  scrive: 


coso  3  VG( 

Ve7 


/Go  1  /coso  a  v^Eq    seno  30  \  v^o 

^^'•+Mvè;go"^  ^Go^t^r"      v^è; 

seno  ao*.,    ,    1  /coso  av/Eo.  seno  ao  \  -^  ,    v^E© 

questa  si  decompone  (§254)  nelle  due: 

cos  o  a  VÈi  ,  d<y      ^ 

senocosoi^  +^Go?f  =0. 


=  0; 
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Possiamo  lasciare  da  parte  il  caso  o  =  -,  ove  è  geometricamente 

evidente  (e  si  può  subito  confermare  coir  analisi)  che  la  soluzione  corri- 
sponde a  quella  già  sopra  osservata  in  cui  le  sfere  hanno  raggio  costante 

e  la  So  luogo  dei  centri  è  a  curvatura  costante.  Per  o  4=  0  le  due  prece- 

denti,  unendovi  la  (7)    ^^ T^ =  0,  danno 

a  V 

dv       ^  '    dv     "• 

3  log  Vg^_  3  log  cot  q 
du  3u        ' 

onde  si  conclude  al  solito  che  si  può  porre 

VÉ;  =  1  ,    VGo  =  coto. 

Dopo  ciò  le  espressioni  di  M,  N  diventano: 

o'coso^       o'sen^a^,,   .  o'*coso       0"     . 


M=  -  t£FI>o--£^I)^+ -i£^ 


cosa  sen'o      seno 

(36)  j 

f  N  =   cot  0  Do  +^^D"o  +2<j'coto. 
V  coso       "    ' 


Ora  se  fosse  a'  ==»  0,  ne  risulterebbe  che  la  So  sarebbe  sviluppabile 
e  le  linee  (u,  v)  costituirebbero  un  sistema  doppio  ortogonale  di  geode- 
tiche, onde,  se  So  assume  la  configurazione  piana,  i  raggi  della  con- 
gruenza C  risulterebbero  paralleli.  Questo  caso,  ove  le  superficie  normali 
ai  raggi  sono  a  curvatura  nulla,  è  già  stato  esaminato  alla  fine  del  §  260. 

Lasciandolo  ora  da  parte,  potremo  scrivere  la  seconda  delle  (36)  così  : 

N=  — ??^M-|-   4(3o'»coto  — 0") 
e  la  relazione  (A)  diyenta 

(A*)  •p-T-^+ ^^ = 

3o'*coto  —  a"\ 


=  f(2T-?^'  + 


o'M 


Ma  poiché  questa  deve  essere  un'identità  nelle  tre  quantità  M,  u,  v, 
riguardate  come  indipendenti,  né  può  M  sparire  contemporaneamente 
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dal  primo  e  secondo  membro  della  (A*),  dovrà  manifestamente  la  F  essere 
una  funzione  lineare  intera  nel  suo  argomento  e  la  relazione  sapposta 
fra  ri,  rt  ha  dunque  la  forma 

con  a,  h  costanti.  Sostituendo  alla  superficie  £  una  sua  parallela  (alla 
distanza  a),  possiamo  ridurre  questa  relazione  alla  forma 

n  Tt  =  costante  , 

e  le  soluzioni  corrispondenti  del  problema  sono  unicamente  quelle  esa- 
minate ai  §§  259,  260,  e.  d.  d. 

§.  262. 
Inviluppi  di  sfere  sulle  cui  falde  si  corrispondono  le  linee  di  conratura. 

Fra  i  punti  delle  due  falde  i-,  )l  di  un  inviluppo  di  sfere  viene  sta- 
bilita una  corrispondenza,  ove  si  riguardino  come  corrispondenti  i  due 
punti  di  contatto  di  una  medesima  sfera  con  1,  £  rispettivamente  ;  così 
pure  ad  ogni  punto  M  di  I  (o  M  di  ì)  riguarderemo  come  corrispon- 
dente sulla  superficie  So  il  centro  Mo  della  sfera.  Per  gli  inviluppi  di 
sfere  nei  teoremi  di  Guichard  queste  corrispondenze  godono  di  proprietà 
speciali,  che  importa  di  esaminare  in  vista  di  future  applicazioni.  Nello 
studio  di  queste  proprietà  noi  procederemo  in  guisa  da  determinare  nello 
stesso  tempo  tutti  i  casi  nei  quali  la  relativa  proprietà  sussiste,  comm- 
que  deformando  la  superficie  So  dei  centri  delle  sfere. 

Comincieremo  dal  dimostrare  che  sulle  due  falde  ]^,  y^  di  un  inviluppo 
di  sfere  nei  teoremi  di  Guichard  si  corrispondono  sempre  le  linee  di 
curvatura.  Per  ciò  proponiamoci  il  seguente  problema  generale: 

Deùerminare  tutti  gli  inviluppi  di  sfere  sulle  cui  falde  £,  £  si  corri- 
spondono  sempre  le  linee  di  curvatura,  comunque  deformando  la  superficie 
So  dei  centri. 

Dobbiamo  in  primo  luogo  scrivere  T  equazione  differenziale  dello  liaea 
di  curvatura  per  la  prima  falda  i  dell' inviluppo,  ossia  T  equazione  dif- 
ferenziale delle  sviluppabili  della  congruenza  normale  C  (formata  dai  raggi 
Mo  M).  Secondo  il  §  140  (1,  pag.  305  equazione  (C))  questa  equazione  si 
scrive 

{f'E:  —  eF)du*  +  (gE'^eG')dudv-\-(sr  —  fG')dv'  =  0. 

Ora,  formando  effettivamente  le  espressioni  dei  tre  binomii  coefficienti, 
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dalle  (5)  (5*)  pag.  92  (ricordando  che  qui  f=^f),  si  trova 

^13^      T?/         /ir         / senoD'o  ,  cos  o  3  VEo\    ,, 

e  quindi  per  T equazione  cercata  la  forma: 

(37)  _i}58en*aD„'  +  ^senacosc^L«»  + 

(v^Go  v'Go  ^    ) 

,   (VG»^       VEÌ         ,t.„    ,   Vrr/So    ,  8en5C08aaVG«\)        ,    , 

Questa  è  dunque  T  equazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura 
sopra  £;  l'analoga  per  la  seconda  falda  £  se  ne  dedurrà,  secondo  le 
osservazioni  al  §  255,  semplicemente  cangiando  a  in  —  o.  Scrivendo  che 
queste  due  equazioni  differenziali  coincidono,  si  ha 


D;_pcot,^-p/i;|5 


VGo  -.       ^  Eo                      ,—  (da   ,  sen  o  c( 
-5!—* Do-  —  8en»aD',  =  f.v/Go  U-  + — 

V^       Vg,  \^       Vg. 


aVG 


coso 

du 

0 


0 


indicando  con  p  un  fattore  di  proporzionalità.  La  condizione  richiesta  si 
scrìve  quindi 

(38)  VGo  ^, .  Do- VGol^::  -f ;= 5:7- 1  ^0  — 


dv'  \du  Wq  du 


VEo  3  VEo  tv/       ^ 

—  -^--^  sen  0  cos  0  -^— ?D"o=0. 

VGo  ^ 
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Per  interpretarb  geometricamente  è  bene  osservare  che  essa  può 
scriversi,  introducendo  i  coefficienti  della  (37) 

\v/E,  ^/      (Vs;,      Vg, 


^^8en»oD'o+^senacosG?-^ÌD"o  =  0; 

WGo  VGo  .     ^  ) 


sotto  questa  forma  essa  esprime  che  le  linee  integrali  della  (37)  trac- 
ciano sulla  superficie  So  dei  centri  un  sistema  coniugato.  (^)  Prescindendo 
dalla  condizione,  speciale  al  nostro  problema,  che  la  (38)  deve  verificarsi 
in  tutte  le  flessioni  di  So,  possiamo  enunciare  questo  risultato  sotto  la 
forma  seguente,  che  dà  un  teorema  di  Dupin: 

Affinchè  le  sviluppabili  di  una  congruenza  normale  C  si  conservino 
per  riflessione  sopra  una  superficie  So  è  necessario  e  sufficiente  che  esse 
taglino  S©  secondo  un  sistema  coniugato.  <*) 

Ma  veniamo  ora  alla  nostra  ipotesi  speciale  ove  la  (38)  deve  aver 
luogo,  comunque  si  deformi  So.  Per  ciò  è  necessario  e  sufficiente  che 
si  abbia 

3o  ^         3a    ,    sen  o  cos  o  djGp  _       djEp  _ 
dv  '  •  3tt  y  q"  du  '    3t; 


(^)  Per  vederlo  basta  applicare  la  condizione 

Df^du  lu  +  D^o  {du  Iv  +  dv  $w)  +  D"o  ^^  ^  — 0 , 

che  esprime  essere  due  elementi  lineari  di  S^  coniugati,  ai  due  elementi  uscenti 
da  nn  punto  (u,  v)  delle  linee  integrali  di  un'equazione  differenziale 

Adu*  +  Bdudv  +  Cdv^  =  Oj 
ciò  che  dà: 

CDo-BD'o  +  AD"o==0. 

(^)  Non  ci  tratteniamo  qui  a  spiegare  la  ragione  geometrica  di  questo  risultato, 
che  il  lettore  troverà  sviluppata  in  Darboux,  t.  II,  pag.  281  e  seg^uenti. 
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Ne  segue  che  possiamo  porre 

a  =  o\u) ,  Eo  =  1 ,  \/Qo  =  cot  0  ; 

e  poiché  in  tutti  gli  inviluppi  di  sfere  che  si  presentano  nei  teoremi  di 
Guichard  (§§  256-259)  le  condizioni  superiori  sono  soddisfatte,  ne  con- 
cludiamo che  sulle  due  falde  dell'  inviluppo  si  corrispondono  appunto  le 
linee  di  curvatura.  La  nostra  analisi  ci  fohiisce  di  più  la  soluzione  del 
problema  generale  proposto  col  teorema: 

Per  ottenere  tutti  gli  inmluppi  di  sfere^  suMe  cui  faide  si  corrispondano 
le  linee  di  curvatura,  comunque  deformando  la  superficie  So  ItMgo  dei  centri, 
prendasi  per  So  una  qualunque  superficie  applicabile  sopra  una  superficie 
di  rotcurione,  U  cui  demento  lineare  si  scriva 

eb*  =  rftt*  -f  cot*  odt^,  (3  =  0  (m) 

e  prendasi  U  raggio  T  ddla  sfera  variabile  da  paraUdo  a  parcUldo  secondo 
la  formala  T  =  C  —  J*  cos  o  dw. 

§.  263. 

Gaso  in  coi  ai  sistemi  ortogonali  di  1  corrispondono 

i  sistemi  coniugati  sopra  So. 

Proponiamoci  ora  il  problema  seguente: 

Trovare  tutti  gli  inviluppi  di  sfere  pei  quali,  comunque  deformando 
la  superficie  So  dei  centri,  accade  che  ai  sistemi  ortogonali  sulla  prima 
falda  It  ddP  inviluppo  corrispondono  sopra  So  i  sistemi  coniugati. 

Esprimeremo  le  condizioni  del  problema  col  sussistere  delle  pro- 
porzioni 

^  =  I-  =  -^ 
Do       D'o       D^ò  ! 

ossia  colle  due  equazioni 

Eiy,  — FDo  =  0,    GD',  — FD"«  =  0, 

che  pei  valori  (10)  di  E,  F,  G  (pag.  94)  si  scrivono 

T*  (E' D'o  —  F  D,  )  +  2  T  (e  D'o  — /'Do  )  +  E.  sen»  0  D'o  ==  0 
T*  (G'  D'o  —  F  D"»)  +  2  T  (p  D',  —  fB'\)  4-  G»  D'»  =  0 . 

Sostituendo  i  valori  effettivi  (5),  pag.  92,  di  F,  F,  G',  si  trova  subito 
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che  esse  diventano 


/sen  o  D't      cosa  d^EA  /cos  o3v%   ,       cos  o  9\/Go  . 

—  senoKoEov/Gb]  i  + 
+  2T  VEÌsen5/Do|^-D'o|^)4-Eosen*aD'„  =  0 

\n/Eo   ^  Vg,    ^^       / 

Osserviamo  che  per  o  =  -  (e  quindi  T  costante)  queste  due  si  ridu- 

1 
cono  air  unica  Ko  =  m«  ;  la  superficie  So  è  a  curvatura  costante  positiva 

e  S,  S  sono  le  due  parallele  a  curvatura  media  costante  di  Bonnet  (§  256). 
Questa  è  una  prima  soluzione  del  problema,  ai  sistemi  ortogonali  sopra 
S,  S  corrispondendo  i  sistemi  coniugati  sopra  So. 

Per  discutere  il  caso  generale  -3  +  ir  prendiamo  la  prima  (39),  che  è 

z 

una  relazione  fra  Do,  D'o  sussistente  per  ipotesi  in  tutte  le  flessioni; 

essa  deve  dunque  ridursi  ad  un'identità.  In  particolare,  eguagliando  a 

zero  i  coefficienti  di 

DS,D'S,  Do  D'o, 


/cos  q  3v/Go  _  sen  q  D'^p  \  /coso  aVOp  ^,    , 
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troviamo 

S;^^'   -^  =  0,v'Go3^+8enocoBa-X__o_o, 

daUe  quali,  disponendo  al  solito  dei  parametri  u,v,  risalta 

\/Eo  =  1,   v^Go=^cot 0,^0  =  0 (w). 

Dopo  di  ciò  la  (39)  si  ridace  alla  seguente: 

(40)  V  (3  o'*  cot  (3  -  o")  —  2  T  a'  cos  a  +  sen  o  cos  o  =  0 , 

ed  alla  medesima  equazione  si  riduce  anche  la  (39'").  Ora  se  si  prende 
r  espressione  della  curvatura  media  di  S,  che,  secondo  i  calcoli  eseguiti 
al  §  261,  è  data  da 

2_  _i    1  _  (2  T  a'-  sen  a)  M  4-  3  •j'*  cot o-o" 


ri  ^  r,       (Pa'-Tsenc3)M  + T(3cj'«coto-o")-a'coso 

si  vede  che  la  (40)  esprime  essere  la  frazione  del  secondo  membro  indi- 
pendente da  M.  D'altronde  il  suo  valore 

2  T  q'  —  sen  q 
T*  q'  -  T  sen  q 

è  una  costante  perchè  la  sua  derivata  rapporto  ad  u,  a  causa  della  (40) 

e  della 

r  =  —  cos  0  , 

è  identicamente  nulla.  Viceversa  se  la  curvatura  media  H  è  costante, 
comunque  flettendo  So,  la  (40)  è  soddisfatta.  Per  i  teoremi  dimostrati 
ai  §§  257,  258  ne  concludiamo: 

Gli  inviluppi  di  sfere  pei  qìwli,  in  qualunque  flessione  della  superficie 
So  dei  centri,  ai  sistemi  ortogonali  di  una  falda  délV  inviluppo  corrispon- 
dono i  sistemi  coniugati  sopra  So  sono  tutti  e  soli  qudli  che  si  presentano 
nei  teoremi  di  Guichard  quando  la  superficie  dei  centri  è  applicabile  sopra 
una  quadrica  di  rotazione  e  le  due  faide  dell'  inviluppo  sono  a  curvatura 
media  costante. 

Ora  si  osservi  che  la  proprietà  vale  tanto  per  la  seconda  falda  2 
come  per  la  prima  1  e  quindi  sopra  ^,  ^  si  corrispondono  i  sistemi 
ortogonali,  ossia  :  La  corrispondenza  fra  i  punti  delle  due  falde  a  curva- 
tura media  costante  degli  inviluppi  di  sfere  nei  teoremi  di  Qi4ichard  è 
una  corrispondenaa  conforme. 


120  CAPITOLO  XYil.  —  §§.  263, 264 

Aggiungiamo,  omettendo  per  brevità  la  dimostrazione,  che  anche 
questa  proprietà  della  corrispondenza  conforme  fra  le  due  falde  dell*  in- 
viluppo è  caratteristica  per  gli  inviluppi  di  sfere  dei  teoremi  di  Goichard, 
quando  si  esiga  che  la  proprietà  sussista  comunque  flettendo  la  superficie 
dei  centri. 

§.  2*64. 
Oorrispondenza  dei  sistemi  coningati  di  £  ai  sistemi  coniugati  di  S^. 

Un  terzo  problema  che  possiamo  facilmente  risolvere  col  medesimo 
metodo  è  il  seguente: 

Trovare  gli  inviluppi  di  sfere  nei  quali  ai  sistemi  coniugai  suUa  prima 
falda  S  deU' inviluppo  corrispondono  i  sistemi  coniugati  sulla  superficie  So 
luogo  dei  centri,  in  qualunque  flessione  di  questa. 

La  corrispondenza  dei  sistemi  coniugati  sopra  S,  S»  si  esprime  colle 
proporzioni 

D:D':iy'=Do:D'o:D"o  , 

che  pei  valori  (10)  di  D,  D',  D"  si  traducono  nelle  due  equazioni 

T  (E!  D'o-F  Do)  +  e  B'o-fDo  =  0 

T  (G'D'o -  FD^'o)  +  g D'o  - /D"o  =  0 . 

Gli  effettivi  valori  dei  binomii  che  qui  compariscono  sono  gli  stessi 
che  al  §  precedente  e  le  due  equazioni  calcolate  sono  dunque: 

"^  l"7^  "^ 7^  ■^j  Iva; -«-""+     - 

,    cos  a  3  \/  Go  T^  ^  T«     /TT  \  f    . 

H =r  -^— ^  Do  —  sen  0  Ko  Eo  V  Go    >  + 
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-t- 


/coso  9  \/'Gb  _  sen  o  DM  /cos  o  3_v/Go  w    ,   coso  8\/E^ ..  ^  \  ) 
WÉo    ^  VGo    Av/Èo     ^^       '       VGo     ^        7) 

\VEo    ^  VGo    ^         / 


+  v/GoP^ 
\VEo 

esse  debbono  sassistere,  per  ipotesi,  comunque  flettendo  So.  Eguagliando 
a  zero  nella  (41)  i  coefficienti  di  Dò,  Do  D'o,  D'ò,  se  ne  trae,  come  al 
§  263,  che  si  può  porre 

V^=l     ,      VGo  =  coto,    o  =  o(m) 
e  le  (41),  (41*)  si  riducono  all'unica 

T(3o'*cota-o")  —  o'coso  =  0  . 

Una  prima  soluzione  corrisponde  a  o'  =  0  ;  allora  la  S©  è  sviluppabile 
e  si  ha  precisamente  il  caso  considerato  alla  fine  del  §  260.  Quando  a'^O 
la  precedente  equazione,  che  coincide  precisamente  colla  (28)  §  259,  dà 
luogo  alle  medesime  conseguenze  e  cioè  alle  equazioni  ivi  segnate  (30) 
(31),  (32),  onde  segue:  la  prima  e  la  seconda  falda  ddr inviluppo  sono 
superficie  a  curvatura  costante.  Dunque  le  uniche  soluzioni  del  pro- 
blema ora  proposto  si  hanno  in  quegli  inviluppi  di  sfere  del  §  259  nei 
quali  le  due  falde  ^,  ^  deir  inviluppo  hanno  la  (medesima)  curvatura 
costante,  comunque  deformando  la  superficie  So  luogo  dei  centri. 

In  particolare  segue  di  qui  :  SuUe  due  falde  S,  £  di  questi  inviluppi 
di  sfere  si  corrispondono  i  sistemi  coniugati,  cioè  le  linee  assintotiche. 

Questa  proprietà  della  corrispondenza  dei  sistemi  coniugati  sopra  le 
due  falde  £,  £  vale  non  soltanto  per  questi  inviluppi  di  sfere,  ma  anche 
per  le  due  superficie  ad  area  minima  associate  nel  primo  teorema  di 
Guichard  ad  ogni  deformata  del  paraboloide  di  rotazione.  E  infatti  al- 
lora S,  S  sono  in  rappresentazione  conforme,  cioè  si  corrispondono  le 
linee  di  lunghezza  nulla.  Ora  queste  sopra  una  superficie  minima  for- 
mano un  sistema  coniugato  e  i  due  sistemi  coniugati  delle  linee  di  lun- 
ghezza nulla  si  corrispondono  sopra  £,  £.  Di  più  si  corrispondono  ancora 
sopra  £,  £  i  sistemi  coniugati  formati  dalle  linee  di  curvatura  e  per 
ciò  tatti  gli  altri  sistemi  coniugati. 


%J^ 
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Ritornando  al  caso  delle  due  falde  S,  11  a  curvatura  costante,  aggiun- 
giamo che:  gli  archi  di  assintotiche  corrispondenti  sopra  le  due  falde  S,  I 
a  curvoitwra  costante  sono  eguali. 

E  infatti  pei  valori  (10)  di  E,  F,  G  D,  D',  D",  il  (fo*  della  E  si  può 
scrivere 

efe'  =  (-TD+T(?+EoSen*a)  (fe*«  +  2  (-TD'+T/*)  du  do  + 

+  (-TD"+T(/+Ga)(it;« 

e  lungo  un'assintotica  è  adunque 

efe«  =  (Tc+Eosen'o)  dw*  +  2  T/  dw  it;  +  (T^+Go)  d^. 

Per  la  corrispondente  assintotica  sopra  ^  avremo  (cangiando  a  in  -  a) 

d?  =  (Te"-f  EoSen*(3)dM«  +  2T7rf««eiy  +■  (T^  +  Go)dt?', 
onde 

(fe«— i?  =  T  j(e-c)rfw«  +  2  {f-'Odadv  +  (g^'^)  dA  , 

e  quindi  per  le  (5*),  pag.  92 

(b*  —  d?  =  2  T  sen  0  (Do  rfw'+2  D'o  du  iv+D^o  d^  , 
espressione  che  è  nulla  lungo  Tassintotica  essendo  D  :  D':  D'':  ==  Do:  D'o  :  D'V 

§.  265. 

Ricerca  degli  inviluppi  di  sfere  nei  quali  le  due  falde  sono  contigue 
per  trasformazione  di  Moutard  ad  una  medesima  superficie. 

Terminiamo  il  presente  Capitolo  col  far  conoscere  un'importante 
proprietà  delle  due  falde  I,  £  a  curva;tura  costante  di  uno  qualunque 
dei  nostri  inviluppi  di  sfere,  proprietà  che  ci  servirà  poi  in  seguito 
(Gap.  XXV)  a  collegare  i  teoremi  di  Guichard  colle  trasformazioni  (di 
Backlund)  reali  od  immaginarie  delle  superficie  a  curvatura  costante. 

Per  ciò  riprenderemo  i  risultati  dei  §§  247,  248,  relativi  alla  appli- 
cazione successiva  delle  trasformazioni  di  Moutard,  e  dimostreremo: 

A)  Se  le  dtte  faide  I,  1  di  un  inviluppo  di  sfere  sono  contigue^  per 
trasformazione  di  Moutard^  ad  una  superficie,  e  quindi  (§  248)  ad  ma 
semplice  infinità  di  superficie,  le  superficie  £,  S  hanno  la  stessa  eurwxturù 
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casiante  e  Vinoiluppo  coincide  con  uno  di  qudli  trovoH  ccl  secondo  teorema 
di   Ouicha/rd  (§  258)  e  colle  proposizioni  complementari  (§  259). 

la  altre  parole  (§  248)  ciascuna  superficie  Si  di  questa  semplice  in- 
finità forma  tanto  con  £  quanto  con  "L  la  superficie  focale  completa  di 
una  congruenza  W. 

Seguendo  il  metodo  dei  §§  precedenti,  dimostreremo  la  proprietà  in 
questione  facendo  al  tempo  stesso  una  ricerca  più  generale  e  prescin- 
dendo dapprima  dalla  condizione  che  le  congruenze  le  cui  falde  focali 
sono  (£,  Si),  (^,  Si)  debbano  essere  congruenze  W,  domandiamo  di  : 

B)  trovare  gli  inviluppi  di  sfere,  pei  quali  alle  due  falde  S,  £  si  può 
associare  una  terea  superficie  Si,  che  formi  sì  con  £  che  con  ^  la  super- 
fide  focale  completa  di  una  congruenza  rettilinea. 

Siano  ìi  ^  (x,  y,  z),  M  ^  (x,  y,  g)  due  punti  corrispondenti  di  2,  2 
e  sia  Mi  ^  (xi ,  yi,  Zi)  il  punto  corrispondente  della  superficie  supposta  Si. 
Questo  punto  Mi  dovrà  trovarsi  sulla  retta  r  d'intersezione  dei  due  piani 
tangenti  in  M,  M  a  I,  X  rispettivamente  ;  i  coseni  di  direzione  della 
retta  r  sono,  nelle  nostre  notazioni  fondamentali  (§§.  254-255) 

Ora  il  piede  P  della  retta  r  sul  piano  M  Mo  M  delle  due  normali 
a  I,  £  ha  le^  coordinate 

T  T  T 

^  H T-  Xi  ,    yo  H Yi  ,    00  H Zi 

'    eoa  0  ^"   '   cos  a  '   '    cos  0 

e  se  poniamo 


PMi  =  Atga  , 
dove  A  sarà  una  funzione  incognita  di  u,  v,  avremo 

(42)  a:i  =  iCo  +  ^  Xi  +  A  tgo  X,  , 

colle  formolo  analoghe  per  yi ,  -srj . 

Resterà  da  determinare  A  in  guisa  che  la  superficie  Si  luogo  di  Mi 
abbia  in  Mi  il  piano  M  Mi  M  per  piano  tangente.  Ma  la  normale  a  questo 
piano,  essendo  normale  alla  retta  M  M  (coi  coseni  di  direzione  X3,  Y3,  Zs) 
ed  alla  retta  M  Mi,  avrà  i  coseni  di  direzione  proporzionali  ai  binomii 

(43)5  =  AXi-Tsen3X«,  >]=»  A  Yj-Tseno  Y,,  C«  AZi-TsenoZ,. 
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La  nostra,  funzione  incognita  V  deve  dunque  determinarsi  dalle  dae 
condizioni 

(«)  S'^-o.     2s'^  =  o 

Ora  dalle  (42)  e  dalle  forinole  fondamentali  (§§  254-255)  si  traggono 
le  seguenti: 

2„  a*,        Tseno3o   ...        1    dy/Eo 


dxi  _  Tsenoaa        a*„._L.9n/Go 

v/E. 


2_.  axi        i  sen  0  <*a        .  .        i 
Ai  V-    :=  — -i —  5-    —   A  tg  a ^^ 
3t7           co8*o   3»                   ./s-     du 


(45) 


yy  9a, T      1    3v/Eo  aA.         A    3o 

^"^3»"     coso^Q-    dv     "^'«"Sm  """cos^^aa 

^    a«      coso  ^^^     »  ^Q- 


0 

-=  +  Atgo  -— 
V'Eo  VG, 


2X.?  =  _!_-^  +  Atgo 
^       dv  cos  0     ^    •         ® 


Dopo  ciò  le  (44)  danno  per  determinare  A  le  due  equazioni  simultanee 

CU  A/Tr      CV  ' 

(46)         \  j  - 

T  sen  (j  ^=  — rr  ^i^*  (T*+A*)  —  T  Vg,  cos  <j  . 

Intanto,  siccome  in  queste  ultime  equazioni  non  figurano  i  coeffi- 
cienti Do,D'o,D"o  della  seconda  forma  fondamentale  della  superficie  So 
luogo  dei  centri  delle  sfere,  vediamo  che  se  la  proprietà  voluta  sussiste 
per  una  particolare  configurazione  di  So ,  sussisterà  anche  comunque  de- 
formando questa  superficie  ed  i  punti  Mi  della  superficie  Si  rimarranno 
invariabilmente  collegati  alla  So  nelle  sue  deformazioni. 

Dobbiamo  ora  esaminare  se  le  (46)  ammettono  o  no  soluzioni  in  A 
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Costrueado  la  condizione  d'integrabilità,  si  trova   subito  l'equazione 
seguente  :  _ 

(47)  (AH'T)  j  -1-  ?^«  i  log  (T  sen  o)  + 

^^^|;log(Tsena)-f.KoVÉ;;Gij  + 

+  2cota-^^A  +  5^(^VGog^  +  8enocos(3-^^j  =  0. 

Poiché  questa  è  di  secondo  grado  in  A,  si  vede  che  esisterà  o  una 
semplice  infinità  di  superficie  Si ,  o  altrimenti  al  massimo  due  tali  super- 
ficie isolate  (^). 

H  primo  caso  è  quello  che  a  noi  interessa;  allora  la  (47),  risolven- 
dosi in  un'identità,  dà  le  condizioni 

—^  =  0    ,      VGo  ^  +  sen  a  cos  a    ^     =  0 

^^^log(Tseno)  =  -3-r-. 

Ne  risulta  che  si  può  porre 

VÈo=1     ,      VGo  =  cot(3,    a  =  o{u) 
e  l'ultima  integrata  porge 

(48)  T  sen  o  = j-    (e  costante)  . 

e  sen  G 

Questa  combina  precisamente  colla  (31)  pag.  107  e  ci  dimostra  che 
le  due  superficie  S,  ^  hanno  la  stessa  curvatura  costante  ;  viceversa  per 
gli  inviluppi  di  sfere  al  §  259,  le  cui  falde  conservano  curvatura  costante 
in  qualunque  deformazione  della  superficie  dei  centri,  il  nostro  problema 
B)  ammette  od^  soluzioni. 


(^)  Per  l'esistenza  di  una  o  due  di  tali  superficie  isolate  S|  ò  evidentemente 
necessario  che  una  o  tutte  due  le  radici  in  A  della  (47)  soddisfino  poi  le  (46).  Come 
esempio,  abbastanza  generale,  citiamo  il  seguente.  Prendasi  per  Sq  una  super- 
ficie di  rotazione  d' elemento  lineare  d^o  «"  dw*+r*  dt;*  e  pongasi  T  ««Va*  r*  —  6*i 
essendo  a,b  due  costanti.   Ponendo  allora  nelle  (46)  v/É^™»!,  y/^o'=^r,  indi 

cos  0  ^»  —  T  -»  — = —  ,  si  soddisfano  contemporaneamente  le  (46)  con  A  ■=  à  ò. 
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§.  266. 

Ctorrispondenza  delle  assintotiche  sopra  £,  Si . 

Per  dimostrare  completamente  la  nostra  proposizione  A)  resta  ora 
soltanto  a  provare  che  sopra  S,  Si  (o  ^,  SO  si  corrispondono  i  sistemi 

/5  A 

coniugati.  Ora  intanto  nel  nostro  caso  la  prima  delle  (46)  diventa  ^  =  0, 

onde  A  deve  essere  una  funzione  della  sola  v;  la  seconda  (46)  diventa 
per  la  (48) 

d\  .,  ,       o'*  cos'o 

av  e  sew  o       sen'a 

Ma  indicando  con  -j  il  valore  costante  della  curvatura  per  le  due 

falde  ly  S  dell'inviluppo,  la  equazione  (32)  pag.  107  ci  dà 

0^^  _1__      . 

e  sen"  0      sen*  o 

e  quindi  Tequazione  differenziale  per  A  resta  definitivamente 

(49)  ^  =  ,A+l  +  cA«. 
Pongasi  ora 

A V—  ?£^       A' "V^i?^ V  3%  93?i 

A"  —  S^^  — * 
~  ^dv  dv  ' 

e  saranno  A,  A',  A"  proporzionali  ai  coefficienti  della  seconda  forma  fon- 
damentale di  Si,  sicché  la  nostra  proposizione  equivale  alla  proporzione: 

(50)  A:A':A"  =  Do:D'o:D"o. 
Ma  dai  valori  (43)  di  £,  t),  C,  derivando  risulta 

|^  =  coso(seno  — To')X,-(-(aDo  — ^^^  D'jXs 

3£      /  At  ,     Ali       To'\^        Ao'  --    ,  /a  w       Tsen*a^,,\Y 

57=  cA'+(?A+l Xi 7-  X,+  ADo Do  X, 

9t;      \        '         *         seno/  sen*o  ^  '  \  coso       / 
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e  conseguentemente: 

A  «(seno-TV)— +  (ADo-^-?^D'aV—Do  +  A^/oD'oì 
^  ^coso   '   \  coso       /\coso  ^       7 

A'=(8eno-To')(|^^-^-^^  +  (.A«4-.A  +  l)8eno)  + 

+  [AD,-^^8-!£D'.)(TI>lo4-A^air,) 
'  \  cos  o       7  \cos  0  ^         7 

^  '    sen*o     '  \  coso        /\coso  ^        7 

Da  queste  formolo  e  dalle  precedenti  risulta  facilmente  la  verifica 
dalla  proporzione  (50). 

Veniamo  in  fine  alla  osservazione,  per  noi  più  importante,  che  col- 
lega, come  già  si  è  detto,  i  teoremi  di  Ouichard  colla  teoria  delle  tra- 
sformazioni delle  superficie  a  curvatura  costante.  L'osservazione  è  questa 
che  :  la  (49)  cmmeUe  le  due  sdtmoni  particolari  costanti,  reali  od  im- 
mctginarìe. 

(51)  A«  =  — ^^^tl. 

e 

Dimostriamo  facilmente  che  le  due  corrispondenti  superficie  Si  (reali 

od  immaginarie)  hanno  la  medesima  curvatura  costante  y  di  S,  0  2,  con 

A 

ciascuna  delle  quali  formano  le  due  falde  focali  di  una  congruenza  pseu- 

dosferìca.  Proveremo  per  ciò  che  è  costante  il  segmento  focale  M  Mi  ed 

inoltre  F  angolo  6  delle  due  normali  alle  due  falde  1^  Si  della  congruenza 

in  due  punti  corrispondenti  M,  Mi.  Intanto  pel  quadrato 


P*  =  MMÌ  =  2(^i-  ^)' 
del  segmento  focale  si  ha  subito 

Ma,  per  le  (31),  (32)  pag.  107  è: 


e  sen*  0 
e  quindi,  per  le  (51) 

(52)  i}=\. 
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I  coseni  dì  direzione  delle  rispettive  normali  a  2,  Si  in  M,  Mi  sono 

Xi  cos  a  +  Xs  sen  o ,  Yi  cos  <3  +  Ygsen  o  ,  Zi  cos  a  -j-  Za  sen  a 

AXi— TsenoX,     A  Yi  -  T  sen  q  Y,     A  Zi  —  T  sen  q  Z, 
VA»  +  T*sen«q  '     VA«-t- T*sen*  a  '     VA'  +  Psen'a 

e  si  ha  quindi 

«  A  cos  q 

cos  8  =  '=8 

VA«+T«8en*q 
Acosq  A 


VA«cos*q  +  p*cos*q      VA*  +  p*' 
0  infine 

(53)  co8e=y^-A±l. 

Secondo  i  risultati  dei  §§.  258-259,  suddistinguiamo  ora  a  seconda 
che  la  curvatura  j  è  positiva  o  negativa  per  esaminare  ogni  volta  colle 

(51),  (52),  (53),  se  i  corrispondenti  valori  di  x\,  p,  0  sono  reali  ovvero 

immaginarii. 

l.^  caso  A  positiva 

Sia  A  =  a';  allora  avremo  (§  258) 

_  1 

secóndo  che  la  superficie  So  luogo  dei  centri  delle  sfere  è  applicabile  sul- 
l'ellissoide  o  sull'iperboloide  di  Guichard.  Le  (51),  (52),  (53)  diventano 

A«=  — (a«HF6*),  pV=Ty,  cose=r^^55^'«c. 

In  ogni  caso  A  è  (puramente)  immaginario  ed  immaginarie  (coniugate) 
sono  quindi  le  due  superficie  Si.  Se  la  superficie  S©  dei  centri  è  appli- 
cabile suir  ellissoide  di  Guichard  la  lunghezza  p  del  segmento  focale  è 
puramente  immaginaria  e  l'angolo  6  dei  piani  focali  è  reale;  l'opposto 
accade  quando  So  è  applicabile  sull'iperboloide. 

2J^  caso  A  negativa. 
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tiva  (ibìd.)  e,  posto  e  =  — , ,  ne  risulta 


Poniamo,  come  al  §  259,  A  ==>  —  R*;  allora  e  è  necessariamente  posi- 

A«  =  R«  — aS  p  =  a,  cose=  ^^'~^'  . 

Suddistingaendo  i  tre  casi 

a)a  =  R,  p)a<R,  t)  a>R, 
abbiamo  : 

a)  a  =  R  —  La  superficie  So  luogo  dei  centri  è  applicabile  sulla  super- 
ficie logaritmica  di  rotazione.  Le  due  superficie  Si  coincidono  in  una 
sola,  che  è  complementare  comune  di  S,  S. 

P)  a  <  R  —  La  superficie  So  è  applicabile  sul  catenoide  accorciato. 
Le  due  superficie  pseudosferiche  Si  sono  reali  e  distinte  ed  insieme 
con  2, 1  costituiscono  le  quattro  superficie  pseudosferiche  del  teorema 
di  permutabilità  (§  251). 

7)  a  >•  R  —  La  So  è  applicabile  sul  sinusoide  iperbolico;  A  e  -  -  6  sono 

puramente  immaginarli,   mentre  p  è  sempre  reale.  Le  due  superficie 
pseudosferiche  Si  sono  immaginarie  coniugate. 


Capitolo  XVIII. 


I  sistemi  eiclici 


Congruenjse  normali  di  ourve.  —  Congruense  normali  di  oiirve  piane  e  teorema  di  Ribanconr.  — 
Formolo  generali  per  lo  congruenze  normali  di  circoli  (BÌstemi  ciclici).  —  Sistemi  ciclici  tra«- 
ciati  nei  piani  tangenti  di  una  superficie  2).  —  Relasione  col  problema  della  deformazione 
(Teorema  di  Darboux).  —  Sistemi  ciclici  normali  ad  una  data  superficie.  —  Sistemi  di 
raggio  costante.  —  Relazione  col  problema  della  rappresentazione  sferica.  —  Sistemi 
ciclici  normali  ad  una  sfera  o  ad  un  piano.  —  Sistema  triplo  ortogonale  collegato  ad 
un  sistema  ciclico.  —  Le  congruenze  rettilinee  cicliche.  —  Congruenze  infinite  Tolte 
cicliche.  —  Congruenze  cicliche  normali.  —  Determinazione  delle  immagini  sferiche  delle 
congruenze  cicliche.  —  Inviluppi  di  sfere  sulle  cui  falde  si  corrispondono  le  linee  dì 
curvatura. 


§.  267. 
Ctongraenze  normali  di  curve. 

Intimamente  legata  colla  teoria  delle  congruenze  rettilinee  e  della 
deformazione  delle  superficie  è  la  teoria,  di  cui  andiamo  a  trattare  nel 
presente  Capitolo,  relativa  ai  sistemi  oo'  di  circoli  che  ammettono  una 
serie  di  superficie  ortogonali. 

Un  tale  sistema  di  circoli  si  dirà  brevemente  un  sistema  normale  di 
cìrcoli,  od  anche  con  una  denominazione  di  Ribaucour,  fondatore  di 
questa  teorìa:  un  sistema  ciclico. 

Al  nostro  studio  dobbiamo  premettere  alcune  ricerche  più  generali 
relative  ai  sistemi  oo*  di  curve  (congruenze)  che  riempiono  lo  spazio 
od  una  porzione  di  spazio  in  guisa  che  per  ogni  punto  dello  spazio 
passi  una  curva  del  sistema.  Diremo  che  una  tale  congruenza  è  normale 
quando  ammette  una  serie  di  superficie  ortogonali,  e  per  prima  cesa 
dovremo  ricercare  la  condizione  che  deve  verificarsi  in  questa  ipotesi  ^^^ 

Scriviamo  le  equazioni  delle  curve  della  congruenza  sotto  la  forma 

(1)  ì  =  £  (w,  v,  0 ,  lì  =  -^  (w,  v,  0  .  C  =  C  (u,  v,  t) , 


(*)  Cf.  Bbltrami.  —  Ricerche  di  analisi  applicata  alla  geometria.  —  Giornale 
di  matematiche,  voi.  II. 
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essendo  u,  v  due  parametri  i  cui  singoli  valori  Uo,  Vq  individuano  una 
curva  Co  del  sistema,  la  variabile  t  definendo  poi  i  punti  della  curva. 
Supponiamo  che  esista  una  superficie  S  ortogonale  alle  curve  (1)  e  sia 

(2)  t  =  t(u,v) 

la  funzione  di  u,  t?  che  occorre  sostituire  in  (1)  per  ottenere  la  S.  Per 
un  punto  {u,  v)  di  S  passa  la  curva 

£  =  £  (m,  v,  0 ,  7]  =  Tj  (««,  t;,  «) ,  C  =  C  (ti,  »,  {) , 

ove  tt,  V  s'intendono  fissi  e  t  variabile.  La  tangente  alla  curva  avendo 
i  coseni  di  direzione  proporzionali  alle  tre  derivate 

36    35    ac 
dt  '  dt  '  dt' 

dovremo  avere  per  ipotesi 

quando  si  calcolino  c^,  d-q,  dC  dalle  (1),  sostituitovi  per  t  il  valore  (2). 
Se  poniamo 

la  precedente  prende  la  forma 

(4)  Trf^  +  UrfM-hVdt;  =  0. 

n  valore  cercato  di  t  in  funzione  di  u,  v  deve  dunque  soddisfare  a 
questa  equazione  ai  differenziali  totali.  Perchè  esista  una  serie  continua 
di  superficie  1  ortogonali  alla  congruenza  è  quindi  necessario  e  suffi- 
ciente che  la  (4)  sia  illimitatamente  integrabile,  cioè  risulti  identicamente 
soddisfatta,  in  t,  u,  v,  la  condizione  d' integrabilità 

Se  tale  condizione  non  è  verificata,  potranno  al  più  esistere  super- 
ficie isolate  ortogonali  alla  congruenza,  e  ciò  avverrà  quando  la  (5)  dia 
per  t  uno  0  più  valori  che  verifichino  l'equazione  differenziale  (4). 

Osserviamo  che  qualche  volta,  in  luogo  di  esser  date  le  equazioni  (1) 
m  termini  finiti  della  congruenza,  potranno  esser  definite  le  curve  di 
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questa  come  curve  integrali  del  sistema  di  equazioni  differenziali  or- 
dinarie 

dx dy d0 

dove  X,  Y,  Z  sono  funzioni  assegnate  di  x,  y,  z.  In  tal  caso  ogni  super- 
ficie ortogonale  alle  congruenze  dovrà  essere  un  integrale  dell'  equazione 
a  differenziali  totali 

X(i»  +  Ydy  +  Zefe  =  0, 

e  la  congruenza  sarà  normale  se  sarà  identicamente  soddisfatta  la  condi- 
zione d'integrabilità 


§.  268. 

Congruenze  di  corre  piane.  —  Teorema  di  Bibaucour. 

Consideriamo  il  caso  particolare  in  cui  le  curve  della  congruenza 
sono  piane,  e  supponiamo  che  i  loro  piani  formino  una  dop^  infinità. 
Essi  invilupperanno  una  superficie  So,  che  potrà  in  particolare  ridursi 
ad  una  curva,  ovvero  ad  un  punto.  Esaminiamo  dapprima  il  caso  (generale) 
di  un'  effettiva  superficie  inviluppo  So,  che  riferiamo  ad  un  sistema  coor- 
dinato curvilineo  (u,  v)  ortogonale;  e  riteniamo  le  consuete  notazioni 
del  §  254  (pag.  90),  utilizzando  le  formolo  corrispondenti.  In  ogni  piano 
tangente  ad  S©  in  un  punto  M©  avremo  una  curva  Co  della  congruenza 
che  riferiamo,  nel  suo  piano,  a  coordinate  polari  aventi  il  polo  in  Mo 
e  per  asse  polare  la  direzione  (Xi,  Yi,  ZO  ;  indichiamo  poi  inoltre  con  t 
l'angolo  polare  e  con  R  il  raggio  vettore  onde  sarà 

R  =  R(ti,  v,0, 

e  la  specie  di  questa  funzione  determinerà  la  natura  delle  curve  della 
congruenza.  Le  coordinate  £,  y],  C  di  un  punto  qualunque  della  curva  C 
saranno  date  da 

$  —  a^o  +  R  cos  ^  Xi  +  R  sen  <  Xj 
e  dalle  analoghe  per  t],  C.  Derivando  rapporto  a  t,  u,  v,  coli' aver  riguardo 
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alle  forinole  del  §  254  e  precisamente  alle  (1)  pag.  91,  troviamo 
|  =  ^co8«— R8en<jx.+  (^  sen  <  +  R  cos  <)  X, 


35 


Ve;  +  g  cos<  +  Rsen#^^!  X.  + 


a» 


VGo 


dv 


+j^^-'--«-^'-f'|^ 


Do      ,   „_  .   D',  \  ^ 


4-  R    cos  <  -^  +  sen  <    _ 

\       Ve,  Vg„ 


;r    =<x-  C08<  —  R  SOn  <  — 5- 

3»      ìdv  y^    du 


>  "'»'*x,+ 


+  jVG;  +  '|»n,fR««<^'-glX. 


+  R|  co8<-5±  +8en<^)Xs. 

\        Ve.  VGo/ 

Calcolando  ora,  secondo  le  formolo  (3),  i  valori  di  T,  U,  V,  abbiamo 


=«'+i' 


(6) 


U=fP  +  /È;cos«^?-R»-f-^-RVÉ;8en^ 


V  =;^*^  +  v/Go8en<^  +  R«-^^^  4- R^/g"oCOS  ^. 


dt  dv 


dt 


VEo 


du 


Se  con  questi  valori  di  T,  U,  V  formiamo  la  condizione  (5)  d'inte- 
grabilità, avremo  evidentemente  per  la  funzione  incognita  R  delle  tre 
variabili  u,  v,  t  un'  equazione  a  derivate  parziali  del  2.''  ordine  ;  ogni 
soluzione  di  questa  ci  darà  una  congruenza  normale  di  curve  giacenti 
nei  rispettivi  piani  tangenti  di  So. 

Ora,  se  osserviamo  che  i  valori  (6)  di  T,  U,  V  dipendono  soltanto 
dai  coefficienti  £o,  6o  della  prima  forma  fondamentale  di  S^  e  nulla 
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affatto  da  quelli  Do,  D'o,  D"o  della  seconda  forma,  siamo  condotti  all'  ele- 
gante proposizione  di  Ribaucour  ^^K  Se  si  ha  una  congruenza  (C)  nor- 
male di  cu/rve  piane  C  e  si  deforma  comunque  la  superficie  S^  inviluppo 
dei  loro  piani,  in  guisa  che  la  superficie  So  trasporti  seco  i  suoi  piami 
tangenti  e  le  curve  C  ivi  invariabilmente  flessale,  la  congruenza  (C)  rimarrà 
sempre,  in  tutte  le  sue  configurazioni,  uì%a  congruenza  normale. 

Di  più  si  osservi  che,  l'equazione  stessa  (4)  delle  superficie  traiet- 
torie ortogonali  essendo  indipendente  da  Do,  D'o,  D"o,  si  può  enunciare 
il  teorema:  Se  si  segnano  i  punti  P  ove  le  curve  C  segano  una  superficie 
ortogonale  £,  il  luogo  dei  medesimi  punti  P,  trcbsportati  invariaòUmenk 
da  So  in  qualunque  stia  flessione,  darà  sempre  una  superficie  I  ortogonale 
alla  congruenza  G  nella  sim  nuova  configmazione. 

Ciò  vale  evidentemente  tanto  nel  caso  di  congruenze  normali  come 
nel  caso  di  congruenze  (C)  ortogonali  soltanto  a  superficie  isolate. 

Abbiamo  supposto  fin  qui  che  la  doppia  infinità  di  piani  delle  curve 
C  inviluppasse  un'  effettiva  superficie  So.  Non  è  senza  interesse  esami- 
nare il  caso  in  cui  questa  superficie  So  si  riduca  ad  una  curva  T  ed  i 
piani  delle  curve  C  siano  quindi  i  piani  dei  fasci  aventi  per  assi  le 
tangenti  di  F.  Prendiamo  allora  per  variabile  u  Y  arco  della  curva  F, 
contato  da  un  suo  punto  fisso,  e  riteniamo  del  resto  per  F  le  consuete 
notazioni  del  Gap.  I. 

Assumiamo  poi  per  variabile  v  l'angolo  d'inclinazione  del  piano  di 
una  curva  C  sul  piano  osculatore  di  F.  Allora  si  vedrà  subito  che  le 
formolo  fondamentali  del  §  254  rimarranno  ancora  applicabili  alla  super- 
ficie So,  ridotta  alla  curva  F,  quando  si  facciano  le  posizioni  seguenti: 

v/e;=i  ,   Vg"o  =  0 

1    3v/E^ COSI? 

v/Go     ^     ~  ^' 

_sent;  I>'o   __  1        D"o  _  , 

P  VGo  ^       v'Go 

e  si  assuma 

X,  =  6  cos  r  +  X  sen  t; ,  Yt  =  >]  cos  v  +  [^  sen  t; ,  Z,  «  C  cos  t;  -h  v  sen  » 
X8  =  Xcost;  -  $sent?,  Y8  =  [tcost? — Tjsent?,  Za^ vcosv- Cseni;. 


(*)  Mémoìre  sur  la  tìiéorie  generale  des  surfaces  courbes  (§  119  e  seguenti). 
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Con  ciò  infatti  risultano  soddisfatte  le  (1)  pag.  91  e  le  formolo  di 
Codazzi  (II)  (pag.  90).  Così  potremo  ancora  applicare  il  nostro  calcolo 
precedente,  e  pei  valori  di  T,  U,  V  si  avrà 


=«'+ff 


(^^  ^  U==  37  311  +  ^"'^^  fR^— -Rsen^ 

Come  si  vede,  dei  due.  raggi  di  curvatura  di  F  figura  qui  soltanto 
il  primo  p,  onde  la  proposizione  di  Ribaucour  prende  ora  l'aspetto 
seguente:  Se  le  curve  di  una  congruenza  normaie  (C)  sono  tracciate 
negli  oo'  piani  tangenti  di  una  curva  P,  torcendo  comunque  la  curva  T 
senza  alterarne  la  flessione,  la  congruenza  (C),  trasportata  invariabilmente 
ndle  deformazioni  di  F,  rimarrà  sempre  una  congruenza  normale. 

§.  269. 

Forinole  generali  pei  sistemi  ciclici. 

Veniamo  ora  a  considerare  il  caso  di  una  congruenza  di  circoli.  Per 
definirla  analiticamente  basterà  dare  in  funzione  di  due  parametri  u,  v 
le  coordinate  Xi,  yu  ^i  del  centro  del  circolo,  i  coseni  di  direzione  a,  p,  f 
della  normale  al  piano  del  circolo  ed  il  raggio  R  del  circolo  stesso.  Nel 
piano  del  circolo  (m,  v)  tracciamo  due  diametri  ortogonali,  del  resto  arbi- 
trarli, e  indichiamo  con 

«1,  Pi,  Ti  ;     a,,  p„  Y, 

i  loro  coseni  di  direzione.  Se  con  t  denotiamo  l'angolo  d'inclinazione 
di  un  raggio  del  circolo  sulla  direzione  (xi,  Pi,  yi),  le  formolo  (1)  pag.  130 
diverranno  nel  caso  attuale: 

(7)  £  =  a?i  +  R  («1  cos  ^  +  a,  sen  0  ,  yj  =  yi  -f 

4-  R  (Pi  cos  <  +  p,  sen  ^,  C  =  ^1  -f  R  (ti  cos  t  +  Yi  sen  t)  , 
e  tenendo  conto  delle  relazioni 
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per  r equazione  a  differenziali  totali  (4)  pag.  131  troveremo: 


(8) 


La  condizione  d'integrabilità  (5)  assume  qui  la  forma 
(9)  A  +  Bsen«  +  Cco8«=.0, 

dove  À,  B,  G  sono  funzioni  di  u,  v  soltanto.  Esisterà  una  serie  oo'  dì 
superficie  ortogonali  ai  circoli  se  saranno  soddisfatte  le  tre  condizioni: 

A  =  0,    B  =  0,     0  =  0. 

Queste,  calcolate  ordinatamente,  portano  alle  tre  equazioni  fooda- 
mentali  seguenti: 

2dXi      -r,       dXi         -y-f       dXi       Yl       3*1  n 

(n)  R|2«.^.2«.'^'-2«.'a^'2«.'5  + 

+  ,^„2-'^'-è2-'^Ì  + 

,    ^      3a;i     3R        ^       3a:i     3R  _  ^ 

Se  queste  non  sono  identicamente  soddisfatte,  la  (9)  fornirà  al  fMS- 
Simo  due  superficie  ortogonali  ai  circoli  ;  ne  segue  il  teorema  di  Ribaucoar: 
Se  i  circoli  di  una  congruenza  sono  normali  a  tre  diverse  superficie^  lo 
sono  ad  un'intera  serie  oo^  di  superficie. 
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È  importante  poi  osservare  che  la  (8),  prendendo  per  incognita 

assume  la  forma  di  Riccati 

d  A  =  (a  A*  +  6  A  +  e)  dw  +  {a!  A*  +  6'  A  +  O  dv , 

essendo  a,  h,  e  ;  a\  b\  e'  funzioni  note  di  u,  v.  La  nota  proprietà  delle 
equazioni  del  tipo  di  Riccati  che  il  rapporto  anarmonico  di  quattro 
soluzioni  particolari  è  costante  (indipendente  da  w,  v)  trova  qui  il  signi- 
ficato geometrico  corrispondente  nel  teorema  di  Ribaucour  (^).  Qtuxitro 
superficie  della  serie  ortogonale  ai  circoli  determinano  su  tutti  i  circoli  dd 
sistema  un  gruppo  di  quattro  punti,  il  cui  rapporto  anarmonico  è  costante. 

§.  270. 
Sistemi  ciclici  tracciati  nei  piani  tangenti  di  una  superficie  2. 

Facciamo  una  prima  ed  importante  applicazione  delle  formolo  generali 
del  §  precedente  alla  ricerca  dei  sistemi  a>*  normali  di  circoli  giacenti 
nei  piani  tangenti  di  una  superficie  data  S.  Il  teorema  di  Ribaucour 
(§  268)  ci  assicura  già  a  priori  che  la  risoluzione  del  problema  deve  dipen- 
dere unicamente  dall' elemento  lineare  di  S.  Per  la  superficie  S  riteniamo 
le  solite  notazioni  del  §  254  (pag.  90),  le  cui  formolo  dovremo  qui  nuo- 
vamente utilizzare.  Nel  piano  tangente  in  Mo  alla  superficie  I  indichino 
A,  B  le  coordinate  cartesiane  ortogonali  del  centro  Mi  del  circolo,  ove 
si  prendano  le  due  direzioni  (Xi,  Yi,  Zj),  (Xj,  Yj,  Z,)  come  assi;  avremo 
così  evidentemente 

/  a?i  =  aio  +  A  Xi  +  B  X2 

j  yi  =  yo  +  A  Y,  -h  B  Y, 

(  ^1  =  ^0  +  A  Zi  +  B  Z,  . 

e  nelle  formolo  del  §  precedente  potremo  porre  inoltre 

«i==Xi,  pi  =  Yi,  Ti=Zi 
•xj  =  x« ,  p«  =  Y2 ,  Y2  =»  Zt . 


(*)  Per  convincersene  basta  osservare  che  A  =  ^  ^  è  il  parametro  dei  raggi 

del  fascio  che  dall'estremo  del  raggio  di  direzione  (a^,  ^i,  7^)  proietta  i  ponti 
del  circolo. 
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Dopo  di  ciò  il  calcolo  dei  coefficienti  delF  equazione  a  differenziali 
totali  (8),  avendo  riguardo  alle  formolo  del  citato  §  254,  conduce  ai 
valori  seguenti: 

^^       3»         Ve,   ^ 

y,     3?i  _  ^  _   4     1    3\/Eo 

V     3a;.  _    y^    ,   aB  1    av/Gi 


( 


n/Eo 


1   a  V  Eo 


VGo     ^ 

i_av'"Go 

Vii 


Perchè  il  sistema  sia  ciclico  dovranno  essere  soddisfatte  le  condi- 
zioni (I),  (II),  (III),  che  assumono  qui  l'aspetto  seguente: 

(I*)R'.KoVè„-g,  +  (ve;  +  |^  +  b^^-^)(vg-+|  + 


+ 

(n*) 


VÈo  ^  /      \^       Vg.  3»  /  V»»       Ve,   3»  / 


f?^  _  B  -i-  — -A  —  - 


(HI*) 


R  A  K,  VÈTG,  , 


+  la«     ^v^,  a.  /a« 


j_  ayE,\  aR  ^ 


SISTEMI  CICLICI  NEI  PIANI   TANGENTI  DI   UNA  SUPERFICIE  139 

indicando  Ko  la  curvatura  assoluta  di  I.  In  queste  forinole,  conformemente 
al  teorema  generale  di  Bibaucour,  vediamo  figurare  soltanto  i  coefficienti 

dell'elemento  lineare  di  S. 

3R     9R 
Se  risolviamo  le  (II*),  (III*)  rapporto  a  ^  ,  ^  ,  avendo  riguardo 

du      dv 

alla  (I*)  e  supponendo  Ko4=0,  cioè  1  non  sviluppabile,  ^*)  troviamo 


(10) 


ossia 


(10*) 

Di  qui  risulta  che 


|^(R*-A«-B')  =  2AVE, 


^(R'-A»-B*)  =  2  aVGo 


A  VEo  dw  +  B  Vg,  dv 

deve  essere  un  differenziale  esatto,  onde  indicando  con  t  una  funzione 
incognita  di  u,  v,  potremo  porre 

e  le  (10*)  potranno  compendiarsi  nell'unica 

R»  =  A»  +  B*  +  2t  , 
ovvero 

(11*)  R*  =  Ait  -f-2T  , 

dove  Al  t  indica  il  parametro  differenziale  primo  di  t  calcolato  rispetto 
a  S.  Resta  a  soddisfarsi  soltanto  la  (I*),  che  si  muterà  evidentemente 
in  una  equazione  alle  derivate  parziali  seconde  per  t.  Avendo  riguardo 
ai  valori  dei  simboli  di  Christoffell  (I,  pag.  92),  la  (I*)  si  può  scri- 
vere così: 

(xn+EiO^  +  G^-x^  _^  ^  ^^^  ^  _^  2  t)  =  0 

dove  tu,  ti,,  Ttt  indicano  le  derivate  seconde  covarianti  di  t. 


<^)  In  questo  caso,  il  cui  esame  diretto  lasciamo  al  lettore,  i  piani  dei  Qircoli 
formano  soltanto  un  sistema  oo^. 
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L'equazione  per  r,  da  cui  dipende  la  soluzione  del  nostro  problema 
può  scriversi  adunque  sotto  forma  ìnvariantiva  : 

(A)  A«r  +  A,r  +  Ko{Airf  2t)  +  1=0  . 

La  forma  di  questa  equazione  suggerisce  subito  il  paragone  con 
quella  a  cui  soddisfa  il  semiquadrato  p  della  distanza  dei  punti  di  I  da 
un  punto  dello  spazio,  cioè  colla  equazione  (C)  ottenuta  alla  fine  del 
Gap.  IV  (I,  pag.  147): 

A«p  — A,p-|-Ko(Aip  — 2p)-f  1  =  0  . 

L'equazione  (A)  si  riduce  infatti  a  questa  ponendo  t=  -p.  Vediamo 
quindi  che  il  problema  attuale  si  collega  con  quello  della  deformazione 
(finita)  della  superficie  £. 

§.  271. 
Teorema  di  Darbotuc. 

Al  legame  ora  accennato,  fra  i  due  problemi  della  ricerca  delle  de- 
formazioni di  una  superficie  So  e  della  determinazione  dei  sistemi  nor- 
mali 00*  di  circoli  giacenti  nei  suoi  piani  tangenti,  si  può  dare  una  forma 
geometrica  espressiva  mediante  un  bel  teorema  di  Darboux  <^),  che  in 
sostanza  è  già  contenuto  nelle  osservazioni  precedenti  ed  occorre  ora  sol- 
tanto sviluppare.  Per  questo,  riprendendo  le  considerazioni  del  Gap.  XVII 
relative  alla  deformazione  delle  congruenze  rettilinee,  immaginiamo  che  dai 
punti  Mo  di  So  partano  i  raggi  di  una  congruenza  normale  e  sia  M  il 
punto  ove  il  raggio  uscente  da  Mo  incontra  una  delle  superficie  ortogo- 
nali £.  Domandiamo  allora:  È  possibile  deformare  la  superficie  So,  die 
seco  trascini,  al  modo  di  BeUrami,  i  segmenH  Mo  M,  in  guisa  che  dopo 
la  deformazione  gli  estremi  M  dei  segmenti  vengano  a  riunirsi  in  un  punio 
dello  spazio? 

Riferendo  il  punto  M  al  triedro  col  vertice  in  Mo  e. cogli  spigoli  nelle 
tre  direzioni 

(Xi ,  Yi ,  Zi)  ,    (Xj ,  Yt ,  Zf)  ,    (Xs ,  Ys ,  Zj) 

come  a  triedro  coordinato,  indichino 

A  ,    B  ,    G 
le  coordinate  di  M  rispetto  a  questo  triedro.  Le  coordinate  assolute  x,  y,  ^ 


W  Legons  etc.  T.  III.  n.  761  pag.  354. 
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di  M  in  una  qualunque  configurazione  di  M  saranno  date  da 
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a!=:a!a  +  AX,  +BX,  +  CX, 
y  =  y,  +  A  Y,  4-  B  Y,  +  C  Y, 

«  =  «To  +  A  Z,  +  B  Z,  +  C  Z,. 

Nella  configurazione  finale  supposta  di  So,  i  punti  M  essendo  riuniti  in 
un  solo  punto,  dovranno  risultare  nulle  le  derivate  parziali  rispetto 
ad  u,  V  di  X,  y,  e. 

Facendo  uso  delle  formolo  del  §.  254  ((1)  pag.  91),  si  trova  subito 
che  le  dette  condizioni  si  risolvono  nelle  sei  seguenti: 


(12) 


D, 


dA 


ci±=VÉo4-^  +  B-L-i-: 


1  aVGo 


VE, 


du 


n/Eo 


du 


C^  =  ^_A  — ?^ 

n/Go       ^"  VG.    ^^ 

ac  _j_  ADo  _,_  bd;?  _  0 

3**        n/Èo         VGo 


(12*) 


c:^=VG,  +  |  +  A-i.^-f^ 


c^  =;;=-B 


_aA 


_l_3j/Go 

Ve;  ^ 


30 

dv 


'£  +  A^  +  B-^  =  0, 


VE» 


\/Go 


alle  quali  sono  da  aggiungersi  le  equazioni  di  Gauss  e  Codazzi  per 
Do,  D'o,  D^o»  Intanto  alle  due  ultime  (12),  (12*)  si  può  sostituire  per  le 
precedenti  il  sistema 


(13) 


cÌ  +  a|  +  bÌ  +  bVGo  =  o 

pv  cv  0V        • 
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L'equazione  di  Gauss,  a  causa  dei  valori  di  Do,  D'o,  D"o  forniti  dalle 
prime  due  (12)  e  (12*),  diventa 

3A   .   ^  J_aVGb\  /w7^    .  dB 

VÈo 


(u)  o-K.veG;-(vE+^+B^?^-)(VG;+'^+ 


■   ^    1    3v/Go\        /3B       ^    1    3VEo\  fdk       ^    1    3VQo\ 
V^    3w  /       \du        yó^    dv  I  \dv         yg;    ^  / 

D'altronde  basta  che  A,  B,  C  soddisfino  alle  (13),  (14)  perchè  i  valori 
di  Do,  D'o,  D"o,  tratti  dalle  (12),  (12*),  soddisfino  alle  equazioni  di  Co- 
dazzi ed  esista  quindi  la  deformazione  richiesta  di  So,  per  la  quale  i 
termini  M  dei  segmenti  Mo  M  vengono  a  riunirsi  in  un  solo  punto. 

Ora  se  si  osserva  che  le  attuali  equazioni  (13),  (14)  vengono  preci- 
samente a  coincidere  colle  (10)  e  colla  (I*)  del  §  precedente,  quando  si 

faccia 

C*  =  — R», 
ossia 

C  =  iR. 

l'interpretazione  geometrica  di  questo  risultato  dà  il  teorema  di  Darboux. 
Se  si  considera  infatti  il  punto  di  coordinate  (A,  B,  i  R),  rispetto  ad  un 
sistema  di  assi  0£,  Oyj,  OC,  come  una  sfera  di  raggio  nullo 

(£-A)*  +  (7,-B)«  +  (C-iR)*  =  0, 

la  sua  intersezione  col  piano  C  =  0  è  precisamente  il  circolo 

(£-A)«  +  (7,-B)»  =  R*. 

Possiamo  dunque  enunciare  il  teorema  di  Darboux: 
Per  costruire  tutti  i  sistemi  normali  di  circoli  traccicUi  nei  piani  tan- 
genti di  ima  superficie  So,  si  consideri  una  qualunque  superfìcie  S'o  fljM^^ 
cabile  sopra  So  e,  presa  una  sfera  fissa  di  raggio  ntdlOf  si  traccino  i  circoli 
cP  intersesUme  di  questa  sfera  coi  piani  tangenti  di  S'o.  Se  si  deforma  S'o 
in  guisa  che  prenda  la  forma  So,  i  circoli  trascinati  nella  deformadme 
daranno  il  sistema  cercato. 

Nell'enunciato  di  questo  teorema,  che  assegna  il  legame  geometrico 
fra  il  problema  della  deformazione  e  quello  dei  sistemi  ciclici,  non  ci  si 
preoccupa  della  distinzione  fra  reale  ed  immaginario.  Ma  se  vogliamo 
restare  al  reale,  vediamo  che  quando  il  sistema  ciclico  è  reale,  la  con- 
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figurazione  S^o  di  So  è  necessariamente  immaginaria,  poiché  i  valori  di 
Do,  D'o,  D^o»  calcolati  dalle  (12),  risultano  puramente  immaginarli.  Ana- 
liticamente, per  le  proprietà  fondamentali  della  teoria  delle  superficie 
(I,  Gap.  IV),  ne  dedurremo  sempre  tre  funzioni  £,  rj,  C  di  u,  v  tali  che 

d?  +  dff  +  dC*  =  Eo  du^  +  Go  cit;*  ; 

ma  facilmente  si  vede  che  due  delle  funzioni,  p.  e.  £,  t],  si  potranno  an- 
cora prendere  reali,  mentre  la  terza  C  sarà  puramente  immaginaria  (^). 
Dunque:  Restando  nel  campo  recde^  si  può  dire  che  ad  ogni  sistema  ciclico 
reale  i  cui  circoli  giacciono  nei  piani  tangenti  di  una  superfici-e  S  d*èle- 
mento  lineare 

ds*  =  E  dw*  +  2  F  dtt  dv  +  G  dv» , 

corrisponde  una  tema  reale  di  funisUmi  x^y^z  tedi  che 

da?  +  d!^  —  di^  =  'E^du^  +  2¥dudv  +  Qd^, 

e  viceversa  ad  ogni  tale  tema  corrisponde  fin  sistema  ddieo. 
Se  ritorniamo  airequazione  deirapplicabilità  (I  pag.  239) 

A«e  =  (i-A,e)K  , 

ove  solo  le  soluzioni  per  le  quali  Ai  9  <  1  avevano  un  significato  geome- 
trico reale  per  la  deformazione,  vediamo  ora  che  anche  le  altre  soluzioni 
che  rendono  À^  6  >>  1  hanno  un  significato  geometrico  reale,  come  deter- 
minanti i  sistemi  00^  normali  di  circoli  giacenti  nei  piani  tangenti  della 
superficie. 


<*)  Per  convìncersene  basta  osservare  che  supponendo  x,  y  reali  e  z  pura- 
mente immaginario  risultano  D,D',D"  puramente  immaginari.  D'altronde  se  nelle 
formole  fondamentali  del  Cap.  IV  si  cangia 

X,  y,  z 
in 

X,  y,  i  z 

e  contemporaneamente  X,T,Z  in 

tX,tY,-Z 
D,  ly,  D"  in  t  D,  t  ry,  %  D"  le  formole  fondamenteli  (II)  del  Cap.  IV  (I,  pag.  117) 
restano  inalterate  mentre  le  (I)  (I,  pag.  116)  vengono  cangiate  solo  nel  segno  del- 
l' ultimo  termine.  Corrispondentemente  le  equazioni  di  Codazzi  restano  inalterate 

e  quella  di  Gauss  diventa 

Diy^-D'» 

EG-F»   —      ^  ' 
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§.  272. 

Sistemi  ciclici  normali  ad  mia  data  raperflcie. 
Sistemi  di  raggio  costante. 

Data  una  superficie  So,  cerchiamo  di  costruire  un  sistema  od'  nor- 
male di  circoli  ortogonali  alla  Sq.  Trattiamo  dapprima  il  problema  nel 
modo  seguente  :  da  ogni  punto  Mo  di  So ,  tangenzialmente  alla  normale 
di  So,  uscirà  un  circolo  del  sistema;  consideriamo  la  traccia  del  piano 
del  circolo  sul  piano  tangente  di  So  e  prendiamo  a  linee  coordinate  v 
sulla  So  quelle  inviluppate  dalle  dette  traccio,  e  a  linee  u  le  loro  traiet- 
torie ortogonali. 

Potremo  applicare  le  formolo  generali  del  §  269,  ponendo 

Applicando  le  solite  formolo  fondamentali  del  §  254,  si  troverà: 


?i'  =  ^  y  ^   3«1  _    D^ 

3«    v^       '       ^"'^    vè; 


ed  ora,  calcolando  le  condizioni  (I),  (II),  (III)  pag.  136  perchè  il  sistema 
sia  normale,  col  far  uso  delle  formole  di  Codazzi,  si  vedrà  che  le  (I), 
(01)  si  riducono  all'unica 

\V^9«       /  Ve.9" 

e  la  (II)  dà  semplicemente 
,_.  aiogR      3  log  Ve 
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Si  osserverà  che  la  (15)  contiene  non  solo  i  coefficienti  dell'elemento 
lineare  So,  ma  anche  quelli  della  seconda  forma  fondamentale,  per  cui 
se  la  superficie  So  si  deforma,  seco  trascinando  la  congruenza  di  circoli, 
questa  cessa  in  generale  di  essere  una  congruenza  normale. 

Possiamo  subito  risolvere  il  problema  di  :  trovare  tutti  i  sistemi  cidiei 
che  rimangono  ciclica  comunqiie  deformando  una  delle  superficie  ortogonali. 

Supposto  infatti  che  questa  sia  la  So,  la  relazione  lineare  omogenea 
in  Do,  D'o,  D"o  dovrà  risultare  un'identità  e  si  avrà  quindi: 


3  v/Eo  _  Q         aR  _ 
3v               '       3t? 

-0 

(17) 

^    1     av/G,       1   a» 

+  1=0. 

Si  può  dunqi 

ue  porre  Eo  ^  1  ed,  essendo  B  funzione  della  sola  % 

sarà  pure 

31og\/Go 
du 

funzione  della  sola  t«  e  si  potrà  fare 

cioè  la  superficie  So  è  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione.  La 

(17)  si  riduce  allora  a 

e  dà  quindi 

(18)  R=^^(C-/rdt*)  , 

indicando  con  C  una  costante  arbitraria. 

Dunque:  i  sistemi  ciclici  domandati  jono  qudli  che  si  ottengono  pren^ 
dendo  per  So  una  superficie  di  rotazione,  ed  assumendo  U  raggio  R  del 
cerchio  normale  in  un  punto  a  So  secondo  la  formola  (18). 

Che  un  tale  sistema  ciclico  rimanga  sempre  normale,  comunque  de- 
formando So,  risulta  del  resto  anche  dal  teorema  di  Bibaucour  §  268, 
poiché  in  una  qualunque  configurazione  di  So  i  detti  circoli  sono  trac- 
ciati nei  piani  tangenti  della  superficie  complementare  S'o  ed  invariabil- 
mente legati  alle  flessioni  di  questa. 

In  questi  particolari  sistemi  le  traccio  dei  piani  dei  circoli  sui  piani 
tangenti  di  So  inviluppano  un  sistema  di  geodetiche,  le  geodetiche  v. 

10 
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Viceversa,  se  supponiamo  che  questo  accada,  la  (16)  d  dà 
dopo  di  che  la  (15)  diventa 


Se  si  annulla  il  primo  fattore  si  trovano  le  soluzioni  precedenti. 
Quando  si  annulli  D'o  le  linee  (u,  v)  sono  linee  di  curvatura,  e  per  dò 
la  So  è  una  generale  superficie  modanata  (Cf.  I  pag.  177  nota).  Si  vede 
facilmente  che  questi  ultimi  sistemi  ciclici  si  ottengono  nel  modo  seguente: 
sopra  un  piano  tt  si  tracci  ad  arbìtrio  un  sistema  oo*  di  circoli  e  si  faccia 
rotolare,  sema  strisciare,  U  piano  k  sopra  una  qualunque  superficie  svilup- 
pabile; il  sistema  oo^  di  circoli  descriverà  la  congruenza  domandala. 

Facciamo  ancora  un'applicazione  delle  formolo  del  presente  §  alla 
ricerca  degli  interessanti  sistemi  ciclici  di  raggio  costante,  scoperti  da 

3  Ve 

Ribaucour.  Se  il  raggio  R  è  costante,  la  (16)  dimostra  che  si  ha  -^ —  =  0 

av 

e  siamo  quindi  nel  caso  sopra  considerato.  Lasciando  da  parte  il  caso 

che  risulta  dall'ultimo  teorema,  se  si  suppone  R  costante,  avremo  che 

la  So  sarà  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione  e  precisamente, 

essendo 

r  ~      R   ' 

sulla  pseudosfera  di  raggio  R.  In  questo  caso  la  superficie  complemen- 
tare S'o  è  essa  stessa  pseudosferica  di  raggio  R  (I,  pag.  296),  ed  i  circoli 
sono  tracciati  nei  suoi  piani  tangenti  col  centro  nel  punto  di  contatto. 
Dunque  :  I  sistemi  ciclici  di  raggio  R  costante  (prescindendo  dal  caso  ovvio 
sopra  notato)  si  ottengono  prendendo  una  qualunque  superficie  pseudosferica 
di  raggio  R  e  descrivendo  in  ogni  piano  tangente  col  ceniro  nel  punto  * 
contatto  un  cerchio  di  raggio  R  ;  le  superficie  ortogonali  ai  circoli  sono  esse 
stesse  pseudosferiche  di  raggio  R. 

Si  può  osservare  che  è  questo  Punico  caso  in  cui  i  circoli  di  un  sistema 
ciclico  sono  tracciati  nei  piani  tangenti  della  superficie  luogo  dei  centri.  Le 
formolo  (10)  pag.  139,  supponendo  A  =  B  =  0,  danno  infatti  R  =  costante 

e  successivamente  la  (I*)  (pag.  138)  diventa  Ko=  -:^, . 


(«) 
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§.  273. 

Nuovo  modo  di  trattare  il  problema. 

Il  problema  del  §  precedente  può  trattarsi  in  un  secondo  modo,  che 
conduce  ad  importanti  risultati.  Prendiamo  una  delle  superficie  S  nor- 
mali ai  circoli  e  riferiamola  alle  sue  linee  di  curvatura  (u,  v),  mantenendo 
le  nostre  consuete  notazioni.  Avremo  le  formolo: 

|=VÉX.,    ,^  =  V5x. 

3X,_ 1^  3Ve     __  Ve  axi i  3Vg 

^  ~    Vg   ^  ^«  ai;  ~  Ve  ati    • 

ax,  ^  J_3>5x  ax,^     1  9V"G^  _  VGv 

du         Vg    ^      ^  '         3t?  yg    du      ^        ri 

3Xs  _  VÈy  aXs  _  Vq 

liT  -  7"  ^'  '      "air  -  TT  ^*  • 

Da  ogni  punto  P  di  S  esce  un  circolo  (u,  v)  del  sistema  normalmente 
ad  S  ;  per  individuarlo  basterà  dare  il  suo  raggio  R  e  rangole  f  che  la 
traccia  del  suo  piano  sul  piano  tangente  di  S  fa  colla  direzione  (Xi , 
Yi,  Zi).  Con  queste  notazioni,  le  coordinate  Xi,yi,j9i  del  centro  del 
circolo  saranno  date  da 

(19)  Xi  =  X  +  B,  (cos  y  Xi+sen  y  X,) 

e  dalle  analoghe  per  yi,ei. 

Per  applicare  le  formolo  generali  del  §  269  potremo  fare 

(20)  ai  =  cos  7  Xi  +  sen  ?>  X,  ,   a,  =  X3 , 

e  analogamente  per  pi ,  Ti  ;  ^t  >  T<  • 

Da  queste  formolo  e  dalle  (a)  si  trae 

Vi     3«i        RVE  v-     Sa'i        R^G 

^'^dH ;r'''''^         '       2«.3jr=~;r-8en9 

30, VEcob^j  ■^_  3a,_     VGsenjp 
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onde  l'equazione  a  differenziali  totali  (8)  pag.  136  diventa: 

Ve 


1 


.  ,  Ve  cos  (p ,, .     ^ .  ,    . 

sen  t  H (l+cosQ  J  du  -f- 


,    Vg  sen  tp\        ^    ,   Vg  sen  ©  ,,  .       ,x  r   , 
H g — ^)  sen  <  H ^ — '"  (l+cosO  \  do 


Quanto  alle  condizioni  d'integrabilità  (I),  (II),  (III)  (pag.  136),  esse 
riduconsi  alle  due  seguenti: 


av) 


^  /VGseny\  _    3  /VE  cos  y\  _ 


f  a  /v^Gsentp  i\        3  /v/Ecos^  1\   ,   VEG  /l       1\   . 

Lasciamo  per  ora  da  parte  il  caso  che  la  superficie  S  sia  una  sfera 
(od  un  piano)  nel  qual  caso  (che  tratteremo  più  avanti)  le  due  equazioni 
(IV)  si  riducono  alla  prima  soltanto.  Servendoci  delle  formolo  di  Codazzi 


(P) 


a  l\/G\       1  dy/G 


v/E\       1  3_/E 


dv\rt  J       ri 


3R     3R 


risolviamo  le  (IV)  rapporto  8l  ^-  ,  w-  ed  otterremo    il    sistema  equi- 
valente : 


3R 

du  ^ 


av*) 


/??  _  JL  ì^\ 

[du      ^    dv  j 
,       /3y   ,     1    3v/g\ 


R  -  v^E  cos  9 
R  -  v^G  sen  9  . 


Se  supponiamo  dato  l'angolo  'p,  cioè  fissata  la  giacitura  dei  piani  dei 
circoli,  il  sistema  (IV*)  per  determinare  R  è  lineare  ;  ora  è  importante 
osservare  che,  se  esso  ammette  una  soluzione  in  R,  sarà  illimitatamente 
integrabile,  cioè  se  esiste  un  sistema  ciclico  nei  piani  assegnati  si  avrà  una 
semplice  infinità  di  tali  sistemi,  deducibili  con  due  quadrature  appena 
noto  'f .  E  infatti  la  condizione  d' integrabilità  del  sistema  (IV*)  si  scrive 


«•ir 


'*^f^^t. 


1   3/gV 
'E    ^/ 


^  dv 


cot  »  Ut 


1  3\/eV 
Q     3»   j 


l_ 


=  0 
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e  non  può  quindi  esistere  una  soluzione  R  del  sistema  se  non  è  illimi- 
tatamente integrabile.  Così  adunque  l'equazione  del  2.'  ordine  per  <p 


(22)    ^ 
du 


\     (df  ,    1  d\/G] 


^k 


=  0 


limita  la  giacitura  dei  piani  del  sistema  ciclico  e,  per  ogni  tale  giacitura, 
si  hanno  od^  sistemi  ciclici  corrispondenti,  deducibili  con  quadrature. 

Alla  equazione  del  2.^  ordine  da  cui  dipende  la  risoluzione  del  pro- 
blema si  può  dare  una  forma  semplice  notevole,  procedendo  come  segue. 

Per  la  prima  delle  (IV)  deve  essere 


VEcos?  ,     r  v^Gseny 
-B--**+-R 


dv 


un  differenziale  esatto.  Indicando  con  O  (m,  v)  uua  conveniente  funzione 
ausiliaria,  poniamo  dunque 

y/E  cos  y  _       1  3^         y/G  sen  y  _       1  34» 
R       ~      ^  du  '  R        ~      <t>  dv  ' 

dopò  di  che  la  seconda  delle  (IV),  avendo  riguardo  alle  formolo  di  Co- 
dazzi (^),  dà  per  <&  Tequazione  finale  di  Laplace: 


(V) 


y*  ^  9  log  v^  E  3^      a  log /G  3^ 
dudv  dv       du  du        dv 


Viceversa,  se  <^  è  una  soluzione  della  (V),  ne  dedurremo  un  sistema 
ciclico  corrispondente  colle  formolo 


(VI) 


i-im+èm*=^-'-* 


R  dlog4»  R  dlogO 

cos(p=-— :— ^7 — ,    sencp= — — 


de; 


É  da  notarsi  che  se  si  aumenta  4>  di  una  costante,  V  angolo  cp  resta 
il  medesimo,  ma  cangia  il  valore  di  R.  Si  hanno  cosi  gli  od^  sistemi 
ciclici,  già  sopra  considerati,  corrispondenti  ad  una  giacitura  fissa  dei 
piani  del  sistema. 


i 
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Colla  introduzione  della  funzione  ausiliaria  4>,  l'equazione  a  differen- 
ziali totali  (21),  prendendo  per  incognita 

A=tgl. 
assume  la  forma  lineare 

e  dà  con  una  quadratura 

indicando  G  una  costante  arbitraria. 

Con  questa  formola  vengono  così  a  determinarsi  tutte  le  superficie 
ortogonali  ai  circoli. 


scnve 


Ponendo  W= /'(^^(iu+^^  àv\  ,  la  (VII)  si 
(VII*)  tg|-  =  ^. 


§.  273*. 

Trasformasione  delle  forinole  in  coordinate  carvilinee  qualunque. 

Per  semplificare  il  calcolo  abbiamo  supposto,  nel  §  precedente,  la 
superficie  S  riferita  alle  sue  linee  di  curvatura  w,  v;  ma  possiamo  facil- 
mente liberarci  da  questa  restrizione  e  trasformare  le  formolo  ottenute 
in  coordinate  curvilinee  qualunque.  Per  ciò  cominciamo  dall' osservare 
che  l'equazione  (V)  di  Laplace  si  può  scrivere,  coi  simboli  delle  derivate 
covarianti 

e  poiché  si  ha  insieme  F  =  D'  ==  0,  ne  risulta  che  la  forma  covariante 

^11  du*  +  2  <E>i,  du  dv  +^tidi^ , 

posto  per  ^  una  soluzione  qualunque  della  (V),  è  una  combinazione 
lineare  omogenea  delle  due  forme  fondamentali  della  superficie  S.  Tale 
proprietà  si  conserva,  per  la  sua  natura  invariantiva,  in  qualunque  tra- 
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sformazione  di  coordinate,  onde  si  conclude:  U equazione  dd  2.^  ordine 
da  cui  dipende  la  ricerca  dei  sistemi  oo  '  normali  di  circoli,  ortogonali  ad 
una  data  superficie  S»  assume  in  coordinale  curvilinee  qualunque  la  forma: 

^11  *12  *» 

(a)  E  F  G       =0. 

D  D'  D" 

In  secondo  luogo  conviene  che  trasformiamo  ancora,  in  coordinate 
qualunque,  le  relazioni  fra  la  funzione  <E>  e  la  W,  che  nei  parametri  delle 
linee  dì  curvatura  si  scrìvevano 


3W        1  3* 

3W       1  a4> 

du  ~  r»du' 

dv          Ti  dv 

In  coordinate  generali  assumeranno  evidentemente  la  forma 

■3ii"  =  °'3ir+P3ir 

3W_     3^   ,   .3;^ 

dv  ~^  du^    dv  ' 

dove  i  coefficienti  a,  p,  y,  3  resteranno  fissi  al  variare  della  soluzione  ^ 
della  (a).  Ora  basta  osservare  che  tre  soluzioni  della  (a)  sono 

^  =  x  ,  y  ,  a 

e  ì  corrispondenti  valori  di  W  vengono  dati  da 

W  =  X,  Y,  Z 

per  dedurne  che  i  valori  di  a,  ^,  y»  ^  sono  precisamente  gli  stessi  come 
nelle  formolo  fondamentali ,(1,  pag.  117) 

3w  ~"     du  dv 


ax       dx  , 


dx 
di} 


e  le  domandate  relazioni  si  scrìvono  quindi: 


ih) 


aw 


FB'  -GPa^       FD 

EG  — F    du  "^ 


ED'  a* 


EG  — F*    dv 

FD'-GD'  a*       Fiy-ED''  3* 
EG  — F    du  "^    EG  — F    dv 
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Quando  adunque,  per  una  superficie  S  riferita  ad  un  qualunque 
sistema  curvilineo,  si  conosca  una  soluzione  4>  della  (a),  ne  verrà  indi- 
viduato un  sistema  oo'  normale  di  circoli  ortogonali  alla  S,  situati  nei 

piani  normali  alle  linee  4>  =  costante  e  di  raggio  R  =  -^i::::::  .  Calco- 

lata,  con  una  quadratura,  la  corrispondente  funzione  W  dalle  (6),  ne 

risulteranno  determinate,  in  termini  finiti,  tutte  le  superficie  S  ortogo- 
nali ai  circoli  mediante  la  formola  (VII*) 

,    t        C  — W 

^         V  Al  ^ 

Osservando  che,  secondo  le  formolo  (20)  e  le  (VI),  si  ha  qui 

vAi  ^  vAi<> 

_Ai*  — (C--W)*  2(C  — W)v^'a;<I> 

^^^^-A,<1>  +  (C-W)*'  ^®''^"~  A,ct>  +  (C-W)*  ' 

le  formolo  (7)  pag.  135,  che  danno  le  coordinate  di  un  punto  (a?,  y,  e)  mo- 
bile sopra  una  superficie  S  ortogonale  ai  circoli,  diventano 

2<i>  /Kv.24>(C  — W)^ 

colle  analoghe  per  y,  £r.  Conviene  calcolare  altresì  i  valori  dei  coseni  di 
direzione  X,  Y,  Z  della  normale  alla  S  dalle  formolo 

X  =  0,  cost  —  «1  sen  t , 

che,  avendo  riguardo  alle  precedenti,  ci  danno 

^  2(C  — W)  ,     .,   ,    A,^  — (C  — W)% 

(^  X=A.4>  +  (C-Wr^^^-'^^-^-A.4>  +  (C-W)«^ 

colle  analoghe  per  Y,  Z. 
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§.  274. 
Relazione  col  problema  della  rappresentazione  sferica. 
Se  in  luogo  della  fonzione  ausiliaria  ^  introduciamo  l'altra 


-=M 


a*  ,   ,  1  a4>  ,  \ 


che  già  compare  nella  forinola  (VII),  all'equazione  di  Laplace  (V)  veniamo 
a  sostituire  l'equivalente 

(Y*\  ^^  —  31ogN/E^  3W       31ogv/"G^  3W 

^     ^  dudv  dv        du  ^       du        dv  ' 

dove  E',  G'  sono  i  coefficienti  dell'  elemento  lineare  sferico  rappresenta- 
tivo di  S.  La  (V*)  non  è  altro  che  l'equazione  dalla  quale  al  Gap.  V 
(I,  pag.  174)  abbiamo  fatto  dipendere  la  ricerca  delle  superficie  aventi 
a  comune  con  S  la  rappresentazione  sferica  delle  linee  di  curvatura. 
Già  da  questa  osservazione  appare  che:  il  problema  ddla  ricerca  dei 
sistemi  ciclici  normali  ad  una  data  superficie  S  equivale  alla  determina- 
jsione' delle  superficie  S'  aventi  a  comune  con  S  V  immagine  sferica  ddle 
linee  di  curvatura.  Vogliamo  ora  studiare  più  da  vicino  la  relazione  geo- 
metrica fra  i  due  problemi. 

Sia  dunque  S'  una  superficie  avente  la  medesima  immagine  sferica 
(delle  linee  di  curvatura)  di  S.  La  normale  in  un  punto  M'  di  S'  in- 
contrerà (ortogonalmente)  il  piano  tu,  tangente  nel  punto  corrispondente 
M  di  S,  in  un  punto  Mi  ^  (a?i  y^  jifi).  Indichiamo  con  A,  B  le  coordinate 
cartesiane  ortogonali  di  Mi  nel  piano  jt,  riferito  alle  tangenti  alle  linee 
di  curvatura  v,  u  come  assi  ;  avremo 

x,  =  x  +  AX,  +  BX,,    yi=*y  +  AYi  +  BY, 

jeri  =--  ;0f  +  A  Zi  +  B  Zj. 

Dobbiamo  ora  esprimere  che  le  sviluppabili  della  congruenza  formata 
dalle  parallele  condotte  pei  punti  Mi  ^  {xi,  y^,  b^  alle  normali  di  S 
corrispondono  alle  linee  di  curvatura  w,  v;  per  tal  modo  troveremo  evi- 
dentemente le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  cui  debbono  soddisfare 
le  incognite  A,  B.  Ora  i  coefficienti  della  rappresentazione  sferica  d'ella 
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nostra  congruenza  sono 

E'=|.    K^-0,    G'=|, 

e  perchè  T  equazione  differenziale  (G)  §  141  (I  pag.  305)  delle  srilup- 
pabili  della  congruenza  si  riduca  a 

du  do  =«  0 
dovremo  avere 

Ora 


'     ^  dv  du      r,  ja»     ys  ^  )' 


dunque  le  condizioni  per  A,  B  sono 


(T) 


?A  =  J_?Vg  ^  ^  A  a  Ve 
a»     YÈ  du  'du     y/G  ^  ' 

Di  qui  si  trae 

^(AVE)=|.(Bv'G), 

onde,  indicando  con  <^  una  funzione  incognita  ausiliaria,  potremo  porre 

1   d4>  1    9<I> 

(23)  A-^-^zV-  »     B=  — ^ 

Ve  ^^  \/G  ^ 

e  sostituendo  in  una  delle  due  precedenti  (t)  troviamo  per  *  precisa- 
mente r  equazione  (V)  di  Laplace.  Così  vediamo  nuovamente  che  i  due 
problemi  considerati  dipendono  dalla  medesima  equazione.  Di  più,  para- 
gonando le  formolo  (23)  colle  seconde  (VI),  possiamo  scriverle  così: 

(23*)  A  =•  —  :g  cos  <p  ,    B  =  —  ^  sen  <p  . 

L'interpretazione  geometrica  cercata  si  ha  evidentemente  nel  teorema 
seguente.  Per  costruire  tuUi  i  sistemi  ciclici  normali  ad  una  daia  super- 
ficie S,  si  consideri  una  superficie  qualunque  S'  avente  a  comune  con  S 
l'immagine  sfericct  delle  linee  di  curvatura;  i  piani  condotti  per  dine 
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normali  corrispondenti  di  S,  S'  sono  i  piani  dei  sistemi  cidici  cercati  e  i 
corrispondenti  co^  sistemi  cidici  si  avranno  con  quadrature. 

È  da  osservarsi  che  data  la  coppia  S,  S'  vi  sono  a>^  sistemi  ciclici 
corrispondenti  normali  ad  S.  Inversamente,  se  supponiamo  nota  S  ed  un 
sistema  ciclico  normale  a  questa,  si  avrà  4>  con  una  quadratura  e  le  (23) 
determineranno  una  delle  congruenze  richieste.  Le  superficie  S^  normali 
a  questa  congruenza  si  otterranno  con  una  seconda  quadratura,  che  por- 
terà suir  espressione  (I,  pag.  311) 


cioè  sopra 


_2x.'^*-2x,'^'*. 


AVÌ^+BVG^^_,^. 


cosi  con  due  quadrature  avremo  le  corrispondenti  superficie  S^  aventi  a 
comune  con  S  la  rappresentazione  sferica.  Si  osserverà  che,  moltipli- 
cando 4>  per  una  costante,  si  otterranno  oo^  di  questi  sistemi  paralleli 
di  superficie  S^ 

Una  conseguenza  notevole  risulta  dall' identità  dei  due  problemi  sopra 
esaminati,  quando  si  osservi  che  se  si  ha  un  sistema  ciclico  ed  una  sua 
superficie  ortogonale  S,  un'inversione  per  raggi  vettori  reciproci  lo  can- 
gierà  in  un  sistema  ciclico  normale  alla  superficie  inversa  Si. 

Ne  risulta:  Se  per  wna  superfìcie  S  si  conoscono  tutte  le  superficie  aventi 
a  comune  con  S  V  immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura,  basteranno 
quadrature  per  risolvere  il  problema  stesso  per  ogni  altra  superficie  Si  che 
derivi  da  S  con  un^  inversione,  <^) 

§.  275. 

Sistemi  ciclici  normali  ad  una  sfera  (o  ad  un  piano). 

Nella  discussione  al  §  273  abbiamo  lasciato  da  parte  il  caso  che  la 
superficie  £,  di  cui  si  vogliono  trovare  i  sistemi  ciclici  normali,  sia  una 
sfera  od  un  piano.  In  questo  caso  basta  servirsi  del  teorema  generale 
di  Ribaucour  al  §  269  per  ottenere  tutti  i  sistemi  ciclici  domandati. 
Prendasi  infatti  una  qualunque  superficie  S  e  si  costruiscano  gli  od*  cir- 
coli C  che  sono  normali  insieme  alla  S  ed  alla  sfera  1\  siccome  ogni 


(*)  Darboux.  LeQtms  T.  IV  n.  981, 
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tale  circolo  è  normale  due  volte  a  1,  la  nostra  congruenza  di  circoli 
ammette  tre,  e  quindi  oo^  superficie  ortogonali,  cioè  è  un  sistema  ciclico.  <^> 
È  facile  anche  vedere  a  quali  soluzioni  della  equazione  (V)  di  Laplace 
corrispondono  questi  sistemi  ciclici  normali  insieme  a  S  e  ad  un  piano 
0  ad  una  sfera  fissa.  L' equazione  (V)  possiede  invero  le  soluzioni  par- 
ticolari (I,  pag.  141) 

x,y,z,    a:*  +  y*  +  i^ 

e  quindi  anche  qualunque  loro  combinazione  lineare;  a  queste  soluzioni 
corrispondono  appunto  i  sistemi  ciclici  ora  considerati. 
E  infatti  se  si  fa  p.  e:  4>  =»  z,  si  ha 

Ai<>=  Ai£r=  1  — ZJ 

"         I-ZI 

R*  R* 

R  cos  tp  = Zi ,    R  sen  y  = Zg  . 

z  z 

Di  qui  risulta 

£^1  =  £r  +  R  cos  y  Zi  +  R  sen  ?>  Z,  =  0  , 

cioè  i  centri  dei  circoli  sono  sul  piano  xy,\  coseni  di  direzione  della 
normale  al  piano  del  circolo  sono  poi  dati  da  cos  ?>  Xj  —  sen  f  Xi, 
cos  'f  Y«  —  sen  y  Yi,  cos  f  Zg  —  sen  y  Zi  e  l' ultimo  è  nullo  per  le  formole 
precedenti,  cioè  i  circoli  sono  normali  al  piano  x  y  e.  d.  d. 
Se  facciamo  invece 

0  =  rj;*  +  y*  +  ^  —  ^{^'  costante) 
abbiamo 

J_34> 

Ve 

v/G  ^ 
indicando  Wi,  Ws  le  distanze  dell' origine  dai  piani  principali  di  S.  Se 


(^)  Alla  medesima  conclusione  si  arriva  mediante  consideraiioiii  di  metrica 
non  euclidea.  Si  riguardi  infatti  la  sfera  (od  il  piano  S)  come  T  assoluto  della 
rappresentazione  conforme  dello  spazio  non  euclideo  sullo  spazio  piano.  I  circoli 
ortogonali  alla  sfe^a  S  rappresentano  le  geodetiche  dello  spazio  iperbolico  e  la 
congruenza  dei  circoli  C  costruita  nel  testo  è,  nello  spazio  iperbolico,  la  con- 
gruenza delle  normali  a  S  che  è  dunque  normale  a  tutte  le  superficie  parallele. 
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ne  trae 

Ai$  =  4  jWì  +  W|{  =4  j*  +  e  — W*}, 

dove  al  solito  W  =  S  a;  X». 

Le  forinole  (VI)  danno  quindi 


4j4)  ^c  —  W\ 

ps  pt 

R  cos  9  =  —  2  ^  .  Wi  ,      R  sen  9  =  —  2  ^  W, . 

Ora,  indicando  con  S  la  distanza  del  centro  (xi,  yi,  e^  dall'  origine, 
abbiamo  dalle  (19): 

y  =  a:;-fyì^^;gfJ  =  4>-f(j-fR"  +  2Rcos9Wi  +  2Rsen9W, 

ossia  per  le  precedenti 

o  infine 

8«  —  R*  =  (j . 

Qnesta  esprime  evidentemente  che  tutti  i  nostri  circoli  tagliano  orto- 
gonalmente la  sfera 

5«  +  7]«  +  C'  =  (? 

col  centro  neir  origine.  Questa  è  reale  per  e  positivo,  riducendosi  alPo- 
rigine  per  e  =  0,  nel  qual  caso  i  circoli  passano  tutti  per  V  origine  stessa. 
Se  e  è  negativa,  si  può  dire  che  i  circoli  tagliano  in  punti  diametralmente 
opposti  la  sfera  reale 

Nei  sistemi  ciclici  considerati  uel  presente  §  tutti  i  piani  dei  circoli 
passano  per  un  punto  fisso.  Viceversa:  Se  i  piani  dei  circoli  di  un  sistema 
ciclico  passano  per  un  punto  fisso,  i  circoli  del  sistema  saranno  ortogonali 
ad  una  sfera  (reale  od  immaginaria)  ed  centro  nel  punto  fisso. 

E  infatti  se  i  piani  del  sistema  ciclico  passano  per  V  orìgine,  dovremo 
avere 

2  ^  (cos  9  Xt  —  sen  9  Xi)  =  0 , 

ossia 

cos  9  Wj  —  sen  9  Wi  =  0 , 
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e  quindi  per  le  seconde  (VI) 

Ve  ^         "  Vg 


(24)  ;^asr='^^"  ::^  a^=^^*' 


indicando  X  un  fattore  di  proporzionalità.  Ma  dalle  formolo  (a)  pag.  147 
8i  trae 

e  poiché  $  deve  soddisfare  la(V),  che  si  può  scrivere  sotto  Tuna  o 
l'altra  delle  due  forme 

1  / J_  3*\  ^  JL  3\^    J_  3* 

a^  / j_ a^\     j_ aVG  j_ a* 

3*\v/È^/       VG    ^    "  v/G  ^   ' 
dalle  (24),  avendo  riguardo  alle  (25),  segue 

cioè  X  costante.  Dalle  (24)  integrando  avremo 

*=-(ic*  +  y*  +  «*)  +  costante , 

ciò  che  dimostra  il  teorema. 

È  da  osservarsi  che  quando  i  piani  del  sistema  ciclico  passassero 

per  un  punto  comune  air  infinito,  fossero  p.  e.  paralleli  all'asse  delle  i, 

si  avrebbe 

cos  'f  Z2  —  sen  <p  Zi  =  0 , 
cioè 

1    94>  1    d^ 

V'E  ^  v/G  ^ 

« 

e  con  un  processo  affatto  analogo  al  precedente  ne  dedurremmo 
$  =  X  £f  +  e  (X,  (?  costanti).     . 
In  tal  caso  i  circoli  del  sistema  sarebbero  ortogonali  al  piano  ^e^»  -r  • 
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§.  276. 
Sistema  triplo  ortogonale  collegato  ad  un  sistema  ciclico. 

Riprendendo  ora  lo  studio  generale  dei  sistemi  ciclici,  associeremo 
alla  considerazione  del  sistema  ciclico  quella  della  congruenza  degli  assi 
dei  circólh  cioè  delle  normali  ai  loro  piani  nei  rispettivi  centri.  Servendoci 
delle  formolo  generali  del  §  273,  consideriamo  una  superficie  S  ortogonale 
al  sistema  ciclico  ed  in  un  punto  qualunque  P  di  S  tiriamo  le  tangenti 
P  A,  PB  alle  linee  di  curvatura  t?  =  costante,  u=  costante  fino  air  in- 
contro coir  asse  del  circolo  C  uscente  da  P.  Se  con  i^  '^i*  Ci;  in  fìt,  Ct 
indichiamo  le  rispettive  coordinate  di  A,  B,  troveremo  subito 

'    cos<p  *       ^      cos^  '  cos?> 

sentp    "   **      ^  '  seny  seny 

Derivando  le  prime  rapporto  a  v,  le  seconde  rispetto  ad  u,  coir  os- 
servare le  (a)  pag.  147  e  le  (IV*)  pag.  148,  ne  deduciamo  le  proporzioni: 

9£i  ,  951  ,  9Ci  9$«     3tqj     3C« 

dv  '   dv  '  dv         du  '  du  '  du 

=  cos  'f  X,  —  sen  y  Xi  :  cos  y  Yj  —  sen  y  Yi  :  cos  y  Z,  —  sen  y  Zi . 

I  tre  ultimi  termini  essendo  i  coseni  di  direzione  dell'asse  del  circolo, 
queste  proporzioni  ci  dicono  che  i  due  punti  A,  B  sono,  sull'  asse  del 
circolo,  i  due  fuochi  di  questo  raggio  nella  congruenza  degli  assi  dei 
circoli.  Dunque:  Le  sviluppabili  della  congmensfa  degli  assi  dei  circoli^ 
in  un  sistema  ciclico,  sono  sempre  reali  e  corrispondono  aUe  linee  di  cur- 
vatura cU  una  qualunque  superficie  S  ortogonale  ai  circoli;  le  tangenti  in 
un  punto  qualunque  P  di  S  alle  sue  linee  di  curvatura  vanno  ad  incon- 
trare Vasse  del  corrispondente  circolo  nei^due  fuochi. 

Da  questo  teorema  segue  che  sopra  tutte  le  superficie  S  ortogonali 
ai  circoli  le  linee  di  curvatura  si  corrispondono  e  quindi,  pel  teorema 
di  Darboux-Dupin  al  §  172  (I,  pag.  383),  abbiamo  T  importante  risultato 
di  Ribaucour:  Le  od^  superficie  ortogonali  ai  circoli  di  un  sistema  ciclico 
formano  sempre  una  famiglia  di  Lamé,  cioè  appartengono  ad  un  sistema 
triplo  ortogonale. 

^enza  invocare  il  teorema  inverso  di  Dupin,  possiamo  dimostrare 
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questa  proposizione  fondamentale  colle  osservazioni  seguenti.  Indichiamo 
con  Si  le  superficie  luogo  dei  circoli  tt  =  costante,  con  Sj  quelle  luogo 
dei  circoli  v  =  costante.  Poiché  una  Si  taglia  tutte  le  S  ortogonalmente 
lungo  linee  di  curvatura,  queste  sono  altresì  linee  di  curvatura  di  Si, 
che  ha  dunque  per  secondo  sistema  di  linee  di  curvatura  i  circoli 
u  =  costante.  La  normale  in  P  alla  Si  è  quindi  la  tangente  P  A  alla 
linea  di  curvatura  (t;)  di  S  e  similmente  la  normale  in  P  alla  S^  sarà  la 
tangente  P  B  alla  u  sopra  S;  dunque:  le  tre  serie  di  superficie  S',  S'i,  S'* 
costUuiscono  un  sistema  triplo  ortogonale,  e.  d.  d.  Osserviamo  poi  che  se 
si  indica  con  2p  la  distanza  focale  AB  sull'asse  del  circolo  e  con  S  la 
distanza  del  centro  del  circolo  dal  punto  medio  deirasse,  avremo 

onde  potremo  porre 

8  =  pcosa,    R  =  pseno, 

indicando  a  un  angolo  reale. 

Ritornando  alla  proprietà  sopra  dimostrata,  che  le  sviluppabili  della 
congruenza  degli  assi  dei  circoli  corrispondono  alle  Unee  di  curvatura  di 
una  qualunque  delle  superficie  S  ortogonali  ai  circoli,  non  sarà  inutile 
provare  che  la  proposizione  si  può  invertire  ed  enunciare  il  teorema: 
La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  un  sistema  co^  di  circoli 
ortogonali  ad  una  superficie  S  sia  un  sistema  normale  è  che  le  sviluppa' 
bili  della  congruenza  degli  assi  dei  circoli  corrispondano  alle  linee  di 
curvatura  di  S.  Si  è  visto  che  la  condizione  è  necessaria;  per  provare 
che  è  anche  sufficiente  suppongasi  verificata  e  sopra  ogni  asse  del  circolo 
indichisi  con  Ti,  Tg  le  ascisse  dei  fuochi,  riferiti  al  centro  dei  circoli  come 
origine.  Per  le  coordinate  £i,  7]i,  Ci  dell' un  fuoco  avremo 

Si  =  a;  -f  R  (cos  ?  Xi  4-  sen  ^  X,)  +  Ti  (cos  ?j  Xj  —  sen  ?  XO 

e  analogamente  per  yji,  Ci.  Se  supponiamo  che  questo  fuoco  corrisponda 
alla  sviluppabile  u  =  costante,  dovremo  avere  le  proporzioni 

3^1     9tìi     3Ci  ^  ^ 

dv'-Tv  '■  a^  =  «'syX,-8enyX.: 

:  cos  Yi  —  sen  9  Yi  :  cos  y  Z2  —  sen  (p  Zi . 

Con  un  semplice  calcolo  si  trova  che  esse  si  risolvono  nella  seconda 
delle  (IV*)  pag.  148  e  Ti  deve  avere  il  valore  Ti:=  —  B,tgrp.  Simihnente 
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considerando  le  sviluppabili  v,  si  trae  Ts  =  R  cot  7  e  si  ritrova  la  prima 
delle  (IV*),  ciò  che  dimostra  il  nostro  teorema. 

§.  277. 


Le  congrnenjse  rettilinee  cicliche 


a). 


Diremo  ciclica  una  congruenza  rettilinea  quando  i  suoi  raggi  siano 
gli  assi  di  un  sistema  ciclico.  Vogliamo  ora  ricercare  a  quale  condizione 
dovrà  soddisfare  una  congruenza  rettilinea  perchè  sia  ciclica.  Come  si 
vedrà,  la  condizione  dipende  unicamente  dalla  immagine  sferica  delle 
sviluppabili,  che  sappiamo  dovere  esser  sempre  reali. 

Tratteremo  solo  il  caso  generale  supponendo  che  queste  immagini 
sferiche  delle  sviluppabili  formino  due  sistemi  distinti  di  linee  u,  t;  e  ci 
serviremo  delle  formolo  di  Guichard  al  §  147  (I,  pag.  316)  che  danno 
le  congruenze  con  assegnata  immagine  sferica  delle  sviluppabili 


(26) 


ds'  =  Edu'  +  2Fdudv  +  G  dv" . 


Ricorderemo  che  il  problema  dipende  dalP equazióne  di  Laplace: 


<-)a+i\iii+r.ii+ 


3 
.3u 

12)        3 
l\^  dv 

'M 

P  =  0, 


a  cai  soddisfa  la  semi-distanza  focale  p;  ad  ogni  soluzione  p  di  questa 
corrisponde  una  congruenza  della  specie  richiesta,  e  le  coordinate  del 
punto  medio  {x,  y,  e)  del  raggio  sono  date  per  quadrature  dalle  formolo 
(32)  §  149  (I,  pag-  321): 


(28) 


dx 


X-v/E  sen|pX,- VEcos|pX, 
X-\/G  sen|pX,  + VGcos|pX,. 


Indicando,  come  alla  fine  del  §  precedente,  con 
8  =  p  cos  a ,     R  =  p  sen  0 
la  distanza  del  centro  {xy,  yi,  zi)  del  circolo  dal  punto  medio  (x,  y,  z) 


(^)  I  teoremi  sulle  congruenze  cicliche  di  questo  e  dei  seguenti  §§  furono 
stabiliti  dair  Autore  nei  tomi  XVIII  e  XIX  (serie  seconda)  degli  Annali  (1890). 
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ed  il  raggio,  dovremo  porre  nelle  forinole  generali  al  §  269 

^1  =  a?  +  p  cos  a  X ,  yi  =  y  -f-  p  eoa  0  Y,  iTi  =  0  -1-  p  C08  Z  , 

indi  potaremo  fare 

«1  =  Xi  ,    p,  =s  Yi  ,    Yi  s=s  Zi 
«,=  X,  ,    p,  =  Yt  ,    T.  =  Z,. 

Calcoliamo  ora  T  equazione  a  differenziali  totali  (8)  pag.  136,  serven- 
doci delle  formolo  (30)  §  148  (I,  pag.  320),  e  troveremo  dapprima: 


/ 


(29) 


Ve  sen  jr  (1  —  cos  o)pXi  —  VE  cos  -  p  (1  —  cos  a)  X, 

À  2 


^|p(l-C08a)|  +  2J^j2jp]x- 


Q 


—  VGsen  -p(l  +COSO)  X,  +  VG cos  r- p (1  +  cos o) X, , 


indi  per  l'equazione  a  differenziali  totali: 

(30)  <»=jVÈtg|co8(«+^)+A|dtt- 


Vg  cot  I  cos  (  <  —  I)  +  B  j  <fc  , 


dove  si  è  posto  (I,  pag.  320) 


Vii? 


\^-2  atJ  + 


G|12 


E    2 


sen  Q 


sen  Q. 


La  equazione  (30)  offre  la  notevole  particolarità  di  dipendere  uni- 
camente dalla  immagine  sferica  delle  sviluppabili  della  congruenza,  onde 
segue:  T%Me  le  cangrueme  che  hanno  a  comune  V immagine  sferica  ddle 
sviluppabili  con  una  congruenza  ciclica  sono  cicliche. 
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Scrivendo  le  condizioni  d'integrabilità  per  la  (30),  coli' osservare  l'i- 
dentità (§  243,  pag.  58) 

troviamo  per  le  condizioni  richieste: 

|.(VGcot|)=.'EJ'fjcot|c..a->'GJ'^^|t«| 

(VÈtg?)=/6f^^|tg|ca-/E|'/|coli. 


,v- 


e  queste,  esprìmendo  le  derivate  dei  coefficienti  pei  simboli  di  Christoffel, 
si  convertono  nelle  equivalenti: 

f  3 coso       .  ,  ,.  il2 

=  2  (cos  a  —  1) 


du  ^  '  {  2 

(31) 

3 coso       ^  .  .   ,v  (12 

=  2  (cos  0  +  1) 


La  condizione  d'integrabilità  per  queste  equazioni  ci  dà: 


(32) 


d(  12)      3  (12)1  d  (12)    ,    3  (12)       ,  (12) (12 

S2r3Ì.|l|J^^^^  =  3;iili  +  3-j2r'|liÌ2 


onde,  se  questa  non  è  un'identità,  ne  dedurremo  per  cos  o  un  valore 
unico  e  determinato,  e  la  congruenza  sarà  ciclica  se  questo  valore  di 
cos  0  soddisferà  le  (31);  di  più,  se  il  sistema  ciclico  è  reale,  dovrà  risul- 
tare |cos  o|<;  1.  Ne  concludiamo:  Ad  una  congruenza  ciclica  si  pub,  in 
generaiey  associare  uno  ed  un  sólo  sistema  ciclico,  i  cui  assi  sono  i  raggi 
della  congruenza. 

La  forma  delle  equazioni  (3f)  suggerisce  il  confronto  colle  formolo 
analoghe  ottenute  al  §  239  (pag.  42)  quando  abbiamo  trattato  il  problema 
di  riconoscere  se  una  superficie  può  ricevere  una  deformazione  finita, 
nella  quale  un  sistema  (u,  v)  attualmente  coniugato  rimanga  coniugato. 

Le  formolo  attuali  (31)  si  riducono  infatti  alle  (29)  del  citato  §,  ponendo 


_  cos  0  +  1 


e  quindi,  prescindendo  come  nel  teorema  di  Darboux  (§  271)  dal  reale 
od  immaginario,  abbiamo  il  risultato: 
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A/finchè  una  congruenza  rettilinea  sia  ciclica  è  necessario  e  sufficiente 
che  l'immagine  sferica  delle  sue  sviluppabili  sia  altresì  V immagine  cU  m 
sistema  coniugato  di  una  superficie  che  si  conserva  coniugato  in  una  defor- 
mcmone  di  questa. 

Avvertiamo  però  subito  che  se  il  sistema  ciclico  è  reale  la  corri- 
spondente deformazione  di  una  superficie  S  reale,  avente  per  immagine 
di  un  sistema  coniugato  quella  delle  sviluppabili  della  congruenza,  è 
necessariamente  immaginaria,  poiché,  risalendo  alle  formolo  del  citato 
§  239  ne  risulta 


cioè 


^■='  +  v  — o 


'itgj 


I  nuovi  valori  di  D,  D"  (D'  =  0)  per  la  superficie  deformata  sono 
dunque  puramente  immaginarli  e,  volendo  restare  nel  reale,  converrà 
realizzare  la  nuova  forma  di  S  nello  spazio  d'elemento  lineare 

ds'  =  da^  +  di/'  —  d0'. 

Dalle  formolo  precedenti  può  dedursi  un'altra  conseguenza  impor- 
tante, contenuta  nel  teorema  di  Ribaucour  :  Sulla  superficie  inviluppo  dei 
piani  dei  circoli  in  un  sistema  ciclico^  alle  sviluppabili  deUa  congruenza 
degli  assi  (cioè  alle  linee  di  curvatura  delle  superficie  ortogonali  ai  òr- 
coli)  corrisponde  un  sistema  coniugato. 

Indicando  con  W  la  distanza  dell'  origine  dal  piano  del  circolo,  abbiamo 

Formando  le  *derivate  parziali 

du  '    dv   '  dudv 

facendo  uso  delle  formolo  al  §  148  (I,  pag.  320)  e  delle  precedenti,  si 
trova  facilmente  che  W  soddisfa  l'equazione  di  Laplace 

yW        (12)3W        il2)3W^p^^^^ 


dudv        \l)    du         \2)   dv 
ciò  che  dimostra  appunto  il  teorema  (Cf.  I,  pag.  174). 
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§.  278. 
Congraenze  infinite  volte  cicliche  e  congraenze  cicliche  normali. 

A)  II  teorema  sopra  stabilito  che  una  congruenza  rettilinea  ciclica  è 
tsna  sola  velia  ciclica  soffre  un'eccezione  molto  notevole;  questa  si  pre- 
senta allora  ed  allora  soltanto  quando  la  (32)  risulta  un'identità,  per 
la  qual  cosa  debbono  sussistere  le  relazioni 

Secondo  il  calcolo  già  eseguito  al  §  252  sulle  identiche  equazioni  ivi 
segnate  (62)  (pag.  83),  queste  esprìmono  che  le  linee  sferiche  (u,  v)  sono 
le  immagini  delle  assintotiche  di  una  superficie  S,  per  la  quale  la  cur- 
vatura E  ha  r espressione: 

Di  queste  superficie  abbiamo  trattato  ai  §§  249-251  ;  possiamo  enun- 
ciare il  nostro  risultato  col  teorema:  Le  uniche  congruerufe  che  siano 
più  Swna  vdta  e  quindi  infinite  volte  cicliche  sono  le  congruente  di 
Rìbaucour  (§  229)  che  hanno  per  superficie  generatrice  una  superficie  détta 
classe  (A). 

Inoltre  la  (32)  ci  dimostra  che  esse  sono  le  uniche  congruenze  di 
Bibaucour  cicliche,  poiché  se  la  congruenza  è  di  Ribaucour  si  ha 

3^(12)  ^  3^1121 
dv\2)       du\l\ 

e,  se  essa  è  ciclica,  per  la  (32)  dovranno  sussistere  Te  (33). 

Un'altra  proprietà  degli  attuali  sistemi  ciclici  può  dedursi  d£^  teo- 
rema di  Bibaucour  alla  fine  del  §  precedente,  ove  si  consideri  la  super- 
ficie £  inviluppo  dei  piani  dei  circoli.  Su  questa  il  sistema  (u,  v)  sarà 
coniugato  e,  corrispondendo  la  1  per  parallelismo  di  normali  alla  S,  la  S 
non  è  altro  che  una  delle  superficie  associate  considerate  al  §  252.  Dunque  : 
In  ogni  sistema  cidico  i  cui  assi  formino  ima  congruenza' di  Bibaucour 
(che  abbia  quindi  per  superficie  generatrice  una  superficie  S  detta  classe  (A)) 
V  inviluppo  dei  piani  dei  circoli  è  una  superfìcie  1  suscettibile  di  una  defor- 
mcuficne  continua  che  conserva  un  sistema  coniugato. 


166  CAPITOLO  XYIII.  —  §.278 

Notevole  è  il  caso  che  la  superfìcie  S  sia  pseudosferìca;  allora  si  ha 
(12)       ^      (12) 

e  la  congruenza  degli  assi  dei  circoli  è  una  congruenza  di  Quichard 
(§§  151  e  230),  le  cui  sviluppabili  tagliano  le  due  superficie  focali  secondo 
le  loro  linee  di  curvatura.  In  tal  caso,  per  le  (31),  l'angolo  o  può  avere 
un  valore  costante  qualunque,  cioè  sopra  ogni  asse  il  centro  del  circolo 
divide  (internamente)  in  rapporto  costante  il  segmento  focale.  In  parti- 
le 
colare  per  o  =-  ogni  circolo  del  sistema  ha  il  centro  nel  puato  medio 

deirasse,  ed  il  suo  raggio  eguaglia  la  semidistanza  focale.  In  que^i 
particolari  sistemi  ciclici,  caratteriezati  dalla  proprietà  che  U  centro  dd 
circolo  divide  sopra  ogni  asse  in  rapporto  costante  U  segmento  focale,  Vin- 
viluppo  dei  piani  dei  circoli  è  una  superficie  di  Voss. 

B)  In  secondo  luogo  ci  proponiamo  qui  di  determinare  tutte  le  con- 
gruenze che  sono  ad  un  tempo  cicliche  e  normali.  Intanto  dal  teorema 
alla  fine  del  §  272  segue  che  le  normali  di  una  qualunque  superficie 
pseudosferica  formano  una  congruenza  ciclica  e,  pei  risultati  generali 
al  §  277,  anche  per  qualunque  superficie  avente  a  comune  con  una  pseudo- 
sferica l'immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura  le  normali  formeranno 
una  congruenza  ciclica.  Si  può  facilmente  dimostrare  che  queste  sono  le 
uniche  congruenze  normali  e  cicliche. 

Applicando  infatti  le  formolo  del  §  277  per  le  congruenze  cicliche, 
nell'ipotesi  di  una  congruenza  normale  avremo" 

n       ^      (12)_31ogVÈ       (12)        31og  v^G 


2  '   I  1  )  dv         '   (  2  )  du       ' 

e  le  (31)  potranno  scriversi 

du  du  ^  dv  dv        ' 

Cangiando  i  parametri  m,  v,  potremo  prendere  semplicemente 


v/È  =  co8(|),  v^G  =  8en(|), 
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e  per  T  elemento  lineare  sferico  avremo 

(fe»  =  cos*e  du*-f  sen'e rft;» , 

oye si  è  posto  ^-  ^  >  Ora  queste  linee  sferiche  u,  v  sono  appunto  le  im- 

magini  delle  linee  di  curvatara  di  una  superficie  pseudosferica,  poiché 
ponendo 

ri  =  cot  e ,  r,  =  —  tg  e , 

con  che  rirt= —  1,  si  soddisfano  le  equazioni  di  Codazzi  (I,  pag.  167) 
__(ri-r.)  — gjj— 
^i_  (r       r\  31ogv^G 

Dunque:  Le  congruenjse  normali  cicliche  sono  tutte  e  sóle  queUe  détte 
normali  ad  una  superficie  avente  a  comune  con  una  superficie  pseudosferica 
V  immagine  sferica  détte  linee  di  curvatura. 


§.  279. 
Forma  dell*  elemento  lineare  dello  spailo  riferito  ad  un  sistema  ciclico. 

Ritorniamo  ora  ai  sistemi  ciclici  generali  per  considerare  il  sistema 
triplo  ortogonale  corrispondente  (§  276)  e  calcolare  la  forma  dell'elemento 
lineare  dello  spazio  riferito  ad  un  tale  sistema. 

Essendo  t  una  soluzione  qualunque  delF  equazione  a  differenziali  totali 
(30),  le  formolo 

• 

Ì£  =  a?  +  P  cos  0  X  +  P  sen  0  (Xi  cos  <  +  X2  sen  t) 
TQ  =  y  +  P  cos  o  Y  +  p  sen  0  (  Yi  cos  «  +  Y,  sen  {) 
C  =  ^  +!p  cos  0  Z  +  p  sen  0  (Zi  cos  <  +  Z,  sen  ()     . 

danno  le  coordinate  £,  t],  C  di  un  punto  mobile  sopra  una  delle  superficie 
ortogonali  ai  circoli. 

Ora  indichiamo  con  w  la  costante  arbitraria  che  entra  in  ^,  e  ri- 
guardiamo i,  T],  C  come  funzioni  delle  tre  variabili  u,  v,  w.  Derivando 
le  (34),  coli'  osservare  le  formolo  già  sopra  usate  del  §  148  (I,  pag.  320), 


168 
troviamo 


(34*) 
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IJ-AX  +BX.  +  CX. 

dv 
35 


=  A'X  +B'X,  +  CX, 

g^=«X.+  pX.. 
colle  analoghe  per  t],  C,  dove  ponendo 

(L  =  |^-VEtg|s«,(<+?)p  + 


2  COSO  (12 


(35) 


si  ha 


\ 


M  =  |P+Vacot|se.(<-|),-^ 


1+coso  (  2 
2  coso   (12 


-coso  {  1 


A  =  (cos  o  +  1)  L    ,      B  =  sen  o  cos  <  L    ,      C  =  sen  o  sen  t  L 

A'  =  (cos  0  —  1)  M   ,      B'  =  sen  0  cos  ^  M  ,      C  =  sen  o  sen  t  M 

dt  dt 

a  =  -  gen  0  sen  f  p  g-  ,      p  =  sen  a  cos  <  p  g-  . 

Da  queste  formolo  risultano  subito  le  altre 

Per  il  quadrato  d^  =  di^-{-dff+dl^  dell'elemento  lineare  dello  spazio, 
riferito  al  sistema  triplo  (w,  v,  w),  otteniamo  quindi 

(36)  (fa*  =  4  costì  L*  du^  ^-  4  sen»  {£j  W  dv^  +  sen'o  p«  (~X  dw"  . 

In  questo  calcolo  non  abbiamo  fatto  uso  che  delle  formolo  generali 
al  §  277  senza  riferirci  al  teorema  di  Ribaucour  (§  276),  il  quale  ae 
risulta  così  nuovamente  confermato,  poiché  la  formola  (36)  ci  dice  che: 

Jl  sistema  (m,  t;,  w)  è  un  sistema  triplo  ortogonale. 
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§.  280. 
Determinazione  delle  immagini  sferiche  delle  congmenze  cicliche. 

La  ricerca  dei  sistemi  ciclici  si  può  decomporre  in  due  problemi  suc- 
cessivi, e  cioè: 

l.^  Trovare  tutti  i  sistemi  di  linee  sferiche  UyV,  che  sono  immagini 
delle  sviluppabili  di  una  congruenza  ciclica. 

2.®  Costruire  le  congruenze  che  hanno  un'  assegnata  immagine  sferica 
delle  sviluppabili. 

Del  secondo  problema  abbiamo  già  fatto  conoscere  al  §  147  (I,  pag.  316) 
la  trattazione  di  Guichard,  che  lo  riduce  air  integrazione  di  un'  equa- 
zione di  Laplace. 

Quanto  al  primo  si  può  risolvere  completamente,  facendo  uso  del 
seguente  teorema: 

Fra  le  congmenze  cicliche,  aventi  a  comune  l'immagine  sferica  deUe 
sviluppabili,  se  ne  possono  sempre  scegliere  infinite  per  le  qiMdi  i  circoli 
corrispondenti  passino  per  tm  punto  fisso  dello  spazio. 

Per  dimostrarlo,  supposte  fissate  le  linee  sferiche  u,  v,  indichiamo  con 
con  1^0  una  soluzione  particolare  qualunque  della  equazione  a  differenziali 
totali  (30)  e  sia  Wo  il  corrispondente  valore  di  w.  Determiniamo  p  dalle 
due  equazioni  simultanee 

L  =  0    ,      M  =  0  , 
ossia  dalle  due: 

'31ogp  /^  ^    ^       L   \  ^\         2  coso    il2 

^^=   v/Etg-8en(^o+2)-^-^^^:p-lJ2 


\      dv  2        \  "       2  /    '    COS  o  —  1  ( 


le  quali,  in  virtù  delle  formole  al  §.  277,  risultano  fra  loro  compatibili 
e  danno  per  p  appunto  una  soluzione  della  equazione  di  Laplace  (27). 
Nel  corrispondente  sistema  ciclico  avremo,  a  causa  delle  (34*) 


^=». 

ì'"' 

du            1 

^:=« . 

i-:=o-. 

]  per  w  =  wo; 
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dunque  la  superficie  w-Wq  si  riduce  ad  un  punto  (&,  irio,Co)9  pel  quale 
vengono  conseguentemente  a  passare  tutti  i  circoli  del  sistema  ciclico. 

Ne  risulta  che  si  ottengono  tutte  le  immagini  sferiche  delle  svilup- 
pabili delle  congruente  cicliche  colla  costruzione  seguente: 

Prendasi  una  superficie  arbitraria  S  e  per  un  punto  fisso  0  dello 
spazio  si  conducano  i  circoli  normali  ad  S  ;  questi  costituiscono  un  sistema 
ciclico  (^)  e  le  immagini  sferiche  delle  sviluppabili  della  congruenza  dei 
loro  assi  danno  le  linee  più  generali  richieste. 

§.  281. 
Inviluppi  di  sfere  sulle  cui  tolde  si  corrispondono  le  linee  di  cnrratora. 

Termineremo  queste  ricerche  sulla  teoria  dei  sistemi  ciclici  col  di- 
mostrare che  essa  può  anche  riguardarsi  come  la  teoria  degli  inviluppi 
di  sfere  stdle  cui  falde  si  corrispondono  le  linee  di  curvatura. 

Consideriamo  infatti  un  qualunque  sistema  ciclico  e  due  superficie  1,T 
ortogonali  ai  circoli,  riguardando  sopra  1,  £'  come  corrispondenti  i  due 
punti  P,  F  d'incontro  col  medesimo  circolo  C.  Le  normali  in  P,P'  a  1,1' 
(tangenti  a  C)  s' incontrano  in  un  punto  0  ad  egual  distanza  da  P,  F  e 
la  sfera  descritta  con  centro  0  e  con  raggio  0  P  =  0  F  tocca  2  in  P 
e  2'  in  F.  Facendo  variare  la  coppia  (P,  P')  abbiamo  una  doppia  infinità 
di  sfere  e  le  due  falde  del  loro  inviluppo  sono  I,  2'  ;  dunque  : 

Due  qualunque  superficie  ortogonali  ai  circoli  di  un  sistema  cidico  som 
le  due  falde  di  un  inviluppo  di  sfere,  che  si  corrispondono  per  linee  di 
curvatura. 

Inversamente  dimostriamo  :  Se  sopra  le  due  falde  2,  2'  di  un  inviluppo 
di  sfere,  riguardando  come  corrispondenti  i  due  punti  P,  F  di  contatto 
di  ogni  sfera  con  2,  2',  si  corrispondono  le  linee  di  curvatura,  i  circoli 
normali  in  ogni  coppia  di  punti  corrispondenti  P,  F  a  2, 2'  co^uiscono 
un  sistema  ciclico. 

Deduciamo  facilmente  la  dimostrazione  del  nostro  teorema,  insieme 
all'inverso  già  dimostrato,  dai  calcoli  eseguiti  al  §  262  (pag.  115)  per 
la  ricerca  degli  inviluppi  di  sfere  sulle  cui  falde  si  corrispondono  le  linee 
di  curvatura.  Riprendendo  le  notazioni  ivi  adoperate,  vediamo  subito  che 


(*)  Ciò  risulta,  se  si  vuole,  dal  §  275,  e  più  semplicemente  dalP  osservare  che 
un'  inversione  per  raggi  vettori  reciproci  rispetto  al  punto  0  trasforma  i  detti 
circoli  nelle  normali  alla  superficie  inversa  della  S. 
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le  coordinate  Xi^yi.Zi  del  centro  del  nostro  circolo  G  saranno 

T  T  T 

cos  a  cos  0  cos  a 

mentre  il  suo  raggio  R  è  dato  da 

R  =  T  tg  a  . 

D'altronde,  poiché  la  normale  al  piano  del  circolo  ha  i  coseni  di 

direzione 

Xs  ,    Y|  ,    Zt  , 

potremo  applicare  le  formolo  generali  del  §  269  ponendo 

flti  =  Xi  ,    Pi  =  Yi  ,    Ti  =  Zi 
«t  =  X3  ,    p$  =  Ys  ,    T«  =  Z3  . 

Il  calcolo  dei  coefficienti  dell'equazione  a  differenziali  totali  (8)  del 
detto  paragrafo,  avendo  riguardo  alle  formolo  fondamentali  dei  §§.  254, 
255,  porge: 


V.     dx^      T  sen  3  33 

^'^'du  ~    C08*0    3m  ' 

y,     3a?i       T  sen  0  3o 
^"^'dv  ~~   cos'o   Zv 

V,  ^  3»,  _    T     Do 
^  *  du       cos  3  ^g- 

y  ^  3a;,  _    T     D'o 
^   *  3t;        cos  0  ^jg- 

^  ^  3ai        D'o 

\ 

Costruendo  ora  le  equazioni  di  condizione  (I),  (II),  (III)  §  269  perchè 
il  sistema  di  circoli  sia  normale,  si  trova  che  la  (II)  è  identicamente 
soddisfatta  e  le  (I),  (III)  si  riducono  all'  unica  : 

I7t'^t>,       In  (^^  .  sen  0  cos  0 3  v/Gì\^,       v^Èi  3  v^ÈL„     ^ 

v/G,^Do-/Go(^3^  +  --^- — 3irf^-7^;^^^^^«^-3r^«=«- 

Ora  questa  coincide  colla  (38)  §  262  ed  esprime  appunto,  per  quanto 
ivi  abbiamo  visto,  che  le  linee  di  curvatura  di  S,  X'  si  corrispondono. 

Possiamo  evidentemente  enunciare  i  risultati  ottenuti  anche  nel  modo 
seguente:  Ci/ndizione  necessaria  e  sufjicienJte  affinchè  un  sistema  oo'  di  dr- 
cdij  ortogonali  a  due  superficie  S,  1'  ammetta  un'intera  serie  di  superficie 
ortogonaii  è  che  sopra  S,  I!  si  corrispondano  le  linee  di  curvatura. 


Capitolo  XIX. 


n  nnoTO  metodo  di  Weingarten  per  la  ricerca  delle  superficie 

applicabili 


Descrizione  del  nuovo  metodo  di  Weingaiten  oome  collegato  alla  deformarione  della  faldi 
focale  di  una  oongruensa  di  raggi.  ~  Gonsiderasioni  geometriche  di  Darboux  lelatire 
alle  Beconde  linee  di  stringimento  sulla  falda  focale.  —  Formolo  generali  di  Darboux 
relative  al  triedro  mobile  ed  equivalenza  di  esse  alle  formolo  di  Codasri  e  di  Gauss.  — 
Forme  ridotte  del  dà^  oome  soddisfacenti  alla  condizione  K  y^EQ — F*— ±  1 .—  Calcolo 
della  nuova  equazione  (W)  di  Weingarten  per  Tapplicabilità  e  corrispondenza  delle  sue 
soluzioni  alle  deformazioni  della  superficie  primitiva. — Esame  dei  casi  eccezionali  secondi» 
Hessenberg.  —  Riduzione  del  caso  generale  all'equazione  di  Ampère  : 

§.  282. 

Prelimixiari. 

Allo  studio  delle  proprietà  generali  delle  superficie  dedicheremo 
ancora  questo  ed  il  seguente  capitolo,  nel  quale  riprendiamo  a  trattare 
il  secondo  problema  dell'applicabilità  (I,  §§.  108  e  seguenti)  per  &r  co- 
noscere i  nuovi  ed  importanti  risultati  conseguiti  da  Weingarten  nella 
memoria  del  1894:  Swr  la  déformatìon  des  surfaces,  che  riportava  il  gran 
premio  delle  scienze  matematiche  dell'Accademia  di  Parigi  (^).  Il  prin- 
cipale risultato  ottenuto  da  Weingarten  colle  sue  nuove  ricerche  consiste 
in  una  radicale  trasformazione  dell'ordinaria  equazione  dell'applicabilità 

(A)  A«e  =  (l-.Aie)K  . 

Secondo  quanto  abbiamo  osservato  alla  fine  del  §.  271  (pag.  143), 
l'equazione  (A)  abbraccia  in  sostanza  due  distinti  problemi  geometrici 
e  cioè  1.®  il  problema  della  deformazione  di  una  superficie  S  di  dato 
elemento  lineare,  2.^  il  problema  della  ricerca  dei  sistemi  oo*  normali 
di  circoli  giacenti  nei  piani  tangenti  di  S.  Le  soluzioni  9  della  (A)  cor- 
rispondenti al  primo  od  al  secondo  problema  si  distinguono  dal  rendere 


(^)  Acta  Mcftematica  t.  20. 
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nel  primo  caso  Ai9<;i,  nel  secondo  AiG^l.  Un  primo  effetto  della 
trasformazione  di  Weingarten  è  di  separare  nettamente  i  due  problemi, 
scindendoli  anailiticamente  in  due  distinte  equazioni  del  secondo  órdine, 
che  hanno  ancora  ciascuna  la  forma  di  Ampère  e  delle  quali  qui  verrà 
studiata  solo  la  prima. 

Un  altro  e  più  importante  vantaggio  offre  la  trasformata  di  Wein- 
garten. Se  si  eccettua  il  caso  delle  superficie  sviluppabili  K  «  0,  l'equa- 
zione (A)  non  si  sapeva  in  alcun  altro  caso  completamente  integrare, 
non  ammettendo  integrali  intermediari  del  primo  ordine,  né  rientrando 
in  alcuni  degli  altri  casi  noti  di  integrabilità.  Eppure  erano  già  note, 
per  via  geometrica,  classi  complete  di  superficie  applicabili  e  cioè:  l.o 
tutte  le  evolute  delle  superficie  d'area  minima  corrispondenti,  secondo  il 
teorema  di  Weingarten,  alla  forma 

efe*  =  dfw*  4"  w  dft;* 
dell'elemento  lineare,  2.®  le  evolute  delle  superficie  W  con 

*  (^2  -  n)  =  sen  le  (r,+ri) 
corrispondenti  (I,  §  135  pag.  292)  a 

(fo*={sen*ed8«  +  cos*e(if;«}  . 

A  queste  abbiamo  aggiunto,  nel  Cap.  XVI  §  246,  la  classe  completa 
delle  superficie  applicabili  sul  paraboloide  di  rotazione,  ed  altre  classi 
impareremo  a  conoscere  fra  breve,  la  cui  scoperta  è  dovuta  ancora  a 
Weingarten.  Ora  la  trasformata  di  Weingarten  dell'equazione  dell'appli- 
cabilità possiede  in  tutti  e  soli  questi  casi  due  integrali  intermediari  del 
primo  ordine,  ovvero  è  integrabile  con  altri  metodi  noti.  Così  la  nuova 
forma  dell'equazione  dell'applicabilità  rende  ragione  dei  successi  otte- 
nuti fin  qui  nella  ricerca  delle  superficie  applicabili  e  la  ricerca  analitica 
viene  posta  sopra  una  nuova  via,  ove  le  considerazioni  geometriche  l'ave- 
vano già  da  molto  tempo  preceduta 

§.  283. 

Oomdderazioni  geometriche  di  Darboux. 

Il  nuovo  metodo  di  Weingarten,  come  ha  rilevato  Darboux,  nella 

esposizione  che  egli  ce  ne  ha  dato  negli  ultimi  capitoli  del  suo  libro  <^) 

si  collega  essenzialmente  alla  teoria  della  deformaaione  delle  congmenae^ 


<*)  Le^ans  etc.  t.  FV,  Chap.  Xin,XIV. 
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la  cui  importanza  per  la  teoria  delle  superficie  già  più  volte  abbi&mo 
avuto  occasione  di  rilevare  nel  corso  di  queste  Lezioni.  E  qui,  prima  di 
addentrarci  nello  studio  del  metodo  di  Weingarten,  vogliaiiio  brevemeate 
esporre  le  osservazioni  geometriche  di  Darboux. 

Si  consideri  una  congruenza  C  di  raggi  tangenti  ad  una  superficie  S, 
invariabihnente  legata  alle  flessioni  di  questa  sua  falda  focale.  Se  doman- 
diamo di  costruire  quelle  rigate  della  congruenza  G  che  hanno  la  loro 
linea  di  stringimento  (I,  pag.  256)  sulla  falda  focale  Si,  una  prima  ed 
evidente  soluzione  si  ha  nella  serie  di  sviluppabili  di  C  circoscritte  alla  S. 
Ma  in  generale  (salvo,  come  ora  si  vedrà,  il  caso  di  una  congruenza  C 
normale)  esiste  una  seconda  serie  di  superficie  rigate  di  C  che  rispon- 
dono al  problema,  e  queste  rigate  (come  le  dette  sviluppabili)  rimangono 
sempre  costituite,  secondo  un'osservazione  di  Darboux,  dai  medesimi 
raggi,  comunque  si  deformi  la  congruenza. 

Per  dimostrarlo  si  riferisca  la  superficie  S  ad  un  sistema  curvilineo 
{u,v),  di  cui  le  linee  v  siano  quelle  inviluppate  dai  raggi  di  C,  e  sia 

(1)  ds'^Edu*  i'2F dudv  +  Qdv' 

r  elemento  lineare  di  S.  I  coseni  di  direzione  dei  raggi  di  G  saranno, 
nelle  solite  nostre  notazioni: 

Y  — _L??         Y— -L^  7—JLÌl 

Se  prendiamo  sopra  S  una  linea  L  e  vogliamo  che  la  rigata  formata 
dai  raggi  di  G  uscenti  dai  punti  di  L  abbia  questa  linea  per  linea  di 
stringimento,  dovrà  verificarsi  lungo  L  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 

dxdKi  +  dydYi  +  djsfdZi  =  0  . 

Le  linee  cercate  L  sono  dunque  le  linee  integrali  della  equazione 
differenziale 
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Ora  si  trova  subito: 
^dxdXi_  v???^_n  ^3a?aXi  _  EG-F*(11 

^dudu  ~^  '     ^du  dv  ~^  '     ^dv  du  ~  E  Ve  '^ 

ydxdX,  ^EG-FM12 

^dv  dv       eve  I2 

i  simboli  di  Christoffel  essendo  calcolati  per  la  forma  differenziale  (1). 
La  nostra  equazione  differenziale  si  decompone  adunque  nelle  due 

Le  linee  integrali  della  prima  sono  le  t;  ==  costante  e  danno  come  prima 
soluzione  le  sviluppabili  di  C  circoscritte  ad  S.  Le  seconde  danno  luogo 
alla  seconda  serie  di  rigate;  queste  sono  sempre  distinte  dalle  prime 

salvo  quando  o  H  ^'  ^^^  ^^  ^^^  ^^  ^  ^^^^  geodetiche,  ossia  la  C  è 
una  congruenza  normale.  I  coefficienti  della  equazione  differenziale 

(2)  \'i\^+Q^'=^' 

dipendono  unicamente  dalla  forma  (1)  del  d^  e  per  ciò  la  (2)  rimane 
la  stessa  in  qualunque  flessione  di  S,  ciò  che  dimostra  le  asserzioni  su- 
periori. Così  rimane  stabilita  la  proposizione  di  Darboux: 

Se  ad  una  rigata  si  inscrive,  secondo  la  linea  di  stringimento  L  una 
superficie  qualunque  S,  indi  si  deforma  comunque  la  S  che  seco  trascini 
le  generatrici  ddla  rigata,  la  linea  di  contatto  rimarrà  sempre  linea  di 
stringimento. 

Ciò  premesso,  alle  flessioni  di  una  superficie  S  si  associ  la  conside- 
razione di  una  congruenza  C  formata  da  raggi  tangenti  a  S  ed  invaria- 
bilmente legati  alla  superficie. 

Sulla  falda  focale  S  le  seconde  linee  di  stringimento  L  rimarranno 
sempre  le  stesse, .  comunque  si  deformi  S. 
Ora  della  congruenza  C  si  faccia  la  consueta  immagine  sferica  e  sia 

(3)  ds'^  =  edu^  +  2fdudv+gdv* 

il  quadrato  dell'elemento  lineare  sferico  rappresentativo,  in  coordinate 
qualunque  u,v;  se  supponiamo  che  *  (w,  r)  =  costante  sia  T  equazione 
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delle  linee  L  di  stringimento,  sopra  S,  in  una  certa  confignrazione  di  C, 
il  fondamento  del  nuovo  metodo  di  Weingarten  consiste  nella  seguente 
proprietà:  Il  parametro  4>  deUe  linee  di  stringimento  soddisfa  ad  un'e- 
quazione a  derivate  parziali  dei  secondo  ordine  deità  forma  di'  Ampère, 
formata  con  parametri  differermdti  primi  e  secondi  di  <^,  codcdlaH  rispètto 
alla  forma  (3)  deW  elemento  lineare  sferico  rappresentativo  della  congruenza, 
È  questa  la  nuova  equazione  dell'applicabilità  di  Weingarten  (equa- 
zione (W)  §  288)  ;  ad  ogni  sua  soluzione  reale  nota  4>  corrisponde  una 
deformazione  reale  della  superficie  S,  che  si  calcola  con  quadrature. 


§.  284. 
n  triedro  mobile  e  le  formolo  relative  alle  rota&oni. 

Per  eseguire  i  calcoli  relativi  allo  sviluppo  del  nuovo  metodo  di 
Weingarten  adotteremo  il  procedimento  stesso  usato  dall'autore  <^)  fon- 
dato sul  metodo  del  triedro  mobile.  Così  avremo  occasione  di  porre  le 
formolo  generali  della  teoria  delle  superficie  sotto  la  forma  preferita  dai 
geometri  della  scuola  Francese,  sviluppata  sistematicamente  nella  classica 
opera  di  Darboux.  Già  in  varii  luoghi  delle  presenti  Lezioni  abbiamo 
adoperato  in  casi  particolari  questo  metodo,  che  ora  andiamo  a  fare 
conoscere  in  tutta  la  sua  generalità,  servendoci  per  agevolare  i  confronti 
delle  notazioni  medesime  usate  da  Darboux  ^^K 

Data  una  superficie  S,  riferita  ad  un  sistema  qualunque  di  coordinate 
curvilinee  m,  v,  che  dia  all'  elemento  lineare  la  forma 

(3)  ds^  =  Edu*+2Fdudv  +  G  dv* , 

pensiamo  ad  ogni  punto  M  di  S  associato  un  triedro  trirettangolo  di 
vertice  M,  di  cui  uno  spigolo  abbia  la  direzione  (positiva)  della  normale 
(Xa,  Ys,  Za)  alla  S,  e  gli  altri  due  spigoli,  coi  coseni  di  direzione 

Xi ,    Yi ,    Zi 
Xj ,    Yj ,    Zs , 

giacciano  comunque  nel  piano  tangente  di  S.  Per  altro  si  supporrà  questa 
giacitura  fissata  esclusivamente  rispetto  alla  prima  forma  fondamentale 
(3),  sicché,  quando  la  superficie  S  si  deformi  venga  a  trascinare  seco 


(i)  M.  e  §  I  (Acta  t.  20). 

W  Cf.  specialmente  Legons  etc.  1. 1,  Chap.  V  e  t.  II,  Llvre  V ,  Chap.  L 
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il  triedro  invariabilmente  legato  alla  superficie.  Se  indichiamo  dunque 
con  ^  (u,v)  l'angolo  di  cui  deve  rotare  sulla  pagina  positiva  del  piano 
tangente,  e  nel  verso  positivo  delle  rotazioni,  la  direzione  (Xi,  Yi,  Zi) 
per  sovrapporsi  alla  direzione  positiva  della  linea  v,  basterà  fissare  il 
valore  di  7  in  funzione  di  u,  v  per  avere  definito  in  ogni  punto  di  S 
la  posizione  del  triedro  mobile 

(Xi,  Yi,  Zi)    ,    (Xf,  Yj,  Z2)    ,     (X3,  Ys,  Zs) , 

che  supponiamo  direttamente  congruente  colla  tema  degli  assi  coordinati. 
Consideriamo  dapprima  il  nostro  triedro  mobile  trasportato,  parallela- 
mente a  sé  stesso,  col  vertice  neir  origine  0,  sicché  il  nuovo  triedro  T 
avrà  il  vertice  fisso  in  0  ed  assumerà  al  variare  di  u,  v,  una  doppia 
infinità  di  posizioni.  I  nove  coseni  di  direzione  degli  spigoli  di  T,  che 
scrìviamo  nel  quadro 

(4) 

sono  funzioni  di  m,  i?  che  formano  i  coeflScienti  di  una  sostituzione  orto- 
gonale. Ora,  se  in  una  linea  del  quadro  (4)  sostituiamo  ai  coefficienti 
le  loro  derivate  parziali  rispetto  ad  t*  0  a  t?,  il  determinante  corrispon- 
dente è  manifestamente  nullo,  <^^  e  per  ciò  quelle  tre  derivate  sono  le 
medesime  combinazioni  lineari  omogenee  dei  coseni  delle  altre  due  linee. 
Scrivendo  per  disteso  le  formolo  corrispondenti  pei  coseni  della  prima 
verticale,  coir  aver  riguardo  alle  condizioni  d'ortogonalità,  si  vede  subito 
che  esse  assumono  l'aspetto  seguente: 

/  aXi 


X. 

Y.     Z. 

X, 

Y.     Z, 

X, 

Y,     Z, 

(I) 


du 


=  rX,  — jXs 


^-^-rX- 


21X3 


du 

du 


^'-=_pX3--rXx 


ax. 


=  i>,X3  — riX, 


=  gX,— j)X, 


-g^  =  2,  X,  -  Pi  X, , 


(»)  Cosi  p.  e. 


ax, 
du 

X. 


du 


X3 

du 


du 


aZj^ 
du 

z. 
z. 


,^1  X  4.  ?^  Y    4.  ??i  Z  — 0 


du 


11 
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dove  (p,  q,  r),  (pi,  gì,  rO  sono  due  terne  di  funzioni  di  u,  v,  alle  quali 
facilmente  si  riconosce  il  significato  cinematico  di  ratagiom  (^).  Alle  equa- 
zioni (I)  stesse  soddisfano  naturalmente  le  altre  due  teme 

(Yi,  Y,,  Y,)     ,     (Zi,Z.,Z,); 

e  se  scriviamo  le  condizioni  d'integrabilità  delle  (I),  troviamo  subito 
che  le  rotazioni  p,  2,  r;  pi,  ji,  ri  debbono  soddisfare  alle  tre  relazioni 
fondamentali  : 

dp        dpi 

ai)  {^-|?=— 

dr       3ri 

Inversamente,  se  p,  g,  r;  pi,  91,  ri  sono  6  funzioni  di  u,  t;  che  soddisfano 
le  (II),  dalla  teoria  dei  sistemi  di  equazioni  ai  differenziali  totali  risulta 
subito  che  le  (I)  formano  un  sistema  iUimUaùamenùe  integrabile  e  daDa 
sua  forma  speciale,  procedendo  precisamente  come  abbiamo  fatto  al 
Gap.  IV  (I,  pag.  124),  risulta  altresì  che  potremo  scegliere  tre  sistenii 
integrali 

X|    ,    X|    ,    X3 

Yi    ,    Y,     ,    Y, 

Zi     ,    Zi     >    Z3, 

che  formino  ì  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale,  e  resteranno 
ancora  arbitrari  i  valori  iniziali  dei  nove  coefficienti  stessi,  per  un 
sistema  iniziale  (uq  Vq)  di  valori  delle  variabili.  In  altre  parole  :  Le  rda- 
aioni  (II)  cosMuiscono  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti,  cui  debbono  sod- 
disfare le  sei  rotazioni  p,  g,  r  ;  pi,  gì,  ri  in  un  triedro  mobile,  in  una  ( 
infinità  di  posijsioni,  con  un  punto  fìsso. 


(^)  p,  q,  r  sono  le  componenti  attorno  agli  assi  di  T  della  rotazione  che 
subisce  T  tenendo  fissa  v  e  facendo  variare  u;  analogamente  Pi,  g^  ri  quando  si 
faccia  variare  la  sola  v. 
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§.  285. 
Forinole  relative  alle  traslaàoiii. 

Venendo  ora  a  considerare  il  triedro  mobile  T,  parallelo  a  T,  e  col 
vertice  ÌIL^{xye)  variabile  sopra  S,  cominciamo  dall' osservare  che, 
essendo  nulli  i  determinanti: 


dx 

9y 

dv      ' 

dz 
dv 

X. 

Yi 

Zx 

» 

Xi      , 

Yi 

Za 

X» 

.    Y. 

.  z. 

X,      . 

Y, 

,     z, 

gli  elementi  della  prima  linea  in  ciascuno  saranno  combinazioni  lineari 
omogenee  di  quelli  delle  altre  due  linee,  e  potremo  quindi  scrivere  le 
formole 


(ni) 


g  =  ì  X,  +  7)  X,.|^  =  e  Y.  +  Yj  Y,.^  =  S  Zi  +  7,  z. 


dove  £,  T];  ci,  /]i  sono  quattro  funzioni  di  u,  v,  che  rispetto  al  triedro 
mobile  T  hanno  il  significato  cinematico  di  traslazioni.  (Cf.  Darboux  1.  e). 
Dalle  (III)  si  deduce  subito  che  le  traslazioni  sono  legate  ai  coeffi- 
cienti dell'elemento  lineare  ds  dalle  formole: 

(4)  S*4-^  =  E.    5£,  +  Y]7]i  =  F,    e  +  7iì  =  G, 

dalle  quali  segue 


(£T,i-^ei)«  =  EG-F*, 


e  ponendo  per  brevità 


avremo  quindi 


A  =  EG  — F», 


dove  al  solito  con  v^À  indichiamo  il  valore  positivo  del  radicale. 
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LMncertezza  del  doppio  segno  si  toglie  ricordando  che,  per  le  con- 
yenzionì  fondamentali  (Gap.  IV),  si  ha 


dx  dy  d» 

du  du  du 

dv  dv  ^ 

X,  Y,  Z, 
e  d'altronde  essendo 


=  +A  , 


X, 

Y. 

z. 

X. 

Y, 

z. 

X, 

Y. 

z. 

=  +  1, 


dalle  (UI)  risulta  precisato  il  segno  colla  forinola 

(4*)  Ciii-Tifc=+v/A. 

Avendo  riguardo  alle  (4),  (4*)  ed  alle  formolo 

F  yTòL 


cosa)  = 


seno): 


che  definiscono  (I,  pag.  88)  l'angolo  co  delle  linee  coordinate,  si  vede 
subito  che  le  quattro  traslazioni  S,  ri  ;  £i,  y)i  possono  esprìmersi  per  un 
unico  angolo  ausiliario  9  colle  formole 

Y)  =  Ve  sen  y 


(5) 


(  €  =  \/È  cos  <p         , 
(  €1  =  v^G  cos  (tt)  +  9) , 
e -poiché  dalle  (III)  segue 

2   1    dx 


11 


=  VGsen(a)  +  y); 


Ve 


dx 

3u 


Xi  =  cos  9 


Xt  =  sen  9 , 


vediamo  che  il  significato  geometrico  di  'f  è  precisamente  quello  fissato 
nel  §  precedente,  che  serve  a  definire  la  posizione  del  triedro  T  rispetto 
alla  superficie,  cioè  :  y  misura  la  rotazione  positiva  che  deve  compiere  sd 
piano  tangente  la  direzione  (Xi,  Yi,  Zi)  per  sovrapporsi  alla  direjB^ione  posi- 
tiva deUa  tangente  aUa  linea  r. 
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§.  286. 

Formolo  fondamentali  per  la  teoria  delle  saperfide. 

Dobbiamo  ora  scrivere  le  condizioni  di  integrabilità  delle  (III),  per 
la  qual  cosa  basta  sviluppare  T  espressione 

^(èX.  +  TjX.)-^a,X.  +  T,.X,), 

che  secondo  le  (I)  si  cangia  in  un'espressione  lineare  omogenea  in 
Xi,  X|,  X,,  ed  eguagliare  quindi  a  zero  i  rispettivi  coefficienti  di  Xi,  Xt,  Xs, 
ciò  che  dà  le  tre  equazioni: 

(IV) 

(V)  —^qi  +  flPi  +  iiq  —  fliP^O. 

Ora,  se  nelle  (IV)  sostituiamo  per  le  traslazioni  i  valori  (5)  ed  ab- 
biamo riguardo  alle  formolo  seguenti 


(6) 


du 


che  danno  le  derivate  dell'  angolo  co,  (^)  le  (IV),  risolute  rispetto  a  ;^ ,  ;^ , 

cu    av 

ci  danno 

^_VSlii)_, 

,du        E     2 
(7)  < 

ajp  _  Va  (12)  _  ^ 
a»"  E  (2)     ^" 


(')  Per  stabilirle  basta  derivare  le  dne 

F  JJ 

cosio» ,    seno-»   ^ 


ì 


Veg  Veg 

esprimendo  le  derivate  dei  coefficienti  pei  simboli  di  Christoffel* 
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Queste  ci  dimostrano  intanto  che  :  le  rotazioni  r,  ti  dipendono  unicor 
mente  dalV  elemento  lineare  di  S  e  dalla  posizione  scelta  pd  triedro  T. 
Eliminando  poi  cp  dalle  (7),  deduciamo 

dv       du        3t;  [  E   (  2  j  J      3m  [  E   I  2  ) 

il  secondo  membro  di  questa  formola  non  è  altro  che  E  V^ ,  indicando  E 
la  curvatura  assoluta  di  S  (^) ,  onde  la  precedente  si  scrive 

Se  supponiamo  scelto  7  in  modo  arbitrario,  ciò  che  fissa  la  posizione 
del  triedro  T  rispetto  alla  superficie,  le  (7)  ci  daranno  i  valori  delle 
rotazioni  r,  ri  e  le  altre  quattro  rotazioni  p,  q;  jpi,  ji  dovranno  soddi- 
sfare le  (II),  (V),  cioè  le  quattro  relazioni 

dp       dpi 
(B)  {  ¥v'^du-'^'-'''P 

dove  le  traslazioni  £,  yj  ;Si,  tii  hanno  i  valori  (5)  e  le  rotazioni  r,  n  i 
valori  tratti  dalla  (7). 

Inversamente  è  ora  facile  dimostrare  la  proprietà  fondamentale  :  Se 
le  rota/noni  p,  q;  pi,  qi  soddisfano  le  quattro  equazioni  (B),  le  traslasùmi 
£>  f\\  5i,  TQi  avendo  i  valori  (5)  in  funzione  déir angolo  arbitrario  rp  e  k 
rotazioni  r,  n  essendo  calcolate  dalle  (7),  ne  verrà  individuata  una  super- 
ficie S  dd  dato  demento  lineare  (3). 

E  infatti,  essendo  soddisfatte  le  (II),  il  sistema  (I)  sarà  illimitata- 
mente integrabile,  e  scelti  tre  sistemi  integrali 

Al  Aj  A3 

Yi         Y.         Ys 
Zi  Z2  Z3 

formanti  i  coeflScienti  di  una  sostituzione  ortogonale,  le   formole  (III) 


(*)  Vedi  §  37  formola  (V)  (I,  pag.  77). 
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definiranno  per  quadrature  x,  y,  s,  le  condizioni  d'integrabilità  risultando 
identicamente  soddisfatte.  Il  punto  x,  y,  z  descriverà  così  la  superficie 
rìchìesta. 

Il  sistema  di  formolo  (B),  unito  alle  (5),  (7)  che  definiscono  le  tra- 
slazioni £,  f\\  5i,  7)i  e  le  rotazioni  r,  ri,  tiene  perfettamente  il  luogo  nella 
teorìa  generale  deUe  superficie  delle  formolo  fondamentali  del  metodo 
di  Gauss  (Cap.  IV). 

Notiamo  in  fine  le  formolo  seguenti  che  danno  i  valori  dei  coefficienti 
della  seconda  forma  fondamentale  di  S  in  funzione  delle  traslazioni  e 
delle  rotazioni  p,  j;  pu  2i  : 

(9)  j 

(  D  =  Yjvp  —  fii  g     .  ly  =  t]i  Pi  —  €i  gì . 

Esse  risultano  subito  dalle  (I),  (III),  derivando  le  (III)  rapporto  ad  u,  v 
e  nei  primi  membri  sostituendo  i  valori 


11)  a^    .    (11 

1  \du 


+  IVl3^  +  I>^«^^-' 


tratti  dalle  formolo  fondamentali  del  Cap.  IV  (I,  pag.  116).  Paragonando 
i  coefficienti  di  X3  dalPuna  e  dall'altra  parte,  si  ottengono  appunto 
le  (9).  Se  si  paragonano  invece  i  coefficienti  di  Xi,  Xt  si  otterranno  i 

valori  dei  simboli  !  7     di  Ghristoffel  espressi  per  le  traslazioni  e  per  le 

rotazioni. 

§.  287. 

Forme  ridotte  del  d^. 

Andiamo  ora  ad  applicare  le  formolo  stabilite  aUa  nuova  trattazione 
del  secondo  problema  dell'  applicabilità,  nel  modo  già  indicato  alla  fine 
del  §  283. 

Sopi^  una  data  superficie  S  fissiamo  le  linee  coordinate  ti,  lasciando 
per  ora  indeterminate  le  v,  ed  associamo  alla  S  una  congruenza  C  di 
sue  tangenti  tale  che  le  hnee  u  sopra  S  siano  le  seconde  linee  di  strin- 
gimento (§  283). 

Facendo  coincidere  lo  spigolo  (Xi,  Yi,  Zi)  del  triedro  mobile  T  col 
raggio  della  congruenza,  esprimeremo  che  le  linee  u  sono  le  seconde 
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linee  dì  stringimento,  scrìvendo  che  lungo  una  linea  u  =  cost^  deve  essere 

2  *K  eiXi  =  0 
ossia 

A  causa  delle  (I),  (III),  questa  si  traduce  nella  relazione 

TQi  n  =  0  . 
In  ogni  caso  deduciamo  che  la  condizione  imposta  si  riduce  a 

n  =  0  ; 
poiché,  se  fosse  tii  =  0,  si  avrebbe  per  le  seconde  (III) 

cioè  la  congruenza  C  sarebbe  formata  dalle  tangenti  alle  linee  u,  nelle 
quali  dovrebbero  dunque  coincidere  le  prime  e  seconde  linee  di  stringi- 
mento e  per  ciò  (§  283)  le  u  sarebbero  geodetiche,  ossia  sarebbe       |  =  0. 

D' altra  parte  in  questo  caso  il  valore  dell'angolo  f  sarebbe  manifesta- 
mente y  =  27c-(o  e  il  paragone  delle  due  ultime  formolo  (6),  (7)  dà 
nuovamente 

ri  =  0  . 

Dunque:  Uanntdlarsi  Mia  rotazione  ti  esprìme  la  condizione  neces- 
saria e  su/Jìciente-  perchè  le  linee  u  siano  le  seconde  linee  di  stringimento 
per  la  congruenza  C. 

L'angolo  'f  risulta  così  determinato  dall'  unica  condizione 

df  ^  Va  (12 

dv         E   (2 

e  per  ciò  si  ha  'f  con  una  quadratura,  a  meno  di  una  funzione  arbitraria 
della  u  additiva  in  (p.  Di  qui  si  vede  che,  fissate  le  linee  u,  esistono 
infinite  congruenze  G  di  tangenti  alla  S  che  ammettono  le  linee  u  come 
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seconde  linee  di  stringimento;  e,  scelta  una  di  queste  congruenze,  si 
ottengono  tutte  le  altre,  facendo  rotare  tutti  i  raggi  di  C  che  partono 
dai  punti  di  una  linea  u  di  un  medesimo  angolo,  funzione  arbitraria  di  u. 
Ora,  per  Tapplicazione  del  metodo  di  Weingarten,  è  essenziale  di- 
mostrare che  si  possono  scegliere  le  seconde  linee  coordinate  &  e  la 
congruenza  G  in  guisa  che,  mentre  la  seconda  rotazione  n  è  sempre 
nulla,  la  seconda  r  acquisti  semplicemente  il  valore 

r  =  ±v  . 

A  causa  della  (8)  pag.  182,  ciò  richiede  in  primo  luogo  che  le  linee 
coordinate  u^v  siano  tali  da  rendere 


(10) 


kVa=±i  , 


ed  è  molto  facile  vedere  che  basta  una  quadratura  per  effettuare  il  vo- 
luto cangiamento  delle  linee  v. 

Se  facciamo  infatti  il  cangiamento  di  coordinate 

t^  =  M    ,      «/  =  V  (m,  t;) 

e  indichiamo  con  A^  il  nuovo  discriminante,  avremo 


A' 


cioè 


9t^      df[ 
du         dv 

du         dv 


=i, 


^'i  =^ 


e  per  rendere  K  VA'  =  ±  1,  basterà  assumere 

ciò  che  determina  t/  (a  meno  di  una  funzione  arbitraria  U  additiva)  con 
una  quadratura. 

Quando  per  una  data  forma  del  ck^ 


ds*  =  Edu'  -\-2Fdudv  +  Gdt^ 
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è  soddisfatta  la  (10),  diremo  con  Weingarten  che  la  forma  è  ridcUa  ^^K 
Ora  notiamo  che,  avendo  per  noi  VA  il  significato  del  valore  posi- 
tivo del  radicale,  dovremo  nella  (10)  scegliere  il  segno  superiore  o 
r  inferiore  secondo  che  E  è  positiva  o  negativa.  Nelle  ricerche  che  segnono 
dovremo  quindi  intendere  limitate  le  nostre  considerazioni  ad  una  regione 
di  S,  ove  la  curvatura  E  conserva  sempre  il  medesimo  segno. 

Supposta  dunque  la  prima  forma  fondamentale  di  S  ridotta,  posto 

ri  =  0    ,      r  =  ±v, 

la  condizione  (8)  è  soddisfatta  e  le  (7)  determinano  9  con  una  quadra- 
tura, a  meno  di  una  costante  additiva.  Così  è  dimostrato  quanto  sopra 
avevamo  asserito. 

§.  288. 
La  nnoya  eqnazione  dell'applicabilità. 

Ciò  premesso,  veniamo  a  calcolare  in  coordinate  t«,t;  Telemento  lineare 
sferico  dsi  rappresentativo  della  nostra  congruenza  G,  cioè 

Le  prime  formolo  (I)  pag.  177,  essendo 

n  =  0    ,      r  =  ±  v  , 
danno 
(11)  (feì  =  (»'+a*)  du*  +  2q  q,  du  dv  +  q\  df^ . 

È  qui  subito  necessario  avvertire  che  l'applicazione  del  metodo  di 
Weingarten  richiede  essenzialmente  che  l'immagine  sferica  della  con- 
gruenza G  non  si  riduca  ad  una  linea,  cioè  che  il  discriminante  della  (11) 
sia  diverso  da  zero.  Supporremo  quindi  in  ciò  che  segue  che  sia  ji  4=0, 
riservandoci  ad  esaminare  più  tardi  questo  caso  eccezionale. 

Per  fissare  le  idee  eseguiremo  i  nostri  calcoli  nel  caso  in  cui  valga 
neUa  (10)  il  segno  superiore,  cioè  la  superficie  S  sia  a  curvatura  E  posi- 
tiva nella  regione  che  si  considera  e  valgano  quindi  le  formolo 

EVA=1     ,      ri  =  0    ,      r  =  v  , 


(i)  La  condizione  di  riduzione  assunta  da  Weingarten  è  leggermente  diversa; 
qui  abbiamo  adottata,  cone  più  semplice,  quella  modificata  di  Darboox. 
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e  quindi,  per  le  (B)  pag.  182 

dp       3pi 

Pii—PIQ  =  1  . 

Dobbiamo  ora  calcolare,  rispetto  alla  forma  (11),  diversi  parametri 
differenziali  e  senz'altro  s'intenderà  nel  seguito  che  i  simboli  dei  para- 
metm  differenziali  si  riferiscano  eidsl  dell'immagine  sferica  della  con- 
gruenza C.  In  primo  luogo  dalla  (11),  calcolando  il  parametro  differen- 
ziale primo  Al  ti,  risulta  subito  la  formola  fondamentale 

(12)  ^1  «  =  ^  • 

Indicando  con  6  una  funzione  qualunque  di  u,  t;  e  costruendo  il  pa- 
rametro differenziale  misto 

v(e,t*), 

abbiamo 


(12-,  ^(e,.)  =  -^^(„|?_,») 


Se  facciamo  successivamente 

e  =  Xi ,   Yi ,   Zi , 

ed  osserviamo  che  per  le  (I) 

3Xi     ^^^        „        axi 

-21X3, 

ne  deduciamo 

V(X.,tt)  =  ix,; 

così  adunque  si  avrà 

(13)  X,  =  t;v(Xi,w)  ,    Y,  =  t;v(Yi,u)  ,     Z,  =  t;  v  (Zi,u)  . 

Colle  (12),  (13)  abbiamo  così  espressi  «,  X, ,  Y, ,  Z,  per  mezzo  di 
parametri  differenziali  e  le  formolo  (III),  che  definiscono  per  quadrature 
la  superficie  S  deformata,  diventano 

(14)  dx  =  [4  Xi+7]  t;  V  (Xi ,  u)]  du  +  [«i  Xi+yji  t;  y  (Xj,  u)]  dv  • 
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Per  le  proprietà  dei  parametri  differenziali,  queste  sussistono  rife- 
rendo il  dsi  deir  immagine  sferica  ad  un  sistema  qualunque  di  coordi- 
nate curvilinee  u\v\  In  queste  formolo  (14)  essendo  5, 7);Si,y^i  funzioni 
note  di  u,v  e  V  determinata  per  mezzo  della  u  colla  formola  (12) 


V  = 


basterà  conoscere  u  in  funzione  di  u\  v  perchè  i  secondi  membri 
delle  (14)  siano  pienamente  determinati.  A  tale  scopo  conviene  passare 
al  calcolo  di  parametri  differenziali  secondi,  dal  quale  risulterà  cfie  k, 
considerata  come  funzione  di  u\  v\  deve  soddisfare  ad  un'equazione  del 
secondo  ordine  della  forma  d'Ampère. 

Calcolando  in  primo  luogo  i  simboli  di  Ohristoffel 

per  la  forma  differenziale  (11),  col  sostituire  iloro  valori  effettivi  dati 
dalla  tabella  (A)  al  §.  43,  (I,  pag.  92)  ed  avendo  riguardo  alle  (B*),  troviamo 


ivh 

\r- 

_Mi 

22' 

1 

_J»i«i 
V 

Per  le  derivate  seconde  covarianti  di 

w 

iamo  quindi 

«*ii , 

«u  ,     Un 

Mii  = 

«i«= 

Un" 

Pi  il . 

V 

Ed  ora  se  calcoliamo  i  due  parametri  differenziali  secondi 

Gì  ttu  -  2  Fi  Uu+Ei  Un 


Af  (i  = 


EiGi-'FJ 


«  EiGi-FJ  ' 

notando  che  si  ha 

Ei  =  e;'  +  2*  ,    Fi  =  2}i  ,    6i  =  2J 
EiGi  — F!  =  t;'2!  , 
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ne  deduciamo  le  forinole 

(a)  A,u  =  -^-^  ,    A„u=-f  . 

In  fine  se  dalla  (12'*')  calcoliamo  il  parametro  differenziale  secondo 

V(Ax«,w)  =  v(^,wj 
troviamo 
(6)  v(AxW,t*)  =  ||. 

Mediante  le  (a),  (ft)  esprimiamo  i  tre  rapporti  ^  ,   —,   —  per  pa- 

il      ffi      81 
rametri  differenziali  di  u  colle  formolo: 

(15)  |  =  -t^A««    .       f  =  lty*v(A.«,«). 

Ed  ora  in  fine  se  nell'ultima  delle  equazioni  (B),  divisa  per  21: 

«1  il  il 

sostituiamo  i  valori  (15),  troviamo  F  equazione  finale 

(W)  -^,A«t.  +  ^A.u  +  -i-.5^^(^,A,u)-0. 

Essendo  qui  £,  7];£i,7]i  funzioni  note  di  m,  t;,  e  t;  determinata  per 

mozzo  di  u  dalla  relazione 

1 
v  =  —  , 


Al  u 

la  (W)  è  precisamente  per  u  un'equazione  del  secondo  ordine  della  forma 
d'Ampère.  È  questa  la  nuova  equazione  dell'applicabilità  stabilita  da 
Weingarten. 

Si  osserverà  che,  essendo  u,  v  indipendenti,  la  soluzione  u  della  (W) 
è  tale  che  AiU  non  è  funzione  della  sóla  u,  cioè  sulla  sfera  le  linee 
M scostante  non  sono  geodeticamente  parallele. 

Abbiamo  eseguito  il  calcolo  nell'ipotesi  KVA  =  1  ;  se  fosse  Ky/ A  =  - 1, 
indi  r=  -v,  si  arriverebbe  ancora,  come  il  lettore  facilmente  verificherà, 
alla  medesima  equazione  (W)  e  alle  stesse  equazioni  (14),  dove  soltanto 
flifli  sarebbero  sostituite  da  -t], -if]i  . 
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§.  289. 

Oorrispondenxa  fira  le  soluzioni  della  (W)  e  le  deformazioni  della  S. 

Possiamo  riassumere  i  risultati  sopra  ottenuti  nel  teorema: 
Se  S  è  una  superficie  dd  dato  demento  lineare  ridotto 

&•=  E dtt»  f  2  F dw dt;  +  G dv" , 

cdle  formale  dd  §  287  si  assod  atta  S  una  congruenaa  G  di  sue  tan- 
genti, tale  che  le  linee  u  sopra  S  siano  le  seconde  linee  di  stringimene, 
indi  si  esprimano  i  coseni  di  direziotie  Xi,  Yi,  Zi  dd  reggia  variciUe 
di  G  per  due  variabili  indipendenti  qualunque  u\  t/.  Supposto  che  V  im- 
magine sferica  ddla  congruenza  G  non  si  riduca  ad  una  linea,  si  costruisca 
V  demento  linea/re 

ds'^^'E!  du'^  +  2r  du'  dv'  +  &  dif^ 

ddla  rappresentandone  sferica  di  C;  la  u,  considerata  come  funsnone  di 
t/,  t/,  sarà  una  sokmone  ddla  equasAone  (W),  e  ùii  u  non  sarà  funj^ume 
ddla  sóla  u. 

Inversamente  dimostriamo  ora  che  ad  ogni  soluzione  u  della  (W), 
tale  che  ti,  Ai  u  siano  fra  loro  ì/ndipendenti,  corrisponde  una  superficie  S 
del  dato  elemento  lineare,  che  si  otterrà  con  quadrature. 

Essendo  Xi,  Yi,  Zi  funzioni  note  di  u\  v\  e  posto 


t;=3- 


VAi  w 

supponiamo  dunque  che  u  sia  una  tale  soluzione  della  (W),  indipendente 
da  V.  Se  prendiamo  secondo  le  (13) 

(16)        X8  =  t;v(Xi,tt)  ,    Y,  =  t;v(Yi,w)  ,    Z,  =  v v  (Zi, t*) , 

avremo 

XiX, -f  YiY, +  ZiZ,  =  0 

X|  +  YJ  +  ZÌ  =  t;«2(V(Xi,u))'  =  t;'AiU  =  l, 

cioè  Xt,  Ys,  Zs  saranno  i  coseni  di  una  direzione  ortogonale  a  (Xi,  Yi,  ZJ. 
Associandovi  una  terza  direzione  (X»,  Y3,  Z3)  ortogonale  ad  ambedue, 
potremo  esprimere  i  nove  coseni  per  le  due  variabili  indipendenti  «,  % 
e  se  supponiamo 

dXf  +  dlY!  +  dZJ  =  Ei  dw*  +  2  Fi  du  dv  +  Gì  dr' , 
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le  (16)  si  scriveranno: 


X,  =t; 


p  3Xi       ^  3Xi 


ì 


Ei  Gì  —  ¥1 
colle  analoghe  per  Ts  Z^.  Ne  deduciamo  le  formolo 

D'altra  parte  per  la  tema  ortogonale  (Xi,  Yi,  ZJ,  (Xj,  Yj,  Z,),  (X3,  Yj  Za) 
sussisteranno  formolo  del  tipo  (I)pag.  177  e  le  (17)  ci  dimostrano  che 
in  esse  sarà  precisamente 

r  =  f?  ,    ri  =  0  . 
Ora  le  formolo 

dXi         «.  «.       3Xi  ^ 

danno,  come  già  si  osservò  al  principio  del  §  238: 

ed  il  calcolo  stesso  eseguito  alla  fine  del  §  citato  prova  che  sussistono 
le  (15)  e  quindi,  poiché  w  è  una  soluzione  della  (W),  saranno  j>,  q;Pi,  qj 
legate  dalla  relazione  lineare  (Y) 

(V)  —  €2i  +  TT2'i  + £i2  — ii]iJP  =  0. 

D' altra  parte,  pel  modo  come  furono  calcolate  i,  i]  ;  £i,  i]i,  sono  sod- 
disfatlte  le  equazioni  (IV) 

(IV*) 

Queste,  insieme  colla  (V)  costituiscono  le  condizioni  necessarie  e  suffi- 
cienti (§  286)  perchè  siano  tre  differenziali  esatti  le  espressioni 

(4  X,  +  7)  X,)  du  +  (S,  X,  +  Y),  X,)  do 
a  Y,  +  Y)  Y,)  du  +  (e»  Yx  +  ij,  Y,)  «fo 
(£  Z,  +  »1  Z,)  <2u  +  («,  Z,  +  7j,  Zt)  do  . 

Con  queste  considerazioni  abbiamo  dimostrato  il  teorema  inverso: 
Sia  data  tma  forma  differeneiale  ridotta 

Ildi^  -{■2¥d»d»-\-Gfk^ 
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fer  la  gucde^  nd  modo  indicelo  ed  §  287,  siano  calcolate  le  corrispondenti 
fumHoni  di  u,  Vy 

Essendo  Xi,  Yi,  Zi  le  coordinate  di  un  punto  della  sfera  rappresentatm, 
espresse  per  due  variabili  qualunque  u\  v\  e  posto  v  =  —zza  >  ^  *^^ 
tma  qualunque  sóluzUme  dell' equazione  (W): 

dove  i  parametri  differenziali  sono  calcolati  rispetto  all'  demento  lineare 
sferico.  Supposta  la  soluzione  u  tale  che  ^lU  sia  indipendente  da  u, 
le  formale  (14) 

aj  =  j  UX|  +  7)t;v(Xi,w)    dw-f 
(VI)iy=-/[sY,  +  if]t;v(Yi,u) 

=  /[5Zi  +  7]t;v(Zi,ti) 

definiranno  per  quadrature  una  corrispondente  superficie  S  dd  dato  de- 
mento lineare 

da? -{-  dy^  +  dj^  =  Edu^  +  2F du  dv  ^  Gdi^ 


du-f- 

€,  X,  + 11,  »  V  (X„  «) 

<fo 

dw-t- 

5iY,  +i(],»v(Y„tt)   dv 

du  + 

S,Z,  +T(]it;A(Z„«) 

<fo 

§.  290. 
Esame  dei  casi  ecceàonali. 

La  discussione  precedente  ci  ha  dimostrato  che  ad  ogni  soluzione 
reale  della  nuova  equazione  (W)  dell'applicabilità  corrisponde  in  generde 
una  determinata  superficie  reale  dell'assegnato  elemento  lineare,  e  vice- 
versa ad  ogni  tale  superficie  una  soluzione  della  (W).  Però  Tuna  e 
l'altra  proprietà  soffrono  ancora  eccezioni  che  conviene  esaminare.  In 
primo  luogo  le  eventuali  soluzioni  della  (W)  che  rendono  Ai  u  funzione 
di  u  (e  queste  soltanto)  non  corrispondono  ad  alcuna  soluzione  del  pro- 
blema deir applicabilità.  Esistono  effettivamente  di  tali  soluzioni?  E  facile 
vedere  che  ne  esistono  sempre,  per  qualunque  forma  assegnata  del  dsf 

d8*==-Edu^  +  2Fdudv  +  Qdv\ 
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£  infatti  se  prendiamo  V  elemento  lineare  sferico  sotto  la  forma  nor^- 
male,  riferita  ai  meridiani  ed  ai  paralleli 

<fe'»==(fa«-fsen'adp«, 

potremo  certamente  soddisfare  alla  (W)  assumendo  in  particolare  u  fun- 
zione della  sola  a,  con  che 

Al  w  =  w'«  (a) 

(l'accento  indicando  derivazione  rapporto  ad  a)  sarà  appunto  funzione 
di  u.  Sostituendo  in  (W)  si  avrà  manifestamente  per  u  (a)  un'equazione 
differenziale  ordinaria  del  2.^  ordine.  Ogni  soluzione  di  questa  ci  dà  una 
delle  soluzioni  eccezionali  cercate. 

Così  adunque  anche  nella  nuova  forma  dell'equazione  dell' applica- 
bilità si  conserva,  benché  in  grado  assai  minore,  T  inconveniente  che  si 
verificava  per  l'antica: 

A«e  =  (l  -Aie)K; 

e  cioè  vi  sono  soluzioni  della  (W)  alle  quali  non  corrispondono  soluzioni 
del  problema  dell'applicabilità. 

Di  più,  se  si  considera  ora  la  questione  inversa,  può  darsi  che  qualche 
effettiva  soluzione  del  problema  d' applicabilità  sfugga  all'  equazione  (W), 
la  qual  cosa  non  accadeva  nella  forma  antica  dell'equazione  stessa. 
L'esame  accurato  di  questo  caso  singolare  è  dovuto  ad  Hessenberg  (^) 
ed  il  Weingarten  stesso,  che  nella  citata  memoria  lo  aveva  escluso,  se 
ne  è  poi  occupato  in  una  nota  inserita  nel  t.  22  degli  Acta. 

Il  detto  caso  d'eccezione  si  presenta  quando  nella  deformazione  cor- 
rispondente della  S  si  ha  ^i  =  0,  cioè  l'immagine  sferica  della  con- 
gruenza C  si  riduce  ad  una  linea.  In  questo  caso,  essendo  insieme  g^  =  ri  =  0, 
le  formolo  (I)  pag.  177  dimostrano  che  si  ha 

dv  dv  dv 

e  però  Xi,  Yi,  Zi  sono  funzioni  della  sola  u,  cioè  i  raggi  C  uscenti  dai 
punti  di  una  medesima  linea  u  sono  paralleli,  ossia  la  linea  u  è  linea 
tf  ombra  sulla  superficie  S.  Viceversa,  se  esiste  una  tale  configurazione 
della  S,  essa  sfugge  all'equazione  (W). 

Ora  Hessenberg  osserva  che  presa  una  qualunque  configurazione 
della  superficie  S  (non  sviluppabile)  e  scelte  sopra  di  essa  una  semplice 


(^)  Uéber  die  Invarianten  Hnearer  und  quadraUscher  ìnndrer  DiffererUialfar- 
men  (Acta  mathem.  t.  23,  pag.  121)  Cf.  speciahnente  §  XI. 
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infinità  di  linee  d'ombra  (nella  doppia  infinità  di  tali  linee  esistenti 
sopra  S),  se  si  prendono  queste  per  linee  u  e  per  congruenza  C  si  as- 
sume quella  dei  corrispondenti  raggi  paralleli  lungo  ogni  linea  u,  si  avrà 
manifestamente 

?li  =  ?^  =  ??i  =  0 
dv  dv  dv  ' 

e  quindi  per  le  (I)  gi  =  ri  =  0.  Formando  la  corrispondente  equazione  (W), 
la  configurazione  scelta  per  S  sfugge  evidentemente  alle  sue  soluzioni. 
D' altra  parte  però  è  sempre  possibile  scegliere  le  linee  u  e  la  congruen^ 
C  in  guisa  che  nessuna  soluzione  del  problema  deU' applicabUUà  sfugga 
alP  equazione  (W).  Basta  infatti  prendere  per  le  u  un  sistema  di  geode- 
tiche non  rettificabili  insieme  ^^^  e  per  congruenza  C  quella  delle  sue 
tangenti  (Gf.  §  287).  Allora  è  manifestamente  impossibile  deformare  la  S 
in  guisa  che  i  raggi  di  C  riescano  paralleli  lungo  ogni  linea  u,  che 
dovrebbe  in  tal  caso  rettificarsi. 

Del  resto,  anche  se  si  fa  uso  di  una  forma  dell'  equazione  (W)  per 
la  quale  si  presenti  il  caso  eccezionale,  è  facile  stabilire  dei  crìterii  che, 
senza  alcuna  integrazione,  lasciano  riconoscere  V  esistenza  di  questi  casi 
e  la  ricerca  delle  deformazioni  singolari  corrispondenti  si  riduce  airin- 
tegrazione  di  un'equazione  di  Riccati  (Gf.  Hessenberg  e  Weingartenl.  e). 

§.  291. 

Semplificazione  dell'equazione  (W). 

Andiamo  ora  a  considerare  il  caso  in  cui  nella  equazione  (W)  manchi 
il  termine  in  y  (u.  Ai  u\  cioè  sia 

A  questo  caso,  in  apparenza  particolare,  vedremo  che  si  può  sempre 
ridurre  il  problema  dell'  applicabilità  ;  i  teoremi  di  Weingarten  ai  quali 
così  perveniamo  furono  d'altronde  scoperti  anteriormente  dall'autore, 
che  partendo  da  questi  risultati  è  poi  giuntò  al  metodo  generale 
esposto  nei  §§  precedenti.  Essendo  u  una  soluzione  dell'equazione  (W), 
supposta  priva  del  termine  in  y  (u,  A^  u)  : 

(W*)  _,j,A«u-f  |a,w+|=0. 


(^)  Ciò  si  può  fare  evidentemente  in  infiniti  modi,  quando  anche  1*  elemento 
lineare  dato  appartenga  ad  una  rigata. 
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consideriamo  la  superficie  S  inviluppo  del  piano  mobile 

cioè  la  superficie  definita  dalle  coordinate  tangenziali  (I,  pag.  172) 

Xi,Yi,Zi;w. 

Indicando  con  pi,  ^  i  raggi  principali  di  curvatura  di  I,  secondo  le 
formolo  (37),  (38)  del  §  81  (I,  pag.  174),  avremo 

pi  +  p2  =  A,  w  +  2  M 

pi  p8  =  A»  w  +  w  A,  M  +  w* , 
da  cui 

A8tt==pi+p,  —  2m 

Aa  u  =  Pi  p,  —  w  (pi  +  p,)  +  t**; 
sostituendo  nella  (W*),  questa  diventa: 

(18)  -  Y]i  t?*p  Pj  +  (rii  v^  w  +  '/]  v)  (pi  +  Pi)  +  (£  -  7]i  v*M*  -  2  >]  t;  w)  =  0  • 

Ora,  per  adottare  le  notazioni  stesse  usate  nelle  ricerche  di  Wein- 
garten,  indichiamo  per  la  superficie  I  con  p  la  distanza  algebrica  del 
suo  piano  tangente  dalP  orìgine  e  con  2  g  il  quadrato  della  distanza  del- 
l'origine stessa  dal  punto  di  contatto  <*) .  A  causa  della  formola  (I,  pag.  173) 

Al  w  +  tt'  =  2  j , 

risulta  che  p,  q  sono  fra  loro  indipendenti  e  possiamo  sostituirle  ad  u,  v 
come  nuove  variabili,  le  formolo  di  passaggio  dalle  antiche  alle  nuove 
variabili  essendo 

(19)  u  =  p  ,     ~=22-/. 

Nelle  funzioni  note  di  u,  v 

5,  TQ,  £i  =  — ^,  111 

intendiamo  eseguite  le  sostituzioni  (19),  esprimendole  per  p,  q  e  scri- 


(*)  Le  lettere  p,  q  furono  adoperate  in  altro  significato  (di  rotazioni)  nei  §§ 
precedenti  ;  ma,  non  comparendo  più  in  questo  significato  nel  seguito,  la  nuova 
convenzione  nel  testo  non  può  produrre  equivoci. 
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Tiamo  la  (18)  sotto  la  forma 

(20)     -■»],«^pip,  +  (T(j,»*j>  +  y)»)  ó>i  +  f'«)  +  (*-'»lif*J^-2if]»l>)=0. 

Ricordiamo  ora  che  i  i\;  ii,  i]i  sono  legate  fra  loro  dalle  equazioni 
caratteristiche  (IV*)  (pag.  191) 


di 

dv 


du 


:-T),» 


che  tradotte  nelle  nuove  variabili  p,  q,  secondo  le  (19),  diventano  <'> 


(21) 


i  Idi   ,   di,  .      35, 

\  i^dq'^  dp'^^  dq         v' 


Avendo  riguardo  a  queste  formolo  ed  alla  relazione  r]  =  —  iit^,  si 
vede  che  i  coefficienti  di  pi  pt,  pi  -{-  Pt  ed  il  termine  indipendente  nella 
(20)  possono  eguagliarsi  alle  tre  derivate  seconde  di  una  medesima  fan- 
zione  (p  (p,q)  di  p  e  q.  E  infatti  se  si  scrivono  le  tre  equazioni 


/  a*9 


(22) 


dp' 
dpdq 


i  =  4  -T),tf*p*-2jji;j)=5 — »]i »*1>*  +  2  6i e*  J» 


=  "Hif^P  +Tf]»  =  iji»*j)  —  €it^ 


si  trova  subito  che  le  due  condizioni  d' integrabilità  per  le  (22)  si  rida- 
cono  appunto  alle  (21). 


(*>  Si  osservi  che  indicando  con  6  una  qualunque  funzione  di  u,  t?  e  conà- 
derandola  come  funzione  di  p,  q,  dalle  (19)  seguono  le  fonnole 


dp'~'du'^      ^dq  '  dq 


.-V3 


ae 


96     ae 


ae    ae 


du^dp^^dq  '  dv' 


Vag 


SEMPLIFIGAZIONB  DELL' BQUÀZIONB  (W) 


197 


Inversamente,  se  prendiamo  ad  arbitrio  ima  funzione  ^  àip.q  deter- 
minando i,  7);  Si,  7]i  dalle  (22),  cioè  assumendo: 


(22*) 


^=  « 


1  yy  1 1>  y? 


+  ^ 


V  3p3j    ,  v  32* 


13»? 


le  (21)  risultano  identiche. 

Mediante  le  formole  (VI)  pag.  192  esprìmiamo  ora  le  relazioni  che 
intercedono  fra  la  superficie  S  del  dato  elemento  lineare  e  la  superficie  £• 
E,  per  semplificare  le  notazioni,  in  luogo  di  Xi,  Yi,  Zi  scriviamo  X,  Y,  Z, 
che  indicheranno  dunque  i  coseni  di  direzione  della  normale  a  S  e  con 
X,  y,  0  indichiamo  le  coordinate  del  punto  di  contatto  di  S  col  suo  piano 
tangente;  in  fine  denotiamo  con  x,  y,  0  le  coordinate  del  punto  corri- 
spondente di  S.  Nei  primi  membri  della  (VI)  dovremo  dunque  sostituire 
ad  X,  y,  0\  X,  y,  0  e  ricordando  che,  per  le  formole  in  coordinate  tan- 
genziali, si  ha 

«  =■  M  X  +  V  (X,  «) 


le  (VI)  ci  daranno 


dx- 


(i  —  yivp)X'\'rivx\du  + 


(ii—'nivp)X'{-'iiiVX 


dv 


colle  analoghe  per  dy,  d0.  Esprìmendo  poi  du,  dv  per  djp,  dq  per  mezzo 
delle  (19),  ed  avendo  riguardo  alle  formole  precedenti,  si  trova  facilmente 


(VII) 


^  =  -^l3Ì)  +  ^néJ 


(b  <=>  j?  (2 


(ii)+"i)- 


Di  qui,  quadrando  e  sommando,  col  ricordare  che  si  ha 

«*  +  »*  +  «*  =  2g,    xX  +  yY  +  aZ^p,    X*  +  Y*  +  Z*=l, 
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deduciamo  per  P  elemento  lineare  di  S: 

(Vili)       dl^  +  d?  +  d?  =  2  «  [d.  ||)V  2p  (ci.|)  ^(|)+(d.|)'  . 

L'equazione  (20)  che  lega  i  raggi  principali  di  curvatura  della  Usi 
scrive,  per  le  (22),  sotto  la  forma  seguente: 

Fissata  la  funzione  7 (^,  9),  questa  è  evidentemente  per  le  superficie! 
un'equazione  del  secondo  ordine  della  forma  di  Ampère. 


§.  292. 
Altra  dimostrazione  dei  risaltati  precedenti. 

Se  applichiamo  i  teoremi  generali  §  289  al  caso  particolare  consi- 
derato nel  §  precedente,  ne  deduciamo  le  proposizioni  seguenti. 

Indicando  con  p  la  distanza  ddV  origine  dal  piano  tangente  di  ma 
mperficie  1,  con  2  q  U  quad/rato  ddla  distanza  ddV  origine  dal  punto  di 
contatto,  si  considerino  tutte  le  superficie  S  integrali  ddV  equazione  (E) 
(f  Ampère,  dove  f  indica  una  funzione  fissa  di  p,  q.  Per  ogni  tale  super- 
ficie S  i  secondi  membri  delle  (VII)  risultano  differenziali  esatti,  ed  inter- 
pretando X,  y,  z  come  coordinale  di  un  punto  mobile  sopra  una  superficie 
S,  V  elemento  lineare  ddla  S  sarà  dato  dalla  (Vili),  onde  queste  infinite 
superficie  S  saranno  ttdte  applicabili  Vuna  sull'altra.  Inversamente  ogni 
superfifCie  S  d*  demento  lineare  (Vili)  deriva  da  una  superficie  S  itUegrde 
ddla  (IX)  mediante  le  formule  (VII). 

Quanto  ai  casi  d'eccezione  alla  prima  proposizione  ora  enunciata  ed 
alla  sua  inversa,  essi  risultano  subito  dalla  discussione  al  §  290.  Fra 
le  superficie  S  integrali  della  (IX)  ve  ne  hanno  evidentemente  di  quelle 
che  sono  di  rotazione  attorno  ad  un  asse  uscente  dall'  origine,  sicché  per 
esse  q  è  funzione  di  p,  A  queste  superficie  ^  di  rotazione  integrali 
della  (IX),  ed  in  generale  a  tutte  quelle  in  cui  q  riesce  funzione  di  f, 
non  corrisponde  alcuna  deformazione  della  S. 

In  secondo  luogo  sfuggiranno,  nella  proposizione  inversa,  alla  equa- 
zione (IX)  quelle  eventuali  deformazioni  della  S  nelle  quali  le  tangenti 

alle  linee  ~  =  costante  riescissero  parallele  lungo  ogni  lineaj>  =  costante. 
0q 
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Non  sarà  mutile  che  stabiliamo  direttamente  i  risultati  già  sopra 
ottenuti,  dimostrando  come  essi  dipendano  dalle  speciali  proprietà  delle 
variabili  p,  q.  Sia  ^  una  superficie  qualunque,  per  la  quale  assumiamo 
a  coordinate  curvilinee  p,  q,  supposte  indipendenti.  Le  formolo  generali 
della  teoria  delle  superficie  (Gap.  IV,  formolo  (II),  I,  pag.  117)  danno  rela- 
zioni della  forma 

(23) 

T^_    ax       ax 
3?"    3^"^^  3<r' 

cbe  sussistono  egualmente  per  y,Y;e,  Z. 
Ma  poiché  si  ha 

2arX  =  p.     2^  =  2?. 
ne  risulta 

2«|t«     2«|=m 

queste  applicate  alle  (23)  danno  subito 

M  =  0  ,    P= 1  . 

D'altronde,  indicando  con  pi,  Pt  i  raggi  principali  di  curvatura  di  S, 
dalle  citate  formule  risulta 

(P.  +  P,  =  M  +Q 

(    P.P,    =MQ-NP, 
e  per  ciò  le  (23)  assumono  qui  la  forma 

dx  ax 

(24) 


gp=-PiP,-g^ 


dx       ax  ,  .    ,    ,ax 
dk  =  ^  +  ^>  +  '^-a^' 

Ciò  premesso,  è  facile  verificare  che,  se  la  S  soddisfa  la  (IX),  i 
secondi  membri  delle  (VII) 
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ecc.  saranno  differenziali  esatti.  E  infatti  si  ha  per  le  (24) 

espressione  che  è  nulla  per  la  (IX).  Così  la  prima  proposizione  è  nao- 
vamente  dimostrata. 

§.  293. 
Dimostrazione  del  teorenia  inverso. 

Per  dimostrare  la  proposizione  reciproca  facciamo  nn  cangiamento  di 
variabili  assumendo 

(25)  a^  =«'!=«'' 


e  ponendo 
(26) 
si  avrà 


9(L         3® 
(26)  *  =  P^ +«3^  — ?=J'«  +  2»  — (f 


e  r  elemento  lineare  (Vili)  assumerà  la  forma 

(Vin*)         d?  4-  dp  +  (2?=  <?«•  +  2  f^  <f«  (?»  +  2  ^  di?, 

CU  di) 

mentre  le  formolo  (VII)  diverranno  : 

dx  dy  dz 

(VII*) 


^-al'^~3t;'^^3"t; 


È  utile  osservare  inversamente  che  se,  x,  y,  z;  X,  Y,  Z  hanno  il 
consueto  significato  per  una  superficie  S,  e  le  coordinate  curvilinee  ti,  v 
sono  tali  da  rendere 

X  iti  +  a?  (fo  ,     Y  dtt  +  y  dv  ,    Z  de*  +  ^^  ^«^ 

tre  differenziali  esatti 

cir,    (^,    cfc 
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sussisterà  la  (Vili*),  essendo  ^  una  conveniente  funzione  di  u,  v.  E  infatti . 
avremo 

e^  +  c^  +  eZ?  =  2  (X  (ft*  +  a?  dt;/  = 


mentre  è 


=  du^+  2^xX  du  (fo+  ^x'dv\ 

Si  tratta  ora  di  dimostrare  che,  essendo  S  una  superficie  qualunque 

d' elemento  lineare  (Vili*),  escluso  il  caso  che  ^  ,  ^  ,  ^  siano  fun- 

3ò 
zioni  di  —■  ,  le  formolo  (VII*)  definiranno  le  coordinate  x,y,zdi  un 

punto  mobile  sopra  una  superficie  S,  di  cui  X,  Y,  Z  saranno  i  coseni  di 
direzione  della  normale,  e  questa  superficie  S  sarà  un  integrale  della  (IX). 
Intanto  le  formolo 

^/»»       ^/>*  ^/y        rio' 

=  0 


12 

1 

Zé^sv~  ^du  a»»  ~ 

22 
1 

dimostrano  subito  la  prima  cosa.  Di  più  dalle  (VII*)  risulta: 

^.+  y'  +  ^  =  2|-*  =  2ff 

xX  +  yY  +  i^Z  =  p^=p  , 

onde  p,  2q  hanno  per  la  nostra  superficie  S  il  significato  stabilito. 

Calcoliamo  i  valori  effettivi  dei  simboli  di  Ghristoffel  per  la  forma 
(Vili*)  colie  formolo  del  T.I,pag.  92;  troviamo 


W 


11)  du  du*         (12)  du  dudv        (22)  du   dv* 


1  )  2q-p*     '     11)  2q-p'      '     |  1  |  iq-;/^ 

y^  3*t|>  ^ 

11)  du*  (12)        dudv  (22)  3v* 


\U)       22-jp»       '     |2)       2g[-|>*       .'     |2j         2g-j>* 
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Ora  costruiamo  Tequazione  del  secondo  grado  che  dà  i  raggi  princi- 
pali di  curvatura  pi ,  p,  di  !S,  osservando  che  spostandosi  lungo  una  linea 
di  curvatura  di  S  si  ha 

cioè 

colle  analoghe  per  y,  a.  Sostituendo  per  le  derivate  seconde  di  x  i 
valori  dati  dalle  formolo  fondamentali  (I,  pag.  116),  queste  si  risolvono 
nelle  due 


D'  (Ìm  +  D"  dt;  =  p  (D  (iw  +  D' dv) 
(27)  I 


a*'+0*-(0*+^*) 


da 
Eliminando  il  rapporto   i- ,  si  ha  per  p  Tequazione  di  secondo  grado 

ove  dobbiamo  osservare  che  il  coefficiente  di  p'  sarebbe  nullo  nel  solo 

di 
caso   escluso   che  X,  Y,  Z   fossero   funzioni   di  ^ .  Dalla  (27*)  segue 

3t?*  3tt3t; 

dudv  dì/f 

dudv  3m* 

e  quindi 

In  fine,  sé  si  osserva  che  le  formolo  (25),  (26)  costituiscono  la  ben 
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nota  trasformazione  di  Legendre, 

3*9            a»* 

in  forza  della  quale  si  ha: 

3*<|. 
3*9                    3M3t; 

a«*  a»»   \dudv) 

3*(p 

3p  32  ~  3«<I.  3*^.     /  3*<I.  \» 
du*  W     \3tt3t;j 

3«^ 
3tt* 

a«»  ~  y^I»  a*<|.   /  3»«|»  \»  ' 

a«»3»*    \3M3t;/ 

la  (28)  si  cangia  appunto  nella  (IX),  ciò  che  dimostra  la  nostra  propo- 
sizione. 

Un'altra  conseguenza  notevole  deduciamo  dalle  (27)  eliminando  p,  ciò 
che  dà  per  l'equazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura  della  super- 
ficie S  l'equazione: 

Ora  poiché  si  ha  identicamente: 

e  questa,  secondo  un'osservazione  fatta  in  nota  al  §262  (pag.  116), 
esprime  che  le  linee  integrali  della  (29)  tracciano  sulla  superficie  S  un 
sistema  coniugato,  abbiamo  il  teorema: 

Svile  superficie  applicabili  ^  che  U  metodo  di  Weingarten  fa  deriva/re^ 
per  quadrature,  daUe  superficie  S  integrali  di  un'equcmone  (IX),  aUe  linee 
di  curvatura  delle  £  corrisponde  ogni  volta  un  sistema  coniugato. 


Capitolo  XX 


Applicazioni  del  omo  metodo  di  WeingarteH 


Belasione  del  nuovo  metodo  di  Weingarten  colla  teoria  dei  sistemi  oiolici.  —  Claasi  note  di 
superficie  applicabili  dedotte  col  metodo  di  Weingarten.  —  Le  nuove  classi  d' elemento 
lineare:  d««  «  eitt»  +  2  (w  —  v)  dt;»  ,  (te«  «=  dtt»  +  (2  w  +  2t;  +  é«*)  d««.  —  Applica- 
rionè  del  metodo  di  Weingarten  alle  deformate  delle  superficie  di  rotasione.  —  Caso 
particolare  delle  superficie  a  curvatura  costante.  —  Superficie  nelle  quali  la  ourvaton 
totale  e  media  sono  legate  da  una  relazione  lineare.  —  Sistemi  ciclici  partioolari  ortogo- 
nali ad  esse  ed  elemento  lineare  tipico  della  superficie  inviluppo  dei  piani  dei  oirooH.  — 
Caso  particolare  che  conduce  all'  inversione  dei  teoremi  di  Guichard  sulle  quadriohe  di 
rotasione.  —  Trasformasioui  che  ne  conseguono  per  le  superficie  a  curvatura  costante.— 
Applicarioni  del  metodo  di  Weingarten  alla  geometria  elhttioa  ed  iperbolica. 

§.  294. 
Relazione  colla  teoria  dei  sistemi  ciclici. 

Per  ridurre  la  ricerca  delle  superficie  S  di  un  dato  elemento  lineare 
alla  integrazione  della  (IX)  pag.  198: 

occorre  prima  aver  posto  Felemento  lineare  dato  sotto  la  forma  (Vm) 
0  l'equivalente  (Vili*): 

(Vili*)  ds'  =  df^  +  2d^dv  , 

dove  4>  è  una  funzione  qualunque  di  u,  v.  Ora  se  si  pone 

ne  risulta 

ds^  =  cie  +  drf  —  dl^. 

Ed  inversamente,  posto  il  db*  sotto  questa  forma,  le  sostituzioni 

lo  riconducono  alla  forma  (Vili*).  Ora  abbiamo  visto,  al  §271,  che  la 
riduzione  del  dato  ds*  alla  forma 

d^  +  drf  —  dt? 
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equivale  alla  ricerca  dei  sistemi  oo'  normali  di  circoli  giacenti  nei  piani  tan- 
genti della  superficie  S.  Ogni  particolare  soluzione  di  questo  problema 
permette  di  ricondurre  la  ricerca  delle  superficie  applicabili  alla  integra- 
zione di  una  particolare  equazione  della  forma  (IX).  Vediamo  adunque 
che  la  forma  (IX)  della  equazione  dell'applicabilità  è  in  fondo  altrettanto 
generale  quanto  quella  della  equazione  (W)  pag.  189. 

Ed  anzi  possiamo  porre  la  (IX)  sotto  infinite  diverse  forme,  per  le 
quali  i  corrispondenti  problemi  di  integrazione  della  (IX)  sono  tutti  fra 
loro  equivalenti. 

Dalle  considerazioni  precedenti  già  si  vede  come  il  nuovo  metodo  di 
Weingarten  si  colléga  alla  teoria  dei  sistemi  ciclici;  ma  ora  vogliamo 
meglio  approfondire  queste  relazioni,  cominciando  dal  dimostrare  come  : 
D<xto  un  sistema  òo'  normcde  di  circoli,  e  noia  una  superficie  ortogonale, 
si  può  ridurre  con  quado'ature  U  d$*  della  superficie  inviluppo  dei  piani 
dei  circoli  alla  forma  (Vili*). 

Per  questo  applicheremo  le  formole  generali  stabilite  al  §.  273'*',  che 
determinano  i  sistemi  oo^  normali  di  circoli  ortogonali  ad  una  data  su- 
perficie S,  ed  in  primo  luogo  cercheremo  la  superficie  inviluppo  dei 
piani  dei  circoli. 

Riferita  dunque  la  superficie  S  ad  un  sistema  qualunque  di  coordi- 
nate curvilinee,  prenderemo  una  soluzione  4>  deirequazione 


(a) 


*ll       ^u       ^« 

E      F       G 
D      D'     D" 


e,  con  una  quadratura,  dalle  formole 

\   du  ~ 
(b)  { 

(   dv  EG-P      3m 


=  0 


EG-F*     du 
FD"— GD'3$ 


+ 
+ 


FD 


EG-F* 

FD^— ED"  d^ 
EG-F*      dv 


calcoleremo  la  corrispondente  funzione  W.  I  piani  del  corrispondente 
sistema  ciclico  sono  i  piani  normali  alle  linee  4>  >i  costante  sulla  S,  e  noi 
dobbiamo  determinare  le  coordinate  x,  y,  z  del  punto  ove  uno  di  questi 
piani  -R  tocca  la  corrispondente  superficie  inviluppo.  Per  questo  osser- 
viamo che  la  normale  ad  un  tale  piano  n,  ossia  la  tangente  alla  linea 
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^  =  costaate  sopra  S,  ha  i  coseni  di  direzione  X,  Y,  Z  dati  dalle  forinole 

^^[dudv       dvdu)'      ^""^\3uat;       dv  du) 

essendo  p  un  fattore  di  proporzionalità.  Ne  segue  che  la  tangente  alla  S 
giacente  su  «r  ha  i  coseni  di  direzione  proporzionali  alle  tre  espressioni 

ed  in  conseguenza  si  potrà  porre 


[=a;  +  Pv{a?,4>)  +  QX 

(1)  jy  =  »  +  Pv(y,«^)  +  QY 


dove  P,  Q  sono  convenienti  funzioni  di  u,  v,  da  determinarsi  dalle  dae 
condizioni 

m  2x|=o,  2Jg-o. 

Ora  dalle  due  identità 

derivando,  col  tener  conto  delle  formolo  fondamentali  (I)  (I,pag.  116)  della 
teoria  delle  superficie,  si  ottengono  subito  le  altre: 

^  3v(a!,4>)  ^  _  ^  «e,  3v(a!.«&)  ?»  _  ^ 

-^     a«     a»  ~   "  '    ^     dv     a»  ~  *•* 

Dopo  ciò,  calcolando  le  (2),  troviamo  per  determinare  P,  Q  le  due 
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equazioni  lineari 

(P<I>ii-QD+E)^  -  (P4>«-QD'+F)^  =  0 

(P4>„-QD'+F)^-  (P4>«-Qiy'+G)^  =  0  . 

Ma,  soddisfacendo  <I>  alla  (a),  esistono  due  determinati  moltiplica- 
tori X,  [JL  tali  che  si  ha 

(3)  4>n  =  XE  +  iiD    ,      4>i,  =  XF  +  ji.D' 

e  queste,  confrontate  colle  precedenti,  dimostrano  che  i  valori  cercati 
di  P,  Q  sono 

(4)  P__l,Q  =  _t. 

Dunque  :  La  superficie  S  inviluppo  dei  piani  dei  circoli  è  determinata 
dalle  formale  (1),  dove  P,  Q  hanno  i  valori  (4),  indicando  con  X,  [i  i  mei" 
tipiicatori  che  figurano  nelle  (3). 


§.  295. 

Calcoli  relativi  alla  superficie  inviluppo. 

Per  condurre  con  maggiore  semplicità  e  simmetria  i  calcoli  seguenti 
conviene  adottare  di  nuovo,  per  un  momento,  la  notazione  dei  doppi 
indici,  e  cosi  indicare  con 

Ali  di4  +  2  Oiidui  dut  +  an dt4 
bn  dui  +  2  &„  dui  duf  +  6»  dw| 

le  due  forme  quadratiche  fondamentali  di  S;  conseguentemente  le  for- 
molo (b)  si  scrivono  sotto  la  forma 


<">       z-i^ ^.•'■' 


(^)  L' accento  sulla  somma  E  indica  che  la  sommazione  è  eseguita  rapporto 
ad  indici  variabili  da  1  a  2.  Colla  somma  Z  senza  accento  indichiamo  una  som- 
matoria di  tre  termini  rispetto  a  x,  y,  sì  o  X^  Y,  Z. 
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Ora  avendosi 

e  quindi 

Igj^  V(«.  *) g   A.,  bn  a^^  -  g—  . 

ne  risulta 

2  V  (^,*)  dX  =  d  W  . 
Siccome  poi 

ne  segue 

Abbiamo  inoltre  le  formolo 

la  quale  ultima  deriva  dall'identità 

Ora  dalle  (1)  formando  i  differenziali  dx,  dy,  dz,  abbiamo 
eto  — V(r»,  *)dP=-da;  +  Pdv{^,*)  +  QdX  +  XdQ 
e  quindi,  a  causa  delle  precedenti 

(a)  2  X  [  ^  —  V  (^1  *)  d  P  ]  =  dQ  —  P  d  W 

2  V (^. *)  [^— V(^»  4>)  dP]  =  d*  f  P  I  dA|* 

+  QdW. 

Constatiamo  che  nella  seconda  formola  il  secondo  membro  è  nullo,  che  si 
ha  cioè 

E  infatti  dalla  espressione  di  A,  $ 

A  A       VI  A       3*  3* 
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derivando  rapporto  ad  Ui  e  ricordando  l'identità  (I,  pag.  349  (a*)) 


3». 


.-?AJ»U2-A.,ffl 


8i  trae  facilmente 

(4*) 

Ma  per  le  (3)  è 

e  quindi 


a»,  "*"  ^  3t«,  "•"    2  awj 


3*  ,  ^  aw  ,  ^  ^,'         .     ...    a*  • 

a4>  ,  _aw  , -,- a*     ^   aw 

=  aS;+^ai^+^^a;i;-P'^air.' 

la  quale  ultima  espressione,  a  causa  dei  valori  (4)  di  P,  Q,  si  annulla. 
Abbiamo  dunque 


(P) 


^Vi^,^) 


dx — v(*.*)<^P 


=  0. 


Se  alle  (a),  (P)  associamo  l'altra  evidente 


(7) 
notando  che 


^X(dx-  A(a:,*)dP)  =  0, 


Z 
Z 


X,        Y, 
X,        T, 


VA,4> 


v/Ai4> 


sono  i  nove  coseni  di  direzione  di  una  terna  ortogonale,  ne  deduciamo 
per  le  formolo  richieste 


(5) 


/  cbr=  X  ((?  Q  —  P  <?  W)  +  V  («,  $)  rfP 
j  e^  =  Y(dQ-PdW)  +  v(y,  *)dP 
(  (fc  =  Z  (dQ  —  P  d  W)  +  V  («,  *)  rfP  . 


14 
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§.  296. 
Interpretazione  del  metodo  dì  Weìngarten. 

Alle  forinole  testé  ottenute  possiamo  dare  una  nuova  forma  intro- 
ducendo la  superficie  S  inviluppo  del  piano  di  coordinate  (X,  Y,  Z,  W), 
superficie  che  ha  a  comune  colla  primitiva  S  l'immagine  sferica  delle 
linee  di  curvatura.  Indicando  con  S,  y),  C  le  coordinate  del  punto  di  con- 
tatto del  detto  piano  con  S,  le  formolo  in  coordinate  tangenziali  ci 

danno 

S-WX  +  v'(X,W), 

il  parametro  v'  essendo  calcolato  rispetto  air  elemento  lineare  sferico. 
Ora  si  ha  <*) 

V'(X,W)  =  v(a?,4>),  v'(Y,W)  =  v(y.*),V'(Z,W)  =  v(ir,4>) 

e  quindi  le  formolo  che  definiscono  la  superficie  1  possono  scrìversi 

$=WX  +  v(^,^) 


(6)  T,  =  WY+V(y.«^) 

Dopo  di  ciò  le  (5)  diventano 

<fo  =  Xrf(Q  — PW)  +  i.dF 
(5*)  \  dy  =  Y  J(Q  — PW)  -f-Y].rfP 

(&  =  Z  d(Q  — PW)  +  C.dP, 

le  quali,  se  si  pone 

(7)  Q_PW=w  ,    ?  =  v, 

assumono  la  forma  caratteristica 

(8)  dx^Xdui-idv,  dy^^Y  du +  ridv ,  da^Z  du-^-Cdv 

del  §  293  e  dimostrano  che  la  superficie  S,  inviluppo  dei  piani  dei  circoli 


(^)  Queste  identità  si  verificano  sabito  riferendosi  alle  linee  di  curvatura. 
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del  sistema  ciclico,  è  dedotta  dalla  superficie  S  precisamente  colla  tra- 
sformazione di  Weingarten.  L'elemento  lineare  ds  della  S  assumerà 
quindi  per  le  coordinate  w,  v  la  forma  caratteristica  (Vili*)  §  293 

d?  =  du'  +  2p  dudv  i'2p  dt^, 

du  '        dv 

dove  ci  rimane  solo  da  calcolare  la  funzione  }.  Colle  consuete  notazioni 
di  Weingarten  si  ha 

(8*)  p  =  25X  =  W,  22=2S'  =  W*  +  Ai<&, 

indi  (pag.  200) 

d^=pdu  +  qdv  =  Yfd{(ì  —  'PW)  +  \(yr^^^^l^)d?. 


Questa,  avendo  riguardo  alla  identità  dimostrata  al  §  precedente 
può  scriversi 


d(^_4>)  =  d(QW)+id(PA,4>)-^(?(PW'), 


d((I)-$)  =  d.|w(Q-PW)  +  pi{Ax4>+W«)j, 
e  dimostra  quindi  che  si  può  porre 

(9)  ^=W(Q-PW)  +  P~(A,4>  +  W*)  +  4>. 

Calcoliamo  infine  la  funzione  'f  (!P,g)  dalla  quale  dipende  T equazione 
d'Ampère 

3?p'P'+^^^"  +  p*^  +  a?=^' 

cui  soddisfa  la  superficie  Y. 

Abbiamo  per  la  (26)  del  §  293  (pag.  200) 

y=iw  +  (p;-(t  =  W(Q-PW)  +  P~(A,4>  +  W^-(|.. 
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ossia  per  la  (9)  semplicemente 

(10)  y  =  — $  . 

Possiamo  riassumere  i  risultati  ottenuti  colla  proposizione  seguente: 
Nota  una  superficie  S  ortogonale  ad  un  sistema  od'  normale  di  circdi 
tracciati  nei  piani  tangenti  di  una  data  superficie  S,  si  calcolino  le  corri- 
spondenti funzioni  4>,  W  relative  al  sistema  ciclico,  e  coUe  sostUujriom  (7) 
si  avrà  V  demento  lineare  dèlia  S  ridotto  alla  forma  caratteristica 

cZ?=  du*^2^dudv  +  2^  dv", 

che  permette  V  applicazione  del  metodo  di  Weingarten.  La  superficie  S  ekf 
questo  metodo  associa  alla  S  non  è  altro  che  V  inviluppo  dd  piano  (X,  Y,  Z,  W); 
essa  ha  a  comune  ccUa  S  V  immagine  sferica  ddle  linee  di  curvatura. 
In  fine  ndV  equazione  d"  Ampère 

in  cui  viene  trasformato  U  problema  dell'  applicabilità,  la  funzione  rp  (p,  q\ 
non  è  altro  che  la  primitiva  4^  espressa  per  j>,  q  mediante  le  {S% 

§.  297- 
Prime  applioasioni  del  metodo  di  Weingarten. 

Veniamo  ora  a  considerare  alcuni  casi  particolari  della  equazione  (H) 
dell'applicabilità: 

nei  quali  riesce  T  integrazione  completa.  Ed  in  primo  luogo  consideriamo 
quelle  particolari  superficie  S,  nelle  quali  Pi  +  Ps  è  funzione  di  p  soltanto. 
n  corrispondente  valore  della  funzione  9  (p,  q)  si  può  scrivere,  per  como- 
dità dei  calcoli  seguenti  : 

8 

rp=pq—^  —  <|»(P), 

essendo  <{i  (p)  una  funzione  arbitraria  di  p.  L' equazione  (IX)  per  le 
attuali  superficie  I  diventa 

(X)  Pi  +  p.==2|)4-f  (P), 
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ovvero  in  coordinate  tangenziali 

(X«)  A,i>  =  f(p). 

L'elemento  lineare  delle  superficie  S  che  se  ne  deducono  per  qua- 
drature colle  formolo  (VII)  pag.  197,  avendosi  qui 

assume  la  forma: 

(11)  5?  =  dw*  +  2 1;  cìm  dt;  +  [  2  «*  +  2 1;*  +  2  i])'  J  cfo^. 

Ponendo 

si  ha  la  forma  semplice 

(11*)  5?  =  (it4j  +  2[wi  +  f  (t;)]dt;^. 

Un  primo  e  più  semplice  caso  in  cui  si  integra  completamente  la  (X*) 
è  queUo  ove  si  ha 

^"(p)  =  costante; 

le  corrispondenti  superficie  1  hanno  per  evoluta  media  una  sfera  e  in 
particolare  un  punto  se  ^"  (p)  =»  0  (I,  pag.  280). 

In  quest'ultimo  caso  l'elemento  lineare  (11*)  diventa 

rfs*  =  dwj  +  2  Ui  dif 

ed  appartiene  alle  evolute  delle  superficie  d' area  minima.  Quando  ^"  (p) 
è  costante  non  nulla,  si  può  fare  (j>'  {v)  =  v  e  la  (11*),  ponendo 

2  (t«i  -f  v)  =  senh*  co,  v  =  Vi  -f  log  cosh  co , 

diventa 

ds*  =  senh^  w  (&>'  +  cosh'  co  dt^ 

ed  appartiene  alla  complementare  del  paraboloide  di  rotazione  (§  246 
pag.  68).  Così  questi  casi  di  integrabilità  della  (X*)  ci  conducono  a 
classi  complete  di  superficie  applicabili  già  note. 
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§.  298. 
Nuove  classi  complete  di  superficie  applicabili. 

La  equazione  fondamentale,  nei  casi  considerati  nel  §  precedente, 
possiede  due  integrali  intermediari  del  l.^'  ordine;  Weingarten  ha  dimo- 
strato più  in  generale  che  se  V  equazione  (W)  possiede  due  tali  integrali 
intermediari,  il  ds*  è  riducibile  alla  forma  (^) 

tutte  le  superficie  di  questo  elemento  lineare  ci  sono  già  note  dalle 
ricerche  del  Gap.  XVI  (§§  245,  246). 

Passiamo  ora  a  considerare  altre  speciali  forme  della  funzione  f '  (/)] 
nella  (X),  per  le  quali  riesce  ancora  V  integrazione  completa.  Troveremo 
così  nuove  classi  complete  di  superficie  applicabili,  determinate  da  Wein- 
garten. 

Il  primo  e  più  semplice  caso  è  quello  che  corrisponde  alle  superficie 
d'area  minima,  ove  c|^"  (i?)  =  —  2  jp,  cioè  »J/'  (v)  =  — v^.  Allora  la  (11*) 
diventa 

(12)  (fe*  =  rfuf  +  2  K  —  »*]  (fo*  ; 

tutte  le  superficie  di  questo  elemento  lineare  si  deducono  dunque  per 
quadrature  dalle  superficie  d' area  minima.  Questo  risultato,  ottenuto  da 
Weingarten  nel  1887  <^),  è  stato  il  punto  di  partenza  delle  sue  ricerche 
ulteriori  che  lo  hanno  condotto  al  nuovo  metodo  sviluppato  nel  prece- 
dente Capitolo. 

Weingarten  ha  considerato  (Gomptes  Bendus,  avril  1891)  un  altro  caso 
molto  notevole  in  cui  la  (X*)  si  integra  completamente,  riducendosi  alla 
nota  equazione  di  Liouville  ('' 

(13)  ?!«  +  ?L8_,.,2e 


W  M.  e.  §  V. 

W  GóUinger  Nachrichten,  9  Pebr.  1887. 

(3)  L'integrazione  dell'equazione  di  LiouviUe  (13)  si  può  presentare  sotto 
forma  geometrica,  osservando  che,  se  6  vi  soddisfa,  la  forma  differenziale  qua- 
dratica 

e  20  {du'  +  dv') 

possiede  la  curvatura  K  =  + 1.  L'integrazione  della  (13)  equivale  dunque  alla 
ricerca  dei  sistemi  ortogonali  isotermi  stilla  sfera  o  sulla  pseudosfera,  sistemi  che 
sono  tutti  noti. 
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Per  ritrovarlo  osserviamo  che  le  coordinate  di  un  punto  mobile  sulla 
sfera  rappresentativa,  riferita  ai  meridiani  e  paralleli,  possono  scriversi 

V       cos  t;     _-       sen  t;     ^      .      , 
X==  — r-  ,Y=  — r—  ,Z  =  tanghw, 
cosh  u  cosh  u 

onde 

La  (13)  si  può  scrivere 

ovvero 

il  parametro  A,  essendo  calcolato  rispetto  all'elemento  lineare  sferico. 

Ponendo 

1>  =  e  +  log  cosh  u , 
la  precedente  diventa 

(14)  /itP=l±e^P, 

onde  si  conclude  che  questa  equazione  (14)  si  può  integrare  completa- 
mente. Ora  essa  corrisponde  alla  forma 

della  funzione  ^'^  nella  (X*),  ossia  a 

La  formola  (11*)  diventa  ora 

(15)  ds'  =  du*  +  \2u+2v±^''   cbf 

e  definisce  una  classe  di  superficie  applicabili,  che  è  adunque  comple- 
tamente nota. 

Darboux  ha  osservato  che  le  forme  (12)  e  (15)  del  ds^  appartengono 
a  paraboloidi  immaginari  una  cui  generatrice  tocca  il  circolo  immaginario 
all'infinito.  Per  dimostrarlo  osserviamo  che  nel  1.®  caso  «f'(t?)  =  —  v* 

la  (11)  si  scrive 

(fe«  =  du^  +  2  dv  {udv  +  v  du)  , 

e  quindi  se  si  pone 

X  =.-=  u    y  +  iicr  =  2t;,    y  —  Ì0  =  uv  , 


216  CAPITOLO  XX.  —  §.  298 

si  ha  una  superficie  dell'assegnato  elemento  lineare  che  è  il  paraboloide 
immaginario 

(16)  (y  +  ijf)x=2(jf  —  i0). 
Analogamente,  scrivendo  la  (15)  sotto  la  forma 

d^  =  (du+dvy  +  e^dv\{2u  +  2v±^^—l)e'^dv  —  2e^du\, 

si  vede  che  avremo  una  superficie  di  questo  elemento  lineare  ponendo 

x  =  u  +  v  ,    y-^iz  =  e''  ,    y  —  ij?  =  ±e^— ^''(2tt+2t;+l)  , 
ciò  che  dà  il  paraboloide 

(17)  df-^iJf)  (ff-ÌB)=±(ff+iify—  (2ic+l)  . 

Nell'uno  e  nell'altro  paraboloide  la  generatrice  y+i^  =  0  sul  piano 
all'infinito  tocca  il  circolo  immaginario  (nel  punto a;:y:^  =  0:1  :i),  colla 
differenza  che  nel  primo  caso  il  punto  di  contatto  coincide,  nel  secondo 
è  distinto  dal  punto  di  contatto  del  paraboloide  col  piano  all'infinito 
(punto  d'intersezione  delle  due  generatrici).  Possiamo  dunque  dire  con 
Darboux  che  queste  nuove  ricerche  di  Weingarten  ci  hanno  fatto  cono- 
scere la  classe  completa  delle  superficie  applicabili  sui  detti  paraboloidi. 

Da  ultimo  accenniamo  ad  altre  classi  complete  di  superficie  appli- 
cabili segnalate  da  Baroni  e  Goursat,  ^^^  che  si  ottengono  col  metodo 
di  Weingarten.  Se  nella  (X*)  supponiamo 

(|)"  (p)  =  hp    (h  costante)  , 

le  superficie  1  corrispondenti 

Pi  +  p«=(*+2)jp 

sono  queUe,  già  ricordate  in  nota  al  §  128  (I,  pag.  280),  caratterizzate 
dalla  proprietà  di  essere  simili  alle  loro  evolute  medie.  Tutte  le  volte 
che  la  costante  h  ha  la  forma 

h  =  m  (I-m)  , 


(*)  Giornale  di  matematiche,  1890,  t.  28  e  Annalea  de  la  Faeulté  des  Sciences 
de  Toulouse  189X  t.  V. 
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essendo  m  intero,  l'equazione  corrispondente 

tk^p  =s  m  (1— w)  j? 

si  può  integrare  completamente  e  si  trovano  così  altrettante  classi  com- 
plete di  superficie  applicabili. 

§.  299. 

Applicazione  del  metodo  di  Weingarten  alle  deformate 
delle  superficie  di  rotazione. 

Cogli  esempi  addotti  nei  due  §§.  precedenti  sono  esauriti  i  casi  nei 
quali  si  sa  integrare  completamente  T  equazione  (W)  dell' applicabilità. 
Ma,  anche  quando  l'integrazione  completa  della  (W)  non  riesca,  può 
sempre  tornar  utile  la  conseguita  trasformazione  del  problema  dell'appli- 
cabilità per  la  ricerca  di  nuove  proprietà  geometriche,  il  che  appunto 
cercheremo  di  provare  colle  ricerche  seguenti.  Cominciamo  dal  caso  par- 
ticolare in  cui  si  applichi  il  metodo  di  Weingarten  alle  deformate  di 
una  superficie  qualunque  di  rotazione  nel  modo  che  andiamo  ad  indicare. 

Nella  equazione  fondamentale  (IX)  (pag.  204)  prendasi  per  <p  una 
funzione  arbitraria  dell'argomento  T  =  2g'-jp*,  sia 

?  =  /•«  ,    t  =  2q~p\ 
Se  si  pone 

Kr)  =  2f(t)  , 

la  formola  (Vili)  (pag.  198)  pel  efe'  diventa 

(18)  d^  =  zdA^-\-if^dp\ 

• 

Questa  appartiene  evidentemente  ad  una  superficie  di  rotazione  che 
può  prendersi  ad  arbitrio,  a  causa  dell'arbitrarietà  della  funzione  ^  (t). 
L'equazione  d'Ampère  (IX)  per  le  corrispondenti  superficie  S  diventa 

(19)  Pi  p.  -P  (Pi+p.)  -f  jp»  -  ^^^  =  0  , 

che  si  può  scrivere  sotto  la  forma 

(19*)  (Pi-l>)(p«-l>)  =  F(2g-i>')  . 

La  ricerca  delle  deformate  di  una  superficie  di  rotazione  equivale 
adunque  a  quella  delle  superficie  1  integrali  dell'equazione  d'Ampère  (19*). 
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Ora  il  primo  membro  della  (19''')  ha  il  semplice  significato  geometaico 
seguente:  se  indichiamo  con  Mi,  Me  i  due  centri  principali  di  caryatnra 
sopra  una  normale  qualunque  di  £  e  con  P  il  piede  della  perpendicolare 
abbassata  sulla  normale  dall' origine  0,  si  ha 


(pi-jP)(p.-l')  =  PMi.  PM,. 

E  poiché  OP  =  V22-J>*,  possiamo  dire:  La  ricerca  di  tutte  le  sur 
perfide  applicaMli  sopra  superfìcie  di  rotasAone  equivale  aUa  ricerca  di  qwUe 
superficie  S,  per  le  quali  la  distanza  di  ogni  normale  dalV origine  è  fun- 
zione del  prodotto  dei  segmenti  che,  sulla  normale  stessa,  intercedono  fra 
la  proiezione  dell'origine  e  i  due  centri  principali  di  curvatura. 

Studiamo  ora  più  da  vicino  la  relazione  fra  le  superficie  E  integrali 
della  (19*)  e  le  superficie  S,  applicabili  sopra  superficie  di  rotazione, 
da  cui  derivano.  Se  applichiamo  le  formolo  (VII)  pag.  197,  osservando 
che  qui  si  ha 

avremo 

dx=^  xd^  —  ILd  (p^) 

colle  analoghe  per  dy ,  dz.  Ponendo  Telemento  lineare  della  (18)  sotto 

Tordinaria  forma 

(20)  (25»  =  dw*  -h  r*  di? 


col  porre 

le  precedenti  diventano 


.=/v-. 


(|)==r,  p^  "V  , 


diC  =^  xdr  -{-X  d  {vr) 

e  danno  quindi  le  formolo  richieste 

1  dx     V  dx       l  dy     v  dy       l  dz     v  dz 

f^  du     rdv*^      /3w     rdv*  r' du     r  dv 

(21)         1  _  -  _ 


r 


dv    ^  r  dv  *  r  dv  ' 


le  quali  (x,  y,  z  indicando  le  coordinate  di  un  punto  mobile  sopra  nna 
qualunque  superficie  S  d'elemento  lineare  (20))  definiscono  la  superficie  £ 
corrispondente  integrale  della  (19*),  dando  le  coordinate  x,y,z  di  un  suo 
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punto  mobile  e  i  coseni  di  direzione  X,  Y,  Z  della  sua  normale.  Le  (21) 
ci  dimostrano  1.^  che  la  normale  alla  :£  è  parallela  alla  tangente  nel 
punto  corrispondente  della  S  alla  deformata  del  parallelo  u  =  costante, 
2.<*  che  la  perpendicolare  calata  dall'origine  alla  normale  di  S  ha  la  di- 
rezione della  tangente  alla  deformata  del  meridiano  di  S  e  la  sua  lun- 
ghezza è  costante  lungo  ogni  linea  u. 


§.  300. 
La  superficie  i  in  relazione  colla  complementare  di  S. 

Le  osservazioni  ora  fatte  ci  conducono  a  ricercare  direttamente  la 
relazione  fra  la  superficie  S  e  la  superficie  S'  complementare  della  S 
rispetto  alle  linee  v.  Ogni  normale  di  S  è  parallela  alla  corrispondente 
normale  di  S'  ;  la  perpendicolare  calata  dairorigine  sulla  normale  di  S 
ha  la  direzione  della  tangente  alla  deformata  del  meridiano  sopra  S'  e 
la  sua  lunghezza  è  invariabile  lungo  ogni  parallelo. 

Indicando  nuovamente  con  S  la  complementare  della  primitiva  e  con 

(20)  ds^^du'  +  r^dt^, 

il  suo  elemento  lineare,  denotiamo  poi  con  j?0)^oi<^o  le  coordinate  del 
piede  della  perpendicolare  abbassata  dairorigine  sulla  perpendicolare 
di  S  ed  avremo  per  le  osservazioni  precedenti 

essendo  U  una  funzione  della  sola  u.  Ora  tirando  pel  punto  {xo  y^  ss^  la 
parallela  alla  normale  (X,  Y,  Z)  di  S,  questi  raggi  debbono  costituire 
nuovamente  una  congruenza  normale,  per  la  qual  cosa  ponendo 

è  necessario  e  sufSiciente  (I,  pag.  310)  che  si  abbia 
^  '  dv        du 
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I  valori  dei  simboli  di  Ghristoffel  per  relemento  lineare  (20)  essendo 
11|       A        |12)       ^         122)  , 

ih^'  lih^'  ìir-'*^ 

11|       «         (12)       r'        (22)       ^ 

si  trova  subito 

A  =  UD    ,      B  =  UD' 

e  quindi  la  (a),  a  causa  della  equazione  di  Codazzi: 


(p) 

dD 

aD' 

a» 

r 

0, 

si 

cangia  in 

§ 

^_.) 

('' 

ly^o 

Dunque  si 

ha  necessariamente 

U' 
u  ~ 

*• 

e  per  ciò  U  deve  essere  proporzionale  al  raggio  r  del  parallelo.  Possiamo 
senz'altro  prendere  U  =  r,  sostituendo  alla  I  una  superficie  omotetica 
rispetto  alForigine.  Ponendo  allora 

(22)  t=/r(D(2w  +  D'd!t;)  (D  , 

le  coordinate  ^  \  C  del  punto  corrispondente  di  una  superficie  £  sa- 
ranno (I,  pag.  310) 

(23)  5  =  rg-tX.     .=r|^-xY.     C  =  r|^-tZ. 

ovvero,  riprendendo  le  notazioni  generali  del  §.  254  : 

(23*)      €  =  rXi  — rX3,     '»J  =  rYi  — tY,  ,     C  =  rZi  — tZ». 

Di  qui  derivando,  colFaver  riguardo  alle  formolo  del  citato  §. 
(pag.  91)  ed  alla  (22),  troviamo 

l|^  =  (r'+tD)X.  +  '-^X. 


(^)  À  causa  della  equazione  (P)  di  Codazzi  Tespressione  sotto  il  segno  J^ 
appunto  uà  differenziale  esatto. 
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dalle  qaali  risulta  confermato  che  Xj,  ¥>,  Z3  sono  altresì  i  coseni  di 
direzione  della  normale  a  £. 

Poiché  inoltre  sussistono  le  formolo  (ibid.) 


(25) 


_=,_UA,  — —  X,  , 


se  consideriamo  una  linea  L  di  curvatura  della  S  e  con  p  indichiamo  il 
corrispondente  raggio  principale  di  curvatura,doTremo  avere  spostandoci 
lungo  L 

colle  analoghe  per  t],  C.  A  causa  delle  (24),  (25)  queste  si  riducono  alle  due 

L{r+iJ))du  +  iJ)'dv  +  p  (D  du  +  D' dv)  =  0 

(26)  j 

dalle  quali  eliminando  il  rapporto  du  :  dv  si  trova  per  p  Tequazione  di 
secondo  grado. 

(27)  (t-f-p)«  (DD"— D'»)  +  (r+p)  /  (r*D+D")  +  r*  /»  =  0  , 
ovvero 

(27*)  (r-f  p)'K-(T-f  p)/H+/«  =  0  , 

indicando  con  H,  K  la  curvatura  media  e  la  curvatura  assoluta  di  S.  Di 
qui  risulta  in  particolare  la  formola 

(28)  (t  +  p,)(x  +  p,)  +  ^  =  0. 

Ora  se  si  osserva  che  per  le  (23*)  si  ha 

(28*)  2g  =  2?  =  ^-|-t«,    i?==25X8=-t, 

si  vede  che  la  (28)  assume  precisamente  la  forma  (19*) 

(Pi-l?)(p2— i?)  =  F(2gr-i>'). 

Cosi  risultano  confermate  tutte  le  proprietà  già  note  delle  superficie  S. 
Ma  un'altra  conseguenza  notevole  deduciamo  dalle  (44),  eliminando  p, 
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cioè  formando  l'equazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura  di  1  per 
la  quale  troviamo: 


/  du  +  v(l)du  +  D'dv)    ,       f^f^  dv  +  z{D'du  +  l)''dv) 
D  rftt  +  D'  dt;  ,  D'  du  f-  D"  dv 


=  0, 


ovvero 

du  r*  dv 

Ddu  +  D'  dv        D'  du  +  D"  dv 

Questa  coincide  coll'equazione  delle  linee  di  curvatura  di  S  ;  dunque 
le  due  superficie  S,  S  si  corrispondono  per  parallelismo  delle  normali  e 
per  linee  di  curvatura.  Raccogliamo  i  risultati  ottenuti  nel  teorema: 

Data  una  superficie  qualunque  S,  applicabile  sopra  uìia  superficie  di 
rotazione,  si  conducano  per  un  punto  fi^so  0  dello  spazio  i  segmenti  pard- 
Idi  alle  tangenti  delle  deformate  dei  meridiani  ed  eguali  (o  proporzionali) 
al  raggio  del  corrispondente  parallèlo^  indi  per  gli  estremi  di  questi  segmenti 
si  conducano  le  rette  parallèle  aUe  normali  di  S.  Queste  rette  costituismo 
una  congruenza  normale  e  le  superficie  ortogonali  S  hanno  a  comune 
con  S  V  immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura  e  sono  le  superficie  in- 
tegrali dell'equazione  (19*)  cP Ampère. 

§.  301. 

Relazione  Ara  due  superficie  1, l' dedotte  da  due  superficie 
complementari  S,  S'. 

Se  applichiamo  la  costruzione  dell'  ultimo  teorema  anche  alla  super- 
ficie S'  (applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione)  complementare 
della  S,  otterremo  medesimamente  una  serie  di  superficie  2'  parallele, 
integrali  di  una  seconda  equazione  del  tipo  (19*).  Basta  ora  riflettere 
che  le  tangenti  alle  deformate  dei  meridiani  della  S  sono  le  stesse  che 
per  la  S'  per  dedurne  che  in  ogni  tale  coppia  (1,  SO  1®  due  superficie 
stanno  fra  loro  nelle  relazioni  seguenti: 

1.^  Due  normali  a  S,  l' in  punti  corrispondenti  sono  sempre  fra  loro 
ortogonali. 

2.^  La  perpendicolare  comune  a  due  normali  corrispondenti  pc^sa  costan- 
temente per  V  origine  e  resta  ivi  divisa  in  due  segmenti  che  sono  funzioni 
Vwno  dell'altro. 


1 
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Si  può  dimostrare  facilmente  che  queste  proprietà  sono  caraneristiche 
per  le  coppie  di  superficie  £,  I^  dedotte  così,  col  metodo  di  Weingarten, 
da  due  superficie  complementari  S,  S'  applicabili  sopra  superficie  di 
rotazione. 

Suppongasi  infatti  di  avere  una  coppia  Ii,If  di  superficie  che,  cor- 
rispondendosi punto  per  punto,  godano  delle  proprietà  enunciate.  Inter- 
sechiamo i  raggi  uscenti  dall'origine  0,  perpendicolari  comuni  a  due 
normali  corrispondenti  di  S,  1\  colla  sfera  di  centro  0  e  di  raggio  =  l 
e  scegliamo  sulla  sfera  a  linee  coordinate  v,  u  quelle  le  cui  tangenti  sono 
rispettivamente  parallele  alle  normali  di  S,  If.  Il  sistema  (u,  v)  sarà 
dunque  sulla  sfera  un  sistema  ortogonale;  e  scrivendo  T elemento  lineare 
sferico  sotto  la  forma 

(29)  ds'^  =  Edu^  +  Gdi^, 

riterremo  le  solite  nostre  notazioni  (§  254),  talché  avremo  le  formolo: 


/3Xi_      1    3VEy      w^é^y    3Xi        1    ^^/G^ 

^Q  dv     '  '   dv       ye 


^^«  _      1    ^VE„        9X,_       1    d\G  ,^ 


\ 


^=v*X.  .'^  =  v'5x.. 


Indichino  ora,  sul  raggio  (Xg,  Y3,  Z3),  X,  ^  le  ascisse  dei  piedi  delle 
noimali  a  S,  £';  per  le  coordinate  Xo,  y^,  Zq  del  piede  della  normale  di  H 

avremo 

Xq   =^    A    X3    ,  Pq   ==    A     I3    ,  0Q    =    k   Li^   , 

Le  rette  condotte  pel  punto  (X  X3,  X  Y3,  X  Z3)  nella  direzione  (Xi,  Yi,  Zi) 
dovendo  formare  una  congruenza  normale,  si  dovrà  avere  (I,  pag.  310) 

^ axi a(xx3)  _  VI ?^x a(xx3) . 
-^  aw     dv        ^  dv     ai*    ' 

questa,  per  le  (P),  si  riduce  semplicemente  a 

a(xVE)_. 
at;     ""• 
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Dunque,  disponendo  convenientemente  del  parametro  w,  potremo  fare 

Del  tutto  similmente  operando  per  la  seconda  superficie  £',  avremo 

e,  poiché  X,  (JL  sono  supposte  funzioni  Tuna  dell'altra,  ne  dedurremo  che 
neir  elemento  lineare  sferico  (29)  sarà  E  funzione  di  6  e  quindi,  pà 
teoremi  di  Weingarten  al  Gap.  IX  (I,  pag.  290),  le  linee  sferiche  u,  v  sono 
le  immagini  delle  linee  di  curvatura  di  una  superficie  W  <^).  Basta  ora 
uno  sguardo  alle  formole  che  ai  §§132, 134  (I,  pag.  286, 289)  sono  segnate 
coi  numeri  (19),  (19*),  (20),  per  vedere  che  X,  [i.  sono  rispettivamente 
eguali  (o  proporzionali)  ai  raggi  dei  paralleli  delle  superficie  di  rotazione 
sulle  quali  sono  applicabili  le  due  superficie  complementari  S,  S',  che 
formano  le  due  falde  dell'evoluta  della  W.  Dunque  le  due  superficie  S,! 
sono  dedotte  da  S,  S'  precisamente  colla  costruzione  del  teorema  al  §  300, 
ciò  che  dimostra  quanto  avevamo  asserito. 

§.  302. 

Applicazione  alle  saperflde  di  curvatura  costante. 

Esaminiamo  le  superficie  £  che  derivano,  secondo  la  costruzione  del 
teorema  al  §  300,  da  una  superficie  a  curvatura  costante.  Prendiamo 
dapprima  una  superficie  pseudosferica  S  di  raggio  R  =  1  coli'  elemento 


(^)  Affatto  analogamente  si  può  stabilire  più  in  generale  che  la  riduzione 
dell'elemento  lineare  sferico  alla  forma 

d^^Edu^  +  2Fdudv  +  Gdvi^ 

con  E,  P,  G  funzioni  l'uno  dell'  altro  corrisponde  ai  seguente  problema  geometrico 
generalizzato  da  quello  del  testo  :  Trovare  le  coppie  (2, 1?)  di  superficie  carri- 
spondenUsi  punto  per  punto  in  guisa  che  la  perpendicolare  cxmiune  a  due  normaU 
corrispondenti  passi  costantemente  per  V  origine  e  vi  resti  divisa  in  due  segm&iH 
che  siano  funzioni  V  uno  dell* altro  e  dell'arsolo  Q  delle  due  normali.  Procedendo 
infatti  come  nel  testo  ed  assumendo  per  linee  sferiche  u,  v  quelle  le  cui  tangenti 
sono  rispettivamente  perpendicolari  alle  normali  di  S,  I',  si  trova  appunto  che. 
per  una  conveniente  scelta  dei  parametri  u,  v,  saranno  in  daf*  i  coefficienti  E,  F,  G 
funzioni  l' uno  dell'  altro  e  viceversa. 
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lineare  ridotto  alla  forma  parabolica 

Applicando  la  forinola  (28),  (28*),  coir  osservare  che  qui  si  ha 

r  equazione  d'Ampère  (28)  di  cui  le  superficie  S  sono  integrali  diventa 
(30)  PjP,_p(pj  +  P,)  4-  2gr  =  0, 

il  cui  significato  geometrico  è  evidentemente  questo:  H  segmento  di  ogni 
normale  ad  una  tale  superficie  £  compreso  fra  i  centri  principali  di  cur- 
vatura è  visùo  dall'  origine  0  sotto  angolo  retto.  Viceversa  ogni  tale  super- 
ficie deriva,  colla  costruzione  del  §  390,  da  una  superficie  pseudosferica 
colla  quale  ha  a  comune  l'immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura.  Se 
applichiamo  la  medesima  costruzione  alla  superficie  pseudosferica  S', 
complementare  della  S  rispetto  alle  geodetiche  parallele  v,  la  superficie 
derivata  £'  avrà  per  normali  le  rette  polari  reciproche  delle  normali  alla 
primitiva  2  rispetto  ad  una  sfera  col  centro  neir  origine.  Viceversa  dalle 
ricerche  del  §  precedente  risulta: 

Se  due  congruenze  rettilinee  normali  sono  polari  V  una  ddV  altra  rispetto 
ad  una  sfera  fissa,  le  superficie  £,  £'  normali  alle  due  congruenze  appar- 
tengano àUa  classe  (30)  e  derivano  da  due  superficie  pseudosferiche  com- 
plementari (^).In  secondo  luogo  prendiamo  T elemento  lineare  di  una 
superficie  pseudosferica  S  ridotto  alla  forma  ellittica 

cfe*  =  dw*  +  senh*  u  do* , 

ovvero  alla  forma  iperbolica 

ds^  =  du^  4-  cosh*  u  tto* . 
Qui  avremo 

nel  primo  caso,  e  invece 


(^)  Questa  proposizione  si  stabilisce  del  resto  subito  colla  considerazione 
geometrica  diretta,  osservando  che  in  due  congruenze  polari  reciproche  rispetto 
ad  una  sfera  l'angolo  che  fanno  i  due  piani  focali  d'un  raggio  nell'una  è 
eguale  a  quello  sotto  cui  si  vede  dall'origine  il  segmento  compreso  fra  i  fuochi 
sul  raggio  corrispondente  dell'  altra. 

li 
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nel  secondo.  Le  superficie  £  derìvate  soddìsferanno  quindi  all'  equazione 
d' Ampère 

(30*)  Pi  p,  — p(pi  +  p,)  +  2  j±  1  =  0^, 

che  esprìme  la  seguente  proprietà  geometrica: 

Sopra  ogni  normale  di  una  tale  superficie  S  i  due  centri  prtnófaH 
di  curvatura  sono  coniughiti  armonici  rispetto  aUa  sfera  fissa 

^  +  »'  +  ^±l=0. 

Se  prendiamo  in  fine  una  superficie  S  a  curvatura  costante  posi- 
tiva =  +  1^  coir  elemento  lineare  della  forma  normale 

(fe*  =  du^  +  setf  u  (to* , 
abbiamo 

—  =  — cos*u  =  r«  — 1  , 

e  quindi  le  superficie  S  derivate  soddisfano  ancora  la  (30*)  ove  si  prenda 
il  segno  inferiore.  La  differenza  fra  V  uno  e  V  altro  caso  consiste  in  dò 
che  nel  primo 

2  q  —  jp«  =a  cosh'  M  >  1 
e  nel  secondo 

2gr— p*  =  sen*u<;i  , 

cioè  nel  primo  la  proiezione  delP  origine  sulla  normale  cade  esternamente, 
nel  secondo  internamente  alla  sfera  fissa. 

È  interessante  osservare  che  le  superficie  della  classe  (30*),  corri- 
spondenti al  segno  inferiore,  hanno  T  equazione  tangenziale 

A„p  =  l  —  Aijp  , 

che  è  precisamente  P equazione  dell'applicabilità  per  una  sfera  dì  rag- 
gio =  1.  Ne  risulta  la  proposizione  seguente:  Si  consideri  una  qudmqve 
deformala  S'  deUa  sfera  S  e  sopra  ogni  raggio  déUa  sfera  si  riporth  o 
partire  dal  centro,  un  segmento  eguale  alla  disianza  del  punto  corrispon- 
dente di  S'  da  un  piano  fisso;  i  piani  normali  ai  segmenti  nei  loro  estrm 
inviluppano  una  superficie  S  integrale  deW  equcuAone 

Pi  Pi  —  i>  (pi  +  p«)  +  2  g  —  1  =  0 . 

È  ancora  da  osservarsi  che  tutte  queste  superficie  2  derivate  hanno 
a  comune  T immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura  con  un'altra  defor- 
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mata  S"  della  sfera,  la  così  detta  trasformata  di  Hazzidakis  della  pri- 
mitiva. (Cf.  più  avanti  Gap.  XXV,  §  392). 

§.  303. 
Enunciato  di  nn  nuovo  problema. 

Nelle  ricerche  seguenti  abbiamo  principalmente  per  iscopo  di  collegare 
al  metodo  di  Weingarten  i  bei  teoremi  di  Gnichard  sulla  deformazione 
delle  quadriche  di  rotazione,  esposti  nel  Gap.  XVII,  per  dimostrare  come 
questi  teoremi  possano  invertirsi,  ciò  che  ci  condurrà  ad  importanti 
trasformazioni  delle  superficie  a  curvatura  costante.  Nello  stesso  tempo 
otterremo  nuove  classi  di  superficie  applicabili,  collegate  alle  superficie 
di  curvatura  costante  e  a  quelle  d'area  minima. 

Fonderemo  la  nostra  ricerca  sugli  sviluppi  dati  nei  primi  §§  del  presente 
Capitolo,  riguardanti  le  relazioni  fra  il  nuovo  metodo  di  Weingarten  e 
la  teoria  dei  sistemi  ciclici.  Gome  si  è  visto  al  §  273*,  la  determinazione 
dei  sistemi  ciclici  normali  ad  una  data  superficie  S  dipende  dalla  equa- 
zione del  2.^  ordine 

*ii  <t>„  4>„ 

(a)  E  F  G      =0 

D  D'  D" 

Nota  una  soluzione  <E>  di  questa,  si  può  determinare  con  una  qua- 
dratura la  corrispondente  funzione  W  dalle  formolo  (6)  §  273*  (pag.  151). 

Soddisfacendo  ^  alla  (a),  possiamo  determinare  due  tali  moltìplica- 
tori  X,  (t  che  si  abbia 

(I)i,  =  XE  +  ti.D,    ^u  =  XF  +  jiD',    ^a  =  XG+|iD". 

Ora  le  formolo  fondamentali  della  teoria  delle  superficie  ci  fanno 
conoscere,  per  qualunque  superficie,  dei  casi  nei  qwdi  X,  (j.  B(mo  funzioni 
lineari  intere  di  <E>,  W.  Tale  proprietà  si  presenta  appunto  nelle  formolo 
(I)  (II)  del  §  55  (I,  pag.  116-117),  ove  si  ponga 

^  =  x,    W  =  X. 

Gosi  pure  le  formolo  alla  fine  del  Gap.  IV  (I,  pag.  147)  dimostrano 
che  la  medesima  proprietà  sussiste  per  qualunque  superficie  ponendo 
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I  corrispondenti  sistemi  ciclici  sono  quelli  normali  ad  un  piano  oTren 
ad  una  sfera  (§  275). 

Ci  proponiamo  di  trovare  tutti  i  casi  in  cui  ha  luogo  la  proprietà 
osservata,  cioè  di  ricercare  per  quali  superficie  S  formano  un  sisteou 
illimitatamente  integrabile  le  equazioni  seguenti 

W  =  l^l'l  +  i's'l^  4-(a*+PW+«»)E  +  (a'*+-rW+«)r 


(B) 


3W  ^  FD^  — GD  a*    ,   FD— ED^  3* 
du  EG  — F*    du  "'"    EG— F*    dv 

sw     Fiy'--Giy»i>     FD'— Eiy'3^ 

dv  EG— F    du  "•"    EG— F»    dv  ' 


dove  a,  p,  m;  a',  y,  »  indicano  costanti  e  le  due  forme 

E  du*  -\- 2  F  du  dv  +  Q  cb^ 

J)du*-\-2jy  du  dv  +  D"  dif 
sono  al  solito  le  due  forme  fondamentali  della  superficie  S. 

§.  304. 

Gaso  d'illimitata  integrabiUtà  del  gistema  (A),  (B). 

Le  condizioni  d'integrabilità  (illimitata)  del  sistema  (A),  (6)  si  tro- 
vano esprimendo  che,  in  virtù  delle  (A),  (6)  stesse,  risultano  identiche  le 
equazioni 


at;(3«j  du\dv)~^' 
dv\du*l  du\dudv}~  ' 
du  [di^J      dv\dudvl~    ' 
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Ora  la  prima  è  già  identica  in  virtù  delle  (A),  essendo  ^n,  <&i«,  ^^ 
le  stesse  combinazioni  lineari  omogenee  delle  coppie  (E,D),  (F^DO»  (Cr,D''). 
Se  formiamo  poi,  con  riguardo  alle  (A),  (B)  stesse,  Tespressione 

dvXdu'l      du\dudv)' 
osservando  che  D,D',  D"'  soddisfano  alle  equazioni  di  Codazzi 


f-f+r.>^[m\i]°'- 


-ÌD-  =  0, 


e  a  queste  medesime  equazioni  soddisfano  altresì  E,  F,  Q,  troviamo  con 
un  semplice  calcolo 

dvW)    du\dudvl~^du  '^^  dv  ' 

dove  L,  M  hanno  le  espressioni  seguenti  : 

—  (TK-a-pH)E  +  (P+a')D  , 

K,  H  significando  la  curvatura  totale  e  media  di  S,  cioè  essendo 

_  Diy-D^  _  2FD'— ED"— GD 

EG— F  '  EG— F* 

Ma,  in  virtù  delle  formolo  per  la  carvatora  E  date  al  §  37  (I,  pag.  77 
formole(iy)),  le  espressioni  precedenti  di  L,  M  possono  scriversi  più 
semplicemente  così: 

L  =  {(T-l)K  — a  — pHjF  — (p+aOD' 

M=-|(t-1)K  — a  — pH}E  +  (p+a')D, 

e  le  condizioni  d'integrabilità  esigono  quindi  che  si  abbia 
[(•r-l)K  — a  — pH]E  — (p+aO  D  =  0 
[(7- 1)  K  —  a  —  pH]  F  —  (p+aO  D'=  0  . 
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Similmente,  calcolando  Tespressione 


1  /^\  _  i  /y^\ 


a  queste  verrà  ad  aggiungersi,  per  simmetria,  la  terza 

[(t  -  1)  K  -  a  —  p  H]  G  —  (P+aO  D"  =  0  . 

E  siccome  escludiamo  naturalmente  il  caso  privo  d'interesse  che 
la  S  sia  una  sfera  od  un  piano,  cioè  che  si  abbia 

E:F:G  =  D:D':D", 

le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  per  T  illimitata  integrabilità  del  nostro 
sistema  si  ridurranno  alle  due 

a' p 

(t-1)K  — a  — pH  =  0  , 

la  prima  delle  quali  esprìme  solo  la  costante  a'  per  |3,  mentre  la  seconda 
vincola  linearmente  la  curvatura  totale  e  media  della  superficie  S,  a 
meno  che  non  sia 

a  =  a'  =  p  =  0    ,      T=l 

nel  qual  caso  si  risolverebbe  in  una  identità,  e  saremmo  ricondotti  ai 
sistemi  ciclici  normali  ad  una  sfera  o  ad  un  piano. 

Siamo  così  pervenuti  al  risultato  fondamentale  seguente: 

Aflinchè  il  sistema  di  equazioni 

$„  =  (a  <l>+p  W+w»)  E  +  (-  p  4>+-r  W+n)  D 
(A*)  .(4>„  =  (a$+pW+»t)F  +  (-p4>+-rW+n)D' 

4»„  =  {a<l>+p  W+w)  G  +  (-P  4»+T  W+n)  D" 


(B*) 


3W  _  FD'— GD34>       FD  — ED^34> 
du  ~     EG-F»     du  "^     EG-F*     dv 

3W  ^  FD"— 6D'  3^       FD^— ED''  3* 
3»  EG-F      du  "•■     EG-F*      3» 


dove  a,  p,  f,  m,  n  indicano  costanti,  sia  iUimitattimemte  integrabile  è  neces- 
sario e  sufficiente  che  le  curvature  totale  e  media  K,  H  siano  legate  dalla 
rélaeione  lineare  iniera: 

(I)  (t-1)K  — pH  — a  =  0  . 


CONDIZIONI  d'integrabilità  231 

Viceversa,  suppongasi  che  S  sia  una  superficie  per  la  quale  le  cur- 
vature E,  H  9Ìano  legate  dalla  relazione 

(I*)  aK  +  6H  +  c  =  0  , 

a  coefficienti  a,  b,  e,  costanti.  Potremo,  in  infiniti  modi,  determinare  le 
costanti  a,  p,  y  ^  S^i^a  che  la  (I)  coincida  colla  (I*),  bastando  per  ciò 
che  sussistano  le  proporzioni 

1— Y:p:a  =  a:6:c, 

onde  una  delle  tre  costanti  a,  p,  y  resterà  affatto  arbitraria,  esprimendosi 
le  altre  due  per  funzioni  lineari  intere  di  questa.  Così,  per  ogni  superficie  S 
della  classe  (I*),  potremo  costruire  od^  sistemi  illimitatamente  integra- 
bili della  forma  (A*),  (B"*"),  dipendenti  da  una  costante  arbitraria. 

§.  305. 
Proprietà  del  sistema  (A*),  (B*). 

Il  sistema  (A*),  (B*)  essendo  illimitatamente  integrabile,  per  indivi- 
duare una  coppia  (<&,  W)  di  soluzioni  possiamo  assegnare  ad  arbitrio, 
per  un  sistema  iniziale  tio,  Vo  di  valori  delle  variabili  indipendenti,  i  va- 
lori di 

Ora  dimostriamo  che  per  qualunque  coppia  di  soluzioni  sarà  A,  $  una 
funzione  intera  di  secondo  grado  in  <P,  W. 
Per  ciò  osserviamo  che,  ponendo 

Q  =  a$*-|-2p^W  — TW*+2m4>  — 2nW, 

i  coefficienti  di  (E,  D) ,  (F,  DO  ,  (6,  D'O  non  sono  altro  che 

2  3*'      2  aw  * 

Se  riprendiamo  dunque  la  notazione  dei  doppi  indici,  potremo  scri- 
vere il  sistema  (A*),  (B*)  nel  modo  seguente 


2  9*"**     2  aw 


^<*  =  ir  ^  «*»  —  -s"  5Hf  *i* 


3^  Va     A    ^* 
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*    Or»  prendiamo  la  forinola  {i*)  pag.  209 

.-g^-2gA.»4>„3g-. 
che  per  le  precedenti  diventa 

dài^  _  92  v  A  3*       ^  v  A     1.    9* 

"3Sr  ""  a*  à   *'  "*"  3^.  ""  aw  à   '*  *"3ii; 


ossia 


dui      d^^dui  ^  aw  au,     aw, 

{l  =  1,  2)  . 
Di  qui  concludiamo  che  sarà  necessariamente 

essendo  G  una  costante. 

Dunque  :  Per  qualunque  coppia  (<&,  W)  di  sdtmoni  dd  sistema  (A*) 
(B*)  sussisterà  Vequazione  dd  primo  ordine 

(C)         Ai*  =  a**+2p*W  — TW*+2m<E>  — 2nW  +  C. 

Questa  proprietà  analitica  del  sistema  (A*),  (B*)  ha  una  conseguenza 
geometrica  notevole  rispetto  alla  superficie  S  inviluppo  dei  piani  dei 
circoli  nel  corrispondente  sistema  ciclico,  e  cioè  questa  che  :  cangiando 
comunque  la  superficie  della  classe  (I),  purché  rimangano  le  stesse  le  costanti 

a,  P,  T,  w,  w,  C  , 

la  superficie  S  conserva  sempre  lo  stesso  elemento  lineare. 

Per  vederlo  basta  osservare  che,  secondo  le  formolo  (5*),  (8*)  del 
§  296  (pag.  210),  Telemento  lineare  di  S  è  dato  da: 

(31)  d?  =  [d(Q-PW)r  +  2WdP.e?(Q-PW)  +  (Ai4>+W*)dP*, 
dove  P,  Q,  secondo  le  (4)  pag.  207,  hanno  i  valori. 

(32)  P  = 1 0  =  P»-TW-n 

in  funzione  di  <l>,  W,  mentre  Ai  $  si  esprime  per  ^,  W  colla  (C),  onde 
si  vede  appunto  che  il  efe*  dipende  solo  dalle  costanti  a,  p,  y,  i»,  »,  C. 
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Osserviamo  poi  che  le  superficie  S  dedotte  colle  (6)  §  296  : 

/  S  =  W  X  -f  V  («.  <I>) 
(32*)  N  =  WY  +  v(y,*) 

(  C  =  W  Z  4-  V  («.  *) 

ed  ayenti  a  comune  colla  S  T  immagine  sferica  delle  linee  dì  curvatura 
saranno  integrali  di  una  medesima  equazione  d'Ampère 

(33)  _p.p,+  _(p,  +  p^+_  =  0. 

doye  $  è  da  calcolarsi  in  funzione  di  p,  q  dalle  f ormole 

(34)  p  =  W  ,    2g  =  Ai*-f  W»  = 

=  a$*  +  2p«>W  +  (1-t)  W*  +  2w$  — 
—  2nW4-  C  . 

Conviene  ancpra  osservare  che  la  normale  alla  S  giacente  nel  piano 
tangente  di  S  ha  ivi  una  posizione  esclusivamente  determinata  dall'ele- 
mento lineare  di  S.  E  infatti  dalle  formolo  (8)  pag.  210  risulta  che  essa 
è  parallela  alla  tangente  della  linea  P  =  costante  sopra  S  e,  per  le  (1) 
pag.  206,  la  sua  distanza  dal  punto  x,  y,  a  di  contatto  è  data  da  P  V^i*. 
Dunque:  Variando  comunque  la  superficie  S  della  da^se  (I*)  la  super- 
ficie  S  non  fa  altro  che  deformarsi  e  le  normali  di  S,  che  giacciono  nei 
piani  tangenùi  di  S,  rimangono  invariaòUmenùe  legale  aUe  flessioni  della  S. 

Aggiungiamo  che  inversamente  le  superficie  applicabili  S  a  cui  siamo 
cosi  condotti  sono  le  più  generali  superficie  alle  quali  possono  associarsi 
congruenze  di  raggi,  individualmente  giacenti  nei  piani  tangenti  di  S, 
e  che  in  tutte  le  deformazioni  di  questa  rimangono  normali  a  superficie 
della  classe  (I*)  ^^K 

§.  306. 
Gaso  dì  Olia  saperflcie  S  d'area  minima. 

Possiamo  ridurre  a  forme  semplici  il  ds*  dato  dalla  (31),  osservando 
che,  per  questo  calcolo,  è  lecito  sostituire  alla  primitiva  superficie  S  una 
qualunque  sua  parallela,  senza  che  si  alteri  la  superficie  S  inviluppo  dei 


(^)  Per  le  dimostrazioni  veggasi  la  mia  memoria:  Sulla  deformazione  deUe 
congruenze  e  sopra  alcune  classi  di  superficie  applicabili  (Annali,  t.  VI,  1901). 
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piani  dei  circoli  né  la  superficie  S  determinata  dalle  coordinate  tangen- 
ziali (X,  Y,  Z,  W).  Ciò  risulta  dall'osservazione,  di  facile  verifica,  che 
se  S  è  una  superficie  qualunque  e  (4>,  W)  una  coppia  di  funzioni  che 
individuano  un  sistema  ciclico  ad  essa  ortogonale,  per  una  superficie 
Si  parallela  ad  S  e  distante  da  questa  di  h  si  avrà  una  coppia  analoga 
nelle  funzioni  *i  =  $  -f  A  W,  Wi  =  W,  ed  i  circoli  del  secondo  sistema 
giaceranno  nei  piani  stessi  del  sistema  primitivo. 

Ciò  premesso,  osserviamo  che  se  S  è  una  superficie  soddisfacente 
alla  (I*),  cioè  alla  relazione 

(I*)  cr,r,  +  b{r,  +  r,)  +  a=0, 

fra  le  sue  parallele  vi  sarà  una  superficie  d' area  minima  se  e  =  0  ed 
una  superficie  a  curvatura  costante  se  c^  0.  Eccezione  si  ha  soltanto 
nel  caso  in  cui  a  e  —  6*  =  0  ;  ma  allora  la  (I*)  si  scrive 

(br^  +  a)  (6r,  +  a)  =  0 

e  dimostra  che  V  uno  o  V  altro  dei  due  raggi  di  curvatura  della  S  deve 
essere  una  costante,  cioè  la  S  sarà  una  superficie  canale.  Noi  trascureremo 
questo  caso  perchè,  sebbene  le  proprietà  del  sistema  (A*),  (B*)  valgano 
anche  qui,  le  conseguenze  che  se  ne  deducono  non  hanno  interesse  alcuno, 
la  superficie  inviluppo  S  risultando  allora  sviluppabile.  Concludiamo  che 
ci  possiamo  limitare  a  trattare  i  due  casi  seguenti:  l.<^  la  S  sia  ad  area 
minima,  2.<>  la  S  sia  a  curvatura  costante. 

1.*^  caso:  H  =  0 

La  (I)  dovendo  ridursi  ad  H  =  0,  dovremo  avere 

a  =  0,  Y=l 

e  rimarrà  arbitraria  la  p.  Inoltre,  cangiando  nelle  (A*),  (B*)  4>,  W  in 
$  +  A,  W  +  *  con  A,  A;  convenienti  costanti,  potremo,  senza  alterare  la 
generalità,  sopprimere  i  termini  costanti  m,  n  rendendo 

pA  +  w  =  0,  — pA  +  n=0. 

Dopo  di  ciò  le  (32)  ci  daranno  per  P,  Q  i  valori 

1  ^1 

indi 

0  — PW=  ~ 


GASO  DI  UNA  SUPERFICIE  S  AD  AREA   MINIMA  235 

Inoltre  la  (G)  dimostra  che  si  ha 
(35)  Ai<I>  +  W«  =  2p(PW  f  C, 

e  possiamo  quindi  colla  (31)  calcolare  F  elemento  lineare  di  S.  Posto 

calcoliamolo  in  coordinate  curvilinee  ^,  W  ed  avremo 

*'=^  +  p^  rfW  (»+ (2P4>  W  +  C)  ^, . 
Ora  se  poniamo 


questa  diventa 

(36)  &"=|j(lw*+     2w  +  2t;  +  Cc*' 


cU" 


Se  C  =  0  l'elemento  lineare  precedente  appartiene  alla  superficie 
complementare  del  paraboloide  di  rotazione  (§  297).  Quando  C  :^  0,  au- 
mentando V  di  una  costante  si  può  fare  C  =  +  1  e  la  (36)  non  differisce 
che  per  un  fattore  costante  dalla  (15)  (pag.  215),  cioè  le  superficie  S  for- 
mano la  nuova  classe  completa  di  superficie  applicabili  determinata  da 
Weingarten.  Colle  presenti  ricerche  queste  superficie  S  vengono  così 
geometricamente  collegate  alle  superficie  d'area  minima  per  mezzo  di 
una  congruenza  di  raggi  giacenti  singolarmente  nei  piani  tangenti  di  S  e 
che,  in  qualunque  deformazione  di  S,  rimane  normale  ad  una  superficie 
d'area  minima. 

Esaminiamo  in  fine  le  superficie  1  integrali  di  un'equazione  del 
tipo  (IX) 

che  il  metodo  di  Weingarten  associa  (§  296)  alle  superficie  S  d' elemento 
lineare  (36).  Per  trovare  la  corrispondente  equazione  basterà  calcolare  4^ 
in  funzione  di  p,  q,  essendo 

p  =  W,  2g  =  Ai*  +  W* 

ciò  che  dà,  secondo  la  (35): 

2P<I>  =  2-«I1^ 
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e  quindi  per  la  relazione  fra  i  raggi  dì  curvatura  di  £  : 

(37)  p,^p.=  2g-_C 

Risulta  dalle  ricerche  superiori  che  queste  superficie  £  hanno  una 
rappresentazione  isoterma  delle  linee  di  curvatura  e  le  loro  superficie  deri- 
vate col  metodo  di  Weingarten  sono  le  superficie  d' elemento  lineare  (36). 

§.  307. 
Gaso  di  una  superficie  S  a  euiratora  costante  K. 

Veniamo  ora  al  caso  in  cui  la  superficie  S  sia  a  curvatura  costante  K 

Nella  (I)  dovremo  porre  allora 

P  =  0 

e,  rimanendo  7  arbitraria,  dovremo  assumere 

a  =  (T-l)K. 

Cangiando  nel  sistema  (A*)  *,  W  in  4>  4-  A,  W  +  *»  potremo  ancora 
rendere,  senza  alterare  la  generalità,  m  =  0,  n  =  0,  purché  sia  7  4^  0. 
Quando  sia  y  =  0,  indi  a  =  —E,  potremo  rendere  ancora  m  «  0,  restando  n 
arbitrario.  Il  seguito  della  discussione  ci  conduce  quindi  a  distinguere 
due  casi,  nel  primo  dei  quali  si  ha  m  =  0,  n  »  0,  e  nel  secondo  m  =  0, 7  -  0. 


Allora  le  (32) 

P  = 
indi 

l.'casoj» 
diventano 

1 

W 

0. 

tW 

'       (T- 

-1)K4)  ' 
Q  — P  W 

-l)K<t' 

mentre  la  (G)  ci  dà: 

(37*)  A,4i  +  W»==(y  — 1)[K<D»  — W*l  +  C. 

L'elemento  lineare  (31)  della  S,  prendendo  per  variabili 


W      ^       ^ 
^=*.    ^ 


diventa 


(38)d^^^]d^+^^^^dtm>^ 


(y-1)1»»(K-<»)  +  C 


d^ 


(t-1)'** 
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Pongasi  ora 
cioè 


w  — 


e  risulterà  la  forma  tipica 


(38*) 


dt;*; 


Calcoliamo  ora  la  relazione  (IX)  che  lega  i  raggi  di  curvatura  delle 
superficie  S  dedotte  dalla  classe  di  superficie  S  d'elemento  lineare  (38*) 
col  metodo  di  Weingarten.  Qui  dobbiamo  calcolare  $  in  funzione  di  p,  q 
dalla  formola  (37*),  ciò  che  dà 

2  2  =  (y~1)K$'-(t— l)i)'  +  C, 

e  la  (IX)  diventa  quindi 

P1P.  +  (T-  1)JP  (Pi  -hP.)  -  (t-1)  (22-0  =  0. 

Le  superficie  S  integrali  di  questa  equazione  d'Ampère  hanno  a 
comune  colle  superficie  a  curvatura  costante  T  immagine  sferica  delle 
linee  di  curvatura.  Si  osserverà  che  per  y  =»  0  esse  diventano  le  super- 
ficie £  considerate  al  §  302. 

2.®  caso 

Y  =  0,    m  =  0. 
Essendo  ^  =  0,  a  =  —  E,  le  equazioni  del  sistema  (A*)  diventano 

(D)  j  <&!,  =  —  K  F  $  +  n  D' 

e  le  formolo  (32)  danno 

mentre  pel  valore  di  A^  4>  calcolato  dalla  (G)  abbiamo 
(39)  Ai4>=  —  2nW  —  K*'  +  C. 

Ora  esclùdendo  qui  il  caso  n  ==  0,  superiormente  trattato,  non  alte- 
riamo la  generalità  assumendo  n«»l,  per  il  che  basta  cangiare  4>  in  n  4>. 
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In  secondo  luogo,  siccome  W  è  determinato  per  quadratura  dalle  (B*; 
pag.  230  solo  a  meno  di  una  costante  additiva,  possiamo  dispome  in  guisa 
che  risulti  G  =  0,  indi  avremo 

1  1  — W 

(39*)  Ai<I>  +  W*  =  W*  —  2W  —  K<1>». 

La  formola  (31)  dà  quindi  per  il  ds*  della  superficie  S: 

fAi^^       T^      (l-2W-K$«)d4>»+2<I>d$dW-h*'d[W* 

(40)  efe*  =  ' '- g?^i ^ . 

Se  poniamo 

<I>  =  ±ge%  W=tt  — v, 

questo  assume  la  forma  tipica  seguente 

(40*)  (fe«  =  c-«^  dt**+  j  2  (v  —  u)e-^^—  ^Idtf. 

Se  calcoliamo  in  fine  la  corrispondente  equazione  d'Ampère  per  le 
superficie  E,  dobbiamo  fare  per  la  (39*) 

2g=y  — 2p  — K^, 

onde  r equazione  d'Ampère  per  le  attuali  superficie  £  si  scrive 

(41)  p,  p,  +  (1  -p)  (Pi  +  pO  +  22+1  =  0  . 

Queste  superficie  2  hanno  anch'esse  a  comune  colle  superficie  a  cur- 
vatura costante  l' immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura  e  la  classe 
di  superficie  applicabili  che  il  metodo  di  Weingarten  ne  fa  derivare  è 
definita  dall'elemento  lineare  (40*). 

§.  308. 

Le  quadriche  immaginarie  d'elemento  lineare  (38*),  (40*). 

Abbiamo  già  visto,  al  §  298,  che  le  superficie  applicabili  S  derivate 
col  metodo  dei  §§  precedenti  dalle  superficie  d'area  minima  sono  appli- 
cabili sopra  una  quadrica  immaginaria  tangente  al  circolo  immaginario 
all'infinito.  Vogliamo  ora  constatare  che  una  proprietà  analoga  ha  luogo 
per  le  superficie  S  d'elemento  lineare  (38*)  e  (40*)  che  abbiamo  dedotto 
superiormente  dalle  superficie  a  curvatura  costante. 


QUADRIGHE  IMMAGINARIE  D'ELEMENTO  LINEARE  (38*),  {M"^  239 

Per  ciò  cominciamo  colF  osservare  che,  secondo  i  calcoli  eseguiti  al 
principio  del  presente  Capitolo,  se  si  pone 

ildls*  delle  nostre  saperficie  S  sarà  dato  da 

avremo  per  ciò  una  superficie  (immaginaria)  applicabile  sopra  S,  ponendo 
(42) 


*  =  3^'S'-*^=a^ 


a*        3^ 

y  +  i*  =  2pg^+22g-^-2*. 

Ora  distinguendo  anche  qui  i  due  casi  trattati  separatamente  al  § 
precedente,  avremo  : 

1.'  caso 

(t  — 1)K^=.2  2  +  (y- l)p*  — C 

a^       »     a*  1 


dp        K<P'  dq        (t  — 1)K* 

Ir,^    I   g„^-2(T-l)l>*  +  2g  _(T-l)K<t>*  +  (T-l)p*4-C 
^ai»"^     *3S~      (t  — 1)K*»      —  (7  — 1)K* 

indi 

P  1 


K4»'^      •"      (y  — 1)K4> 

e  per  ciò 

(43)         (y  +  i^)(y-i^)=-^4.C(y-i^)«-^^^^^ 

Questa  superficie  è  una  quadrica  immaginaria  a  centro,  che  si  rico- 
nosce essere  tangente  al  circolo  air  infinito.  E  infatti  se  nell'  equazione 
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della  sua  conica  air  infinito 

sostituiamo  per  le  coordinate  omogenee  x,  y,  z  le  quantità  proporzionali 

a?:y:i»c=-i(l— X«):2iX:l+X', 

che  danno  le  coordinate  di  un  punto  sul  circolo  all'infinito  ^presse 
razionalmente  pel  parametro  X,  abbiamo  per  determinare  X  T  equazione 
di  4.^  grado 

(44)  ~4^  (1  -X«)*  +  C  (1  -Xr  =  0  , 

le  cui  radici  corrispondono  ai  punti  d' incontro  della  conica  col  circolo. 
Ora  la  (43)  ha  la  radice  doppia  X  =  1,  ciò  che  dimostra  appunto  quanto 
abbiamo  asserito.  Le  altre  due  radici  della  (44)  sono  date  dalla  equazione 
di  2.<>  grado 

_L_.(i  +  x)«  +  C(i-x)«  =  o  , 

e  sono  distinte  dalla  precedente  X  =  1  se  y  +  0,  come  qui  supponiamo: 

sono  inoltre  distinte  fra  loro  per  C  4=  0.  Quando  0  =  0  invece  coincidono 

e  la  quadrica  (43),  che  è  allora  di  rotazione,  diventa  bitangente  al  circolo 

allMnfinito 

2.«  caso 

Nel  secondo  caso  abbiamo 

K**««jp«~2jp  — 2g 

e  quindi  le  (42)  diventano 

/  p— 1  .         —1 

\  K4>     '  ^  K4> 


U+*^=A-^ 


K4> 

Di  qui  abbiamo  per  T  equazione  della  superficie 

(45)  (y  +  i^)(y  -  i^)  +  (aj  — y  +  i^)*  =  g   ; 

questa  è  una  quadrica  che  oscda  il  circolo  immaginario  allMnfinito, 
poiché  la  corrispondente  equazione  del  4.®  grado  in  X  ha  in  questo  caso 
la  radice  tripla  X  =  1  e  la  radice  semplice  X  =  —  3, 
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§.  309. 

Gaso  in  cui  C»0  nella  (37*),  e  relazione  coi  teoremi  di  Gnichard. 

Volgiamoci  ora  allo  studio  di  un  caso  particolare  dei  risultati  ottenuti, 
al  caso  in  cui,  la  superficie  S  essendo  a  curvatura  costante,  i  valori 
iniziali  di 

^'  ^'  3w  '     dv' 

per  la  coppia  (4>,  W)  di  soluzioni  delle  equazioni  fondamentali,  sono 
scelti  in  guisa  da  rendere  nulla  la  costante  C  nella  (37*),  cioè  da  sod- 
disfare air  equazione  del  primo  ordine 

(46)  Al  4>  =  (t  —  1)  K  **  —  Y  W*. 

Allora  la  superficie  S  inviluppo  dei  piani  normali  alle  linee  $  =  cost.^ 
sulla  S  è  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione,  poiché  la  (38), 
col  porre  <&  =  e*,  diventa 

(46*)     5^=^— L^ 

e  pone  appunto  in  evidenza  V  elemento  lineare  di  una  superficie  di  rota- 

W 
zione,  nella  quale  le  linee  t  =  costante,  ossia  le  ^  =  costante  sono  i 

paralleli.  Prendiamo  ora  a  considerare  la  superficie  Si  complementare 
di  S  rispetto  alle  geodetiche  deformate  dei  meridiani  e  siano 

M  ^  (x,  y,  i),    Mi  =  (aJi,  yi,  j^O 

due  punti  corrispondenti  di  S,  Si.  Dimostriamo  che  questo  punto  Mi 
di  Si  trovasi  sulla  normale  in  ìl^{x,  y,  b)  alla  superficie  S  ed  è  T  in- 
tersezione di  questa  normale  colla  congiungente  il  punto  M  col  centro 
Mo  ^  {x^i  yo)  ^o)  del  circolo  del  sistema  ciclico  ortogonale  ad  S,  indivi- 
duato dalla  coppia  scelta  (4>,  W)  di  soluzioni  delle  equazioni  fondamentali. 
Per  ciò  osserviamo  che  si  ha 

(47)  ^=aj  +  Pvk*)+QX, 

ove,  per  le  (32),  P,  Q  hanno  i  valori 

Y  W 


(y-1)K4>'    ^~       (y-1)K*' 


ta 
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e  d'altra  parte  le  formole  generali  al  §  273'*'  danno  perle  coordinate 
^)  Voj  ^0  del  centro  del  circolo 

(48)  a^>  =  a?— ^--^  v(a?,*). 

Le  coordinate  Xi,  yi,  Zi  del  detto  punto  Mi  d'incontro  della  normale 
alla  S  in  M  colla  M  Mo  saranno  quindi  date  da 

i  moltiplicatori  X,  \l  essendo  scelti  in  guisa  che  risulti 

X  +  ,,.  =  l,    XP-|^  =  0; 
a  causa  dei  valori  (47*)  di  P,  Q  e  della  (46)  ne  deduciamo 

(48*)  X,=X  —  ^X,  y,=y  — -  Y,  £r,==^  -  -Z. 

Si  tratta  ora  di  verificare  che  la  superficie  Si  luogo  di  questo  ponto 
Mi ^( 0^1,  ffi,  J9i)  è  precisamente  la  complementare  di  S.  Intanto  la 
retta  Mi  M  è  certamente  tangente  in  M  alla  S  ;  ma  conviene  provare 
che  essa  ha  in  M  la  direzione  della  deformata  del  meridiano,  cioè  che 
è  normale  alla  tangente  delle  linee  t  =  costante.  Ora  i  coseni  di  direzione 
della  Mi  M  sono  proporzionali  alle  differenze 

cioè  ai  binomii 

W  V  (a?,  $)  —  Al  4> .  X  ,    W  V  (y,  4>)  —  Al  $  .  Y 

W  V  (^,  *)  —  Al  4> .  Z  . 

D'altra  parte  le  formole  (5*)  §  296  (pag.  210)  dimostrano  che  i  co- 
seni di  direzione  della  tangente  alle  linee  Q—PW= costante  sulla  S 
sono  proporzionali  alle  tre  espressioni 

€  =  WX  +  V(a:,4>)  ,    T]  =  WY  +  V(y,$) 

C  =  WZ  +  V(^,*)  ; 

e  poiché  si  ha  identicamente 

2(WX  +  V(a?,$))(WV(aj,4>)  — Ai*.X)  =  0  , 

ne  risulta  appunto  l'asserita  ortogonalità. 
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Verifichiamo  in  fine  che  la  superficie  Si  luogo  di  (rci,yi,£ri)  è  pre- 
cisamente la  complementare  di  S  osservando  le  identità 


[49) 


2e|  =  2lwx.v(.*,jx|g-xi(*)4gì  =  o 
2«|'  =  2|wx  +  v(.*,jx|^x,i(l)4'^j.o. 


le  quali  seguono  dalle  altre  stabilite  al  §  295  : 

Le  (49)  dimostrano  che  i,  ri,  C  sono  proporzionali  ai  coseni  di  dire- 
zione della  normale  a  Si  in  (^i ,  yi ,  ^i),  e  provano  quindi  che  Si  è  la 
complementare  di  S,  come  si  era  asserito. 

Ora  deformando  comunque  la  S,  le  osservazioni  alla  fine  del  §  305 
dimostrano  che  la  congruenza  delle  normali  alla  superficie  a  curvatura 
costante  S,  tracciate  nei  piani  tangenti  di  S,  rimane  invariabilmente  legata 
alla  S  in  queste  deformazioni.  D' altra  parte  anche  la  superficie  comple- 
mentare Si ,  mentre  la  S  si  deforma,  subisce  una  deformazione  e  la 
congruenza  delle  normali  di  S  esce  dai  punti  di  Si  stessa  ed  è  inva- 
riabilmente legata  alle  sue  deformazioni.  Gli  studi  che  abbiamo  fatto 
al  Gap.  XVII  sui  teoremi  di  Guichard,  e  più  precisamente  i  risultati 
conseguiti  nei  §§  258,  259,  dimostrano  che  la  Si  sarà  applicabile  sopra 
una  superficie  di  rotazione  che  potrà  offrire  cinque  forme  distinte  ivi 
enumerate,  e  la  congruenza  delle  normali  di  S  sarà  precisamente  quella 
che  trovasi,  nei  teoremi  di  Guichard,  associata  alle  deformazioni  di  Si. 

§.  310. 

Inversione  dei  teoremi  di  Quichard  e  superficie 
a  corTatara  costante  derivate. 

Le  ricerche  compiute  nei  §§  precedenti  ci  pongono  in  grado  di  proce- 
dere alla  inversione  dei  teoremi  di  Guichard  e  di  dedurne  quindi  un 
importante  metodo  di  trasformazione  delle  superficie  a  curvatura  costante. 
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Ad  ogni  superficie  Si  di  rotazione  di  una  delle  cinque  forme  troiate 
ai  §§  258,  259  i  teoremi  di  Guichard  associavano  una  congruenza  di 
raggi  uscente  dai  punti  di  Si  ed  invariabilmente  legata  alle  deforma- 
zioni di  questa  in  guisa  che,  in  qualsiasi  deformazione,  la  congmenza 
stessa  rimaneva  normale  ad  una  superficie  S  a  curvatura  costante. 

Noi  abbiamo  ora  invertito  questo  risultato  provando  che,  data  ai 
arbUrio  una  superficie  S  a  curvatura  costante,  si  può  sempre  considerare 
la  congruenza  delle  sue  normali  come  uscente  dai  punti  di  una  super- 
ficie Si  applicabile  sopra  una  delle  cinque  superficie  di  rotazione,  la  gia- 
citura della  congruenza  rispetto  alla  Si  essendo  precisamente  quella  dà 
teoremi  di  Guichard.  Invero  ogni  coppia  (<&,  W)  di  soluzioni  delle  equa- 
zioni fondamentali 

4>ii  =  (y-1)KE*  +  yD  W 


(E>  j  4>„  =  (y  - 1)  K  F  *  +  Y  D' W    (t  costante  arbitraria) 

(  *„  =  (y-1)KG*  +tD"W 


(E*) 


aW  ^FD^  — GDa4>       FD  — ED^34> 
du  EG  — F*    du  "^    EG  — F*    dv 

aW       FD"— GD'a*       FD'— ED"a* 


\    dv  EG— F*    du  ^    EG-F    at;   ' 

quando  i  valori  iniziali  di 

*'  ^'  au  '  at; 

siano  scelti  in  guisa  da  soddisfare  alla  condizione 

(F)  Al  *  =  (y  - 1)  K  *«  —  T  W* 

conduce  ad  una  soluzione  del  problema  d'inversione,  le  formole  (48*) 
dando  la  superficie  Si  richiesta.  Poiché  il  nostro  sistema  (E),  (E*),  (F) 
è  omogeneo,  si  vede  che:  Data  una  qualunque  superficie  S  a  curvaim 
costante,  esistono  oo'  superficie  Si  corrispondenti  che  risolvono  U  prótlefM 
d^  inversione. 

Ricordiamo  ora  che  i  teoremi  di  Guichard  associavano  ad  ogni  su- 
perficie Si  non  una  sola  ma  due  differenti  superficie  S,  S'  colla  medesima 
curvatura  costante;  queste  sono  le  due  falde  di  un  inviluppo  di  sfere 
coi  centri  distribuiti  sopra  Si  (§§  258,  259).  Troviamo  subito  le  formole 
che  definiscono  la  nuova  superficie  a  curvatura  costante  S",  seconda  falda 
dell'inviluppo,  osservando  che  ogni  punto  M'  ^(a?',  tf,  /)  di  S'  è 
simmetrico  del  punto  corrispondente  Ì/L^ix^y^g)  di  S  rispetto  al  piuM^ 
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tangente  in  Mi  alla  Si.  Osservando  che  i  coseni  di  direzione  della  nor- 
male a  Si  in  (xuìfi.si)  sono  proporzionali  a 

£  ,    1  »    C  , 
ne  deduciamo  con  un  semplice  calcolo  le  formolo  definitive: 

(^^>         l«^  =  y-cFì)^rrw^[WT-fV(y,^)] 

Si  avvertirà  subito  che,  secondo  le  formolo  (e)  al  §  273*  (pag.  162), 
questa  seconda  superficie  S'  a  curvatura  costante  K  è  essa  stessa  nor- 
male ai  circoli  del  sistema  ciclico  individuato  da  ^^{>,  W),  la  qual  cosa 
segue  anche  facilmente  da  considerazioni  geometriche. 

Così  da  ogni  superficie  nota  S  a  curvatura  costante  K,  integrato  il 
sistema  delle  equazioni  fondamentali  (E),  (E*),  deduciamo  una  tripla  infi- 
nità di  nuove  superficie  S'  colla  medesima  curvatura  costante  date  dalle 
formolo  (50).  Ritorneremo  in  altro  capitolo  (Gap.  XXV)  sugli  importanti 
risultati  ora  stabiliti. 


§.  311. 
Calcolo  diretto  dell'elemento  lineare  della  complementare  S^ . 

Si  è  provato  al  §  309,  utilizzando  i  risultati  già  stabiliti  ai  §§  258, 
259,  che  la  superficie  Si  complementare  di  S  è  applicabile  sopra  una  delle 
cinque  superficie  tipiche  di  rotazione  che  abbiamo  visto  figurare  nelle 
ricerche  sui  teoremi  di  Guichard.  Non  sarà  inutile  constatare  direttamente 
questo  fatto  partendo  dalla  forma  (46*)  dell'  elemento  lineare  di  S  e 
cercando,  colle  formolo  del  §  136*  (I,  pag.  296),  l'elemento  lineare  della 
complementare  Si.  In  primo  luogo  se  nella  (46*)  poniamo 


f  tdt 


K— <» 
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rìdarremo  il  ds^  alla  forma  tipica  ortogonale 

^  =  (7-1)  K*  (K-<^  ^  +  (T=T)  K*  '^'^  ' 
ossia,  ponendo 

V(T-1)K*'  7    V(T-l)K*(K-<»)       ' 

alla  forma  normale 

d^  =  du*  +  f*M  . 
Di  qui  deduciamo 


V(T-1)K-K<* 

e  quindi,  applicando  la  formola  (6*)  del  citato  §  136*,  avremo  per  l'ele- 
mento lineare  ds'  della  complementare  S' 

***  -(t-i)K-t<*  ^  ^        <'  " 

Se  poniamo 

,=1, 

potremo  scrivere 

Per  trovare  la  superficie  di  rotazione  su  cui  la  S'  è  applicabile,  scri- 
vendone l'elemento  lineare  sotto  la  forma  ordinaria 

(52)  ds'*^[l-\-<^'*(r)]dr*  -i-t'cbf, 

dovremo  identificare  la  (51)  colla  (52)  ponendo 

r  —  \  V(t-1)  Kt*-y    (a costante) 

e  restando  arbitraria  la  scelta  del  valore  della  costante  X.  Ottenumo 
per  tal  modo 

1 


(53)  ^'.  (r)  =  ^^^-^^^^ 


:-K 


''+(,4ì-KvX-) 


K(r'  +  X'Y) 
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Conviene  ora  distingaere  secondo  che  la  curvatura  costante  E  di  S 
è  positiva  0  negativa. 

1.^  caso    E  positiva. 
Poniamo  E  s=  -^  ed  osserviamo  che  dalla  (F)  pag.  244: 

a,4^  =  (y-i)^-tW 

risulta  che,  volendo  restare  nel  reale,  la  costante  y»  del  resto  arbitraria, 
dovrà  essere  tale  che  risulti 

Y(T-1)>0. 

Potremo  dunque  nella  (53)  prendere  X  in  guisa  che  sia 

E  Y  A    = ,      A    =  — 7 Tv  • 

T  —  1  T  (Y  —  1) 

e  r  equazione  della  curva  meridiana  diventerà 

cioè 


Y-1 


Siamo  cosi  ricondotti  all'ellissoide  allungato  di  rotazione  o  all'iper- 
boloide a  due  falde  del  teorema  di  Guichard  (§  258),  e  precisamente 
avremo  il  primo  caso  od  il  secondo,  secondo  che  y  (ovvero  y— 1)  è  ne- 
gativa 0  positiva.  Non  sarà  inutile  osservare  che  la  (F),  scritta  sotto 
la  forma 

A,$  +  W«  =  (y-1)(^-W«), 

dimostra  che  nel  primo  caso  sarà 


nel  secondo  invece 
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2.^  caso    K  negativa 

Poniamo  K=  -:^  ed  osserviamo  che  essendo  per  la  (F) 

A,cl>  +  W' =  - (y-1)  (^1  +  W«)  , 
dovremo  assumere  7-1  negativa,  poniamo 


T-l 

~  a*  ' 

ed  assumendo  nella  (53) 

X*(Y-1)  = 

1 
K  ' 

cioè 

X»c=a* 

» 

l'equazione  della  curva 

meridiana  sarà 

e  = 

Hr)  =  -Rf— 

dr 

Questa  formola  coincide  precisamente  colla  (34)  del  §  259  (pag.  108) 
e  completa  le  verifiche  proposte. 

§.  312. 
Applicazioni  del  metodo  di  Weingarten  alla  geometria  ellittica. 

Da  ultimo  del  nuovo  metodo  di  Weingarten  daremo  alcune  applica- 
zioni alla  geometria  degli  spazi  di  curvatura  costante,  che  conducono 
ad  interessanti  raffronti. 

A  tale  scopo  ci  serviamo  di  quella  rappresentazione  conforme  dello 
spazio  a  curvatura  costante 

Ko  =  ±l 

sullo  spazio  euclideo  che  si  ottiene  assumendo  il  db*  dello  spazio  curvo 
sotto  la  forma  al  §  159  (I,  pag.  345) 

^^    cb^  +  dy'  +  d^ 
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Consideriamo  nello  spazio  curvo  una  superficie  S  le  cui  curvature 
totale  e  media 

K  =  -L,     H  =  l  +  1 

PiP«  Pi         Pt 

siano  legate  dalla  relazione  lineare  intera  a  coefficienti  costanti 

(54)  a  —  +  »(-  +  -] +  0  =  0. 

Pipi         \Pi       hi 

È  facile  vedere  che  la  superficie  S  immagine  di  S  nello  spazio  euclideo 
apparterrà  alla  classe  considerata  da  Weingarten,  sarà  cioè  un  integrale 
dell'equazione  (IX)  d'Ampère  (pag.  198) 

essendo  ^  una  conveniente  funzione  di  p,  q. 

Se  ricorriamo  infatti  alle  formolo  del  §  222  [(57*)  I,  pag.  515],  che 
legano  le  due  curvature  della  superficie  obiettiva  S  con  quelle  deir  im- 
magine euclidea  £,  ed  osserviamo  che  essendo  qui 

X  =  ^-f  !^  +  i8^±j  =  23±-[, 
si  ha 

^  =  2(«Xf»Y-f«Z)  =  2i». 

le  citate  formolo  diventano 

Sostituendo^  nella  (54),  troviamo  che  la  S  è  un  integrale  dell'  equa- 
zione seguente  d'Ampère: 

ib6)a{2q±jj^+{2q±^yb-2a^ 

Questa,  ponendo 
(57)  ^^14ay-46p  +  c, 

SÌ  scrive  appunto  sotto  la  forma  (55). 
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Ora  dalle  superficie  integrali  della  (56),  avendo  a,  i,  e  valori  costanti, 
il  metodo  di  Weingarten  fa  derivare  una  classe  di  superficie  applicabili 
dello  spazio  euclideo,  delle  quali  si  tratta  ora  di  calcolare  T  elemento 
lineare. 

Scindendo  per  ciò  nelle  formole  superiori  le  due  determinazioni  di 
segno,  consideriamo  dapprima  il  caso  ellittico;  allora  si  ha  dalla  (57) 

^        2,+  i 

ay       hp-a]^-\c 

e  r  elemento  lineare  sarà  da  calcolarsi  dalla  formola  (Vili)  pag.  198 
(58,  ^  =  (..|)'+2,(..|)(..,&j  +  2,(.D*. 

Ora  cangiamo  le  variabili  p,  g  in  a,  ^  colle  formole 

a=? ,     p  = 


2?+^  2?+i 

ossia 

allora  avendosi 

|  =  ap-6(a+l) 

||=26p(a+l)-aP'-(j(«  +  l)% 

la  sostituzione  nella  (58)  ci  darà: 

(59)   «fe'  =  (o<Jp-6da)*  +  (6<ip-cilo)*-[aprfp  +  <jarfa-6(<x<Jp+M«)r- 
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Questo  elemento  lineare  appartiene  al  paraboloide  immaginario 
a:=ap  — fta,  y  =  6p  — ca,  ^  =  ~f  ap*  + ca*  — 26apj , 


ossia 


0  = 


C(X?  —  2bxy  -j-  a^ 


2(ac— 6*) 
che  può  ridursi  evidentemente  (cangiando  gli  assi  a;,  y)  alla  forma 

(60)  f +  f  =2i0, 

con  j»,  g  costanti  reali  qualunque. 

Ne  concludiamo  :  La  ddennincurione  delle  superficie  détto  spasAo  éUUtico 
appartenenti  alla  classe  (54)  equivale  aUa  ricerca  dette  superficie  détto 
spazio  euclideo  applicàbili  sul  più  generale  paraboloide  (60)  a  parametri 
puramente  immaginari. 

Del  resto,  siccome  ad  ogni  superficie  dello  spazio  ellittico  della 
classe  (54)  è  parallela  una  superficie  a  curvatura  costante,  non  si  altera 
la  generalità  supponendo  6  =  0.  Notevole  è  il  caso  in  cui  inoltre  a  =  e: 

allora  la  superficie  dello  spazio  ellittico  avendo  —  =  1  è  a  curvatura 

PiP» 

totale  nulla  e  d'altra  parte  la  (59)  diventa 

dg»  =  a«{(l— a')da»  — 2aprfarfP  +  (l— P^^'PM 
che,  colle  sostituzioni 

a  =  p  cos  6        p  «=  p  sen  e  , 

assume  la  nota  forma*  (§  245  pag.  64) 

cfe«  =  aM(l  -P*)dp*  +  P*dy| 

delle  evolute  delle  superficie  W  per  le  quali 

ri  -  f ,  =  sen  (rx  +  r,) . 

Abbiamo  già  imparato  a  trovare  in  termini  finiti  tutte  queste  super- 
ficie, come  pure  tutte  le  superficie  a  curvatura  nulla  dello  spazio  ellittico 
(Cap.  XIV)  ;  ora  vediamo  che  i  due  problemi  sono  perfettamente  equi* 
valenti. 
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§.  313. 

Applicaàoni  alla  geometria  iperbolica. 

Affatto  analogamente  si  può  procedere  nel  caso  iperbolico,  ove  néDa 
(57)  vale  il  segno  superiore.  Facendo  qui  il  cangiamento  di  variabili 

2«+  7 

«= ?,    P 


da  cni 


si  avrà 


1  »     r  1  I 

22-4  ^«-4 


|  =  aP-6(«"l) 

|  =  2&p(a-l)-ap«-c(«-l)«, 

e  quindi  per  T  elemento  lineare  delle  superficie  derivate  si  trova  con 
un  semplice  calcolo: 

(61)efo*  =  (arfp— 6(ia)"-(c(ia-6dp)«  +  [cada  +  apdp-6(a(ip  +  pda)P. 

Questo  appartiene  al  paraboloide 

aj  =  ap  — 6a,  y  =  i(ca  — 6p)),  0=c  —  +a|— 6ffp, 

che,  se  non  ci  preoccupiamo  dell'immaginario,  è  lo  stesso  paraboloide 
come  nel  caso  ellittico. 

Ma,  ponendoci  dal  punto  di  vista  reale,  consideriamo  tre  casi  parti- 
colari notevoli: 

l.^'  Poniamo  in  primo  luogo 

aaB  1  ,    6=3x0  ,    e=  —  1  , 
sicché  la  (54)  diventa 

e  le  superficie  dello  spazio  iperbolico  sono  quelle  a  curvatura  totale 
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nulla.  L'elemento  lineare  (61)  diventa 

(&•=  (a«  -  1)  da*  -  2  ap  ia  dp  +  (P«  +  1)  dp* 

6  colle  sostituzioni 

a  =  p  cosh  0    p  =  p  senh  9 

assume  la  forma 

efe«  =  (p«— i)(ip«  +  p«rfe«. 

Questa  appartiene  alla  superficie  complementare  del  paraboloide  di 
rotazione  (§  246);  tutte  le  superficie  di  questo  elemento  lineare  sono 
note  e  quindi  anche  tutte  le  superficie  a  curvatura  nulla  dello  spazio 
iperbolico. 

2."*  Poniamo  ora 

a  =  0,    6  =  1,    c  =  — 2  , 

con  che  le  superficie  £  dello  spazio  iperbolico  diventano  quelle  colla 

curvatura  media  — 1 —  =  2  e  la  (61)  assume  la  forma 

pi       Pi 

(fc*  =  [2a  +  p)«-3]da«  +  2[ap  +  2(a«-l)](fadp  +  (a»-l)(ip'. 
Questa  colle  sostituzioni 

f;=:log(a  +  p),  2f*  =  2aM-2ap  — 2log(a+  P)— 1 

si  traduce  nell'altra 

(62)  (fe*  =  dii«  +  (2  II  +  2 1;  —  c«*)  efo* , 

che  abbiamo  già  incontrato  al  §  298. 
3.*  Facciamo  in  fine 

a—  -  2    6  =  1    c  =  0  , 

cioè  consideriamo  la  superficie  dello  spazio  iperbolico  per  le  quali 

Pi  +  pi  =  2  . 
La  (61)  diventa 

(fe«  =  (l  +  p^(ia»  +  2{ap  +  2(l+p')}efadp  +  {2p  +  a)«  +  3|dp«, 
che,  ponendo 

f  =  log(a  +  P),  2u=-{2ap  f  2p«  +  2log(a  +  p)  +  lj, 
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assume  la  forma 

(62*)  ds'  =  du^  +  {2u  +  2v-\'e^')d^. 

Al  §  298  abbiamo  veduto  che  si  possono  determinare  in  termini 
finiti  tutte  le  superficie  d'elemento  lineare  (62),  (62*).  Questo  risultato 
di  Weingarten  assume  adunque  nella  geometria  iperbolica  il  significato 
seguente: 

Ndh  spazio  iperbolico  di  curvatura  K  =  —  l  si  possono  trovare  in 

termini  finiti  tutte  le  superficie  per  le  quali  — | —  2  e  tutte  quéUe  f& 

le  quali  pi  +  Pi  =  2  . 


Capitolo  XXI 


Le  superficie  con  on  sistema  di  iinee  di  cnnatora  piane  o  sfericlie 


Superficie  eoi  dae  sistemi  di  linee  di  oìirvatura  piane.  —  Loro  oostrtuione  •geometrica  secondo 
Darboux.  —  Superficie  con  un  solo  sistema  di  linee  di  ouryatura  piane,  loro  determina- 
Bone  per  quadrature.  —  Superficie  modanate  generali.  —  Superficie  modanate  a  direttrice 
cilindrica.  —  Superficie  di  Joachimsthal.  —  Superficie  a  linee  di  curvatura  circolari.  —  Ci- 
elide  di  Dupin.  —  Elementi  caratteristici  di  una  superficie  a  linee  di  curvatura  circolari.  — 
Proprietà  generali  dei  luoghi  dei  circoli  osculatori  delle  linee  di  curvatura  di  una  super- 
ficie qualunque  lungo  le  linee  di  curvatura  dell'  altro  o  del  medesimo  sistema.  —  Elementi 
oaratteristici  di  una  superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piaiie.  —  Teorema 
di  Bibaucour.  —  Superficie  d' area  minima  colle  linee  di  curvatura  piane.  —  Superficie 
a  curvatura  costante  d' Enneper.  —  Elicoidi  pseudosferiche  del  Dini.  —  Superficie  con 
un  sistema  di  linee  di  curvatura  sferiche.  -^  Teorema  di  Blutel  e  determinasione  di 
queste  superficie. 

§.  314. 

Forma  dell'elemento  lineare  sferico 
riferito  ad  un  sistema  doppio  ortogonale  di  circoli. 

La  classe  di  saperficie,  di  cui  trattiamo  nel  presente  capìtolo,  ha 
formato  l'oggetto  delle  ricerche  di  un  gran  numero  di  geometri;  noi 
ci  proponiamo  qui  di  far  conoscere  i  principali  risultati  della  teoria,  che 
permettono  di  riguardare  queste  superficie  come  perfettamente  note. 
Cominciamo  le  nostre  ricerche  dal  caso  più  semplice,  quello  delle  super- 
ficie con  tutte  le  linee  di  curvature  piane.  Osserviamo  dapprima  che  per 
le  proprietà  delle  curve  evolute,  le  superficie  sviluppabili  di  questa  classe 
sono  tutte  e  sole  quelle  che  hanno  per  spigolo  di  regresso  un'elica. 
Lasciando  da  parte  questo  caso  ovvio,  per  determinare  le  nostre  super- 
ficie ricorreremo  alla  loro  rappresentazione  sferica  (Gap.  V).  Per  le 
proprietà  di  questa  rappresentazione  è  chiaro  che  l'immagine  sferica  di 
una  linea  di  curvatura  piana  è  un  circolo  (minore)  della  sfera,  giacente 
in  un  piano  parallelo  a  quello  della  linea  di  curvatura;  e  viceversa  se 
l'immagine  sferica  di  una  linea  di  curvatura  è  un  circolo,  questa  giacerà 
in  un  piano  parallelo  a  quello  del  circolo.  <^) 


(^)  Si  ricordi  che  le  linee  di  curvatura  sono  caratterizzate  dalla  proprietà  di 
avere  le  loro  tangenti  paraUele  a  quelle  della  loro  immagine  sferica  (I,  pag.  151). 
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Le  immagini  sferiche  delle  linee  di  curvatura  delle  nostre  superficie 
formeranno  dunque  un  doppio  sistema  ortogonale  di  circoli.  Sappiam-) 
che  un  tale  sistema  si  ottiene,  nel  modo  più  generale,  intersecaado  h 
sfera  con  due  fasci  di  piani  i  cui  assi  siano  rette  polari  reciproche 
rispetto  alla  sfera  (V.^  I,  pag.  108),  onde  risulta  intanto:  In  ogni  super^. 
con  tutte  le  linee  di  curvatura  piane,  i  piani  delle  linee  di  curvdum 
ddVun  sistema  sono  parcAldi  ad  una  retta,  qudli  dd  secondo  sistema  ai 
ima  seconda  retta  perpendicolare  alla  prima. 

La  prima  ricerca  che  dobbiamo  fare  è  quella  di  trovare  la  forma 
dell'elemento  lineare  sferico,  riferito  al  detto  sistema  di  circoli.  Conviene 
per  ciò  distinguere  due  casi  e  cioè  1.^  le  due  rette  polari  rispetto  alla 
sfera  sono  tangenti  coniugate  (ortogonali)  di  questa,  2.^  le  due  rette  po- 
lari reciproche  rispetto  alla  sfera  non  sono  tangenti  a  questa. 

l.^  caao. 
Considerando  la  sfera 

X»  +  Y*  +  Z«  =  1 , 

prendiamo  per  le  due  tangenti  coniugate  r,  /  quelle  condotte  pel  punto 
(0,  0,  1)  parallelamente  agli  assi  Oy,  Ox.  Le  equazioni  dei  piani  dei  due 
&8ci  si  scriveranno 

X'\'u(0—l)  =  O 

y  +  v{0  —  l)=O, 

indicando  con  u,  v  ì  parametri  che  individuano  ciascun  piano  nel  rispet- 
tivo fascio.  Le  coordinate  X,  Y,  Z  del  punto  (u,  v)  della  sfera  si  otter- 
ranno dalle  tre  equazioni 

X«  + Y«  +  Z*=l,  X  + w(Z—  1)  =  0,  Y  +  «^(Z  -  1)=0, 

ciò  che  dà  per  le  formolo  richieste 

^'f       ^-u'  +  f^'+l'  ""-u'  +  t^+l'  ^-u^  +  t^  +  r 

Queste  esprimono  le  coordinate  X,  Y,  Z  in  funzione  dei  paramelii 
Uf  V  del  doppio  sistema  di  circoli.  Si  osserverà  che  la  variabile  complessa 

non  è  altro  che  la  variabile  complessa  della  sfera  introdotta  al  Cap.ni 
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(I,  pag.  110);  le  (1)  possono  scrìversi 

(2)  x=^.Y=l:^.Z='-^. 

e  danno  per  l'elemento  lineare  sferico 

4  d  T  d  To 

ovvero 


(3)  da' 


2.*>  caso. 

Prendiamo  per  semplicità  per  asse  delle  a  la  normale  comune  a  r,  / 
e  gli  assi  Ox,  Oy  rispettivamente  paralleli  a  queste  rette.  Supponiamo, 
per  fissare  le  idee,  che  la  retta  r  sia  estema  alla  sfera,  quindi  la  / 
intema;  allora  le  coordinate  dei  punti  ove  r,  /  incontrano  Tasse  js  saranno 


(o,  0,^)  (0,0, a)  , 


essendo  a  una  costante  positiva  e  <!  1.  Escludiamo  qui  il  caso  in  cui 
sia  a  =  0  perchè  allora  il  doppio  sistema  di  cìrcoli  consterebbe  di  meri- 
diani e  paralleli;  questo  caso  è  già  stato  esaminato  al  §  83  (I,  pag.  176) 
come  corrispondente  alle  superficie  modanate  a  sviluppabile  direttrice 
cilindrica. 

Le  equazioni  dei  due  fasci  di  circoli  si  scrivono  quindi 

X  —  X  (jef  —  a)  =  0 


y-^{'-ì)=^^' 


essendo  X,  (t  i  parametri  dei  due  fasci. 
Cangiamo  parametri  ponendo 

>^=    ,  tgti,    ^=  —^ —  tghy,  (^ 

Vi  -  a«  \/l  -  a» 

e  ne  deduciamo  subito  le  espressioni  di  X,  Y,  Z  per  le  coordinate  u,  v 


W  Si  osservi  che  solo  per  [^i]  <[        ^       il  piano  y  —  ^  (  *"^~)  "^  ^  ^^* 

v/l  -  a«  ^        ^' 

realmente  la  sfera. 

Il 
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colle  fonnole 

.  .    ^  _  Vi  —  g'  sen  u    y  _  _    Vi  —  a*  senh v     ^  _  costf +  aco8hg 
" cosh  v  +  a C08  w'     "      cosh  t;  +  a  eos  m  *     "" cosht?  +  acosi» ' 

L'elemento  lineare  sferico  assume  conseguentemente  la  forma 


(5)  ds'  = 


(cosh  t;  +  a  cos  w)' 


Si  osserverà  che,  conformemente  ai  risultati  ottenuti  al  §  97  (I,  pag.  211), 
tanto  r  elemento  lineare  (3)  come  il  (5)  hanno  la  forma 

(.)  *-  =  *!^, 

ove  X  è  la  somma  di  due  funzioni  V  una  della  sola  u,  V  altra  della  sola  v. 

§.  315. 

Oenerarione  geometrica  di  Darbonz 
per  le  superficie  a  linee  di  curyatura  piane. 

La  ricerca  di  tutte  le  superficie  con  ambedue  i  sistemi  di  linee  di 
curvatura  piane  è  ora  ridotta  a  quella  delle  superficie  che  hanno  per 
immagine  delle  linee  di  curvatura  il  sistema  (u,  v)  di  circoli  della  sfera 
corrispondente  alla  formola  (3)  o  alla  (5). 

Basterà  per  ciò  applicare  il  metodo  generale  che  al  §  82  (I,  pag.  174) 
abbiamo  dedotto  dalle  formolo  di  Weingarten  relative  alle  coordinate 
tangenziali.  Indicando  con  W  la  distanza  algebrica  del  piano  tangente 
alla  superficie  richiesta  dall'origine,  dovremo  determinare  W  dall'equa- 
zione di  Laplace  relativa  alla  forma  (a)  bell'elemento  lineare  sferico: 

3'w  ,  aiogx  3w  ,  aiogx aw ^ ^ 

dudv  dv      du  du      dv 

Ma  poiché  qui  sì  ha 

yx 

il  cangiamento  di  funzione  incognita  W 
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riduce  la  precedente  alla 

dudv     "' 

la  soluzione  più  generale  del  problema  proposto   si  ottiene  dunque 
ponendo 

indicando  con  U,  V  due  funzioni  arbitrarie  di  m,  v  rispettivamente. 

Ne  risulta  che  la  più  generale  superficie  a  linee  di  curvatura  piane, 
nel  caso  deir  elemento  lineare  sferico  (3),  sarà  F  inviluppo  del  piano 

(6)  2ux  +  2vy  +  iu*  +  t^—l)0  =  2(U  +  Yj, 
e  nel  caso  (5)  dell'altro 

(6*)    Vi-  a* senti,  a;-  \/l-  a'senhv.  y +  (cosw  +  acoshi?)ir=:U  +  V. 

Eseguiamo  i  nostri  calcoli  nel  primo  caso,  osservazioni  perfettamente 
analoghe  valendo  nel  secondo.  Il  piano  (6)  può  riguardarsi  come  il  piano 
radicale  delle  due  sfere 

(7)  a?  +  y'  +  i^  +  2ux+lt^  —  ^\a=^2V 

(8)  aj*  +  s^  +  £i»-2t;y  — (f;'-M0«i— 2V. 

AI  variare  del  parametro  u  la  (7)  ci  dà  una  semplice  infinità  di  sfere, 
1  cui  centri  sono  distribuiti  sulla  curva  del  piano  xa 

doè  BuUa  parabola 

(9)  ^  =  2(\-,), 

mentre  il  raggio,  essendo  U  funzione  arbitraria  di  u,  varia  con  legge 
affatto  arbitraria. 

Similmente  le  sfere  (8)  hanno  i  centri  distribuiti,  nel  piano  y  0,  sulla 
curva 
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cioè  salla  parabola 

(10)  j^-2(i+/^) 

ed  il  raggio  della  sfera  varia  ancora  eoa  una  legge  qualunque.  Le  due 
parabole  (9),  (10)  giacciono  in  piani  perpendicolari  ed  hanno  dsaam 
rispettivamente  per  vertice  e  per  fuoco  il  fuoco  ed  il  vertice  dell'altra. 
Esse  sono  cioè  'parabole  focàii  V  una  dell'  altra,  cioè  ciascuna  è  il  luogo 
dei  vertici  dei  coni  rotondi  che  projettano  l'altra. 

Le  più  generali  superficie  a  linee  di  curvatura  piane  corrispondenti 
al  primo  caso  si  ottengono  dunque  nel  modo  seguente:  Prese  due  serie  od^ 
di  sfere,  di  raggio  variabile  secondo  una  legge  arbitraria,  ed  aventi  i 
centri  rispettivamente  distribuiti  sopra  due  parabole  focali,  se  si  associa 
una  sfera  qualunque  della  prima  serie  ad  una  sfera  qualunque  della 
seconda,  il  piano  radicale  delle  due  sfere  invilupperà  la  superficie  richiesta. 

Servendoci  delle  formolo  in  coordinate  tangenziali  (I,  pag.  173)  pos- 
siamo scrivere  le  equazioni  in  termini  finiti  delle  nostre  superficie.  Ma 
per  proseguire  nella  interpretazione  geometrica  vai  meglio  osservare  che 
il  punto  di  contatto  del  piano  inviluppante  si  ottiene  associando  alla  (6) 
le  due  equazioni  che  ne  risultano  derivando  rapporto  ad  m  e  t;,  cioè 

Queste  possono  anche  considerarsi  come  ottenute  dalle  (7),  (8)  rispet- 
tivamente derivandole  rapporto  ad  u,v;  la  prima  è  quindi  T  equazione 
del  piano  radicale  della  sfera  (7)  e  della  successiva  nella  serie  («)  e 
similmente  per  la  seconda.  Dunque  il  punto  di  contatto  del  piano  invilup- 
pante è  il  centro  radicale  delle  due  sfere  (m),  (v)  e  delle  loro  successive 
nella  rispettiva  serie.  È  chiaro  poi  che,  tenendo  fisso  u  e  facendo  variare  f, 
questo  punto  descriverà  una  linea  di  curvatura  u,  giacente  nel  piano 
radicale  della  sfera  (u)  e  della  successiva;  e  similmente  dicasi  per  le 
linee  di  curvatura  v. 

Considerazioni  affatto  analoghe  possono  farsi  nel  secondo  caso  quando 
r  equazione  del  piano  inviluppante  è  la  (6*).  Soltanto  alle  serie  oo^  dì 
sfere  (7),  (8)  sono  da  sostituirsi  le  altre  due 


(7*)        a^  +  y*  +  j8^  4-  V 1  -  «*  sen  w  .  a;  -f  cos  m  .  ^  =  U 
(8*)         a:*  +  y*  +  J8^+v/l-  a'senhv  .y  —  aeosliva  =  —  V; 
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i  loro  centri  sono  distribuiti  sulle  curve 


=  —  -  Vl-«*  se^^  ^   ,  2f  =  -  r-  cos  M      ,  y  =  0 


y  =  —  -  v^l  -  a*  senh  v  ,  b  -  -  -a  cosh  t; ,  a:  =  0, 


che  sono  rispettivamente  una  ellisse  ed  un'iperbola,  focali  Tuna  dell'altra. 

Siamo  arrivati  per  tal  modo  alla  seguente  elegantissima  costruzione 
geometrica  di  Darboux  (^)  per  le  più  generali  superficie  a  linee  di  cur- 
vatura piane: 

Prese  due  famiglie  di  sfere  i  cui  centri  siano  cfi^ri&utM  sopra  dUe 
coniche  focali  eicui  raggi  variino  con  legge  arbiércma  in  ciascuna  fami- 
glia, U  piano  radicale  didtie  sfere  qualunque,  V  una  della  prima  V  altra 
della  seconda  famiglia,  invilupperà  la  più  generale  superficie  richiesta. 
Associando  alle  due  sfere  le  loro  successive  in  ciascuna  famiglia,  il  ceHtro 
radicale  delle  quattro  sfere  descriverà  ta  superficie,  ed  i  piani  radicali  di 
ciascuna  sfera  e  della  successiva  saranno  i  piani  ddle  linee  di  curvatura 
dei  due  sistemi. 

È  da  osservarsi  che  anche  le  superficie  modanate  del  §  83  rientrano 
nella  costruzione  generale  precedente.  Esse  corrispondono  al  caso  a=»0 
nella  (5),  le  linee  u,  v  riducendosi  ai  meridiani  e  paralleli;  allora  la 
ellisse  si  riduce  ad  un  circolo  e  V  ipe,rbola  focale  al  suo  asse. 

A  proposito  delle  superficie  ora  studiate  osserviamo  il  seguente 
teorema,  che  si  deduce  subito  dalle  proprietà  della  rappresentazione 
sferica:  Se  una  superficie  ha  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane  e 
nel  secondo  sistema  ha  ancora  due  linee  di  curvatura  piane,  anche  tutte 
le  altre  saranno  piane. 

E  infatti  le  immagini  sferiche  di  queste  due  linee  del  secondo  sistema 
saranno  due  circoli  minori  della  sfera  e  questi  due  circoli  dovranno  essere 
tagliati  ortogonalmente  da  tutti  i  circoli  immagini  delle  linee  di  curva- 
tura del  primo  sistema.  Questi  ultimi  formano  adunque  un  fascio,  ciò 
che  dimostra  la  proposizione. 


(*)  Legons  etc.  1. 1,  pag.  132. 
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§.  316. 

Determinasione  delle  roperflde 
con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane. 

Passando  ora  allo  studio  delle  superficie  con  un  solo  sistema  di  linee 
di  curvatura  piane,  dovremo  scegliere  sulla  sfera  rappresentativa  una 
serie  od^  di  circoU,  del  resto  arbitraria,  e  presi  questi  circoli  insieme 
colle  loro  traiettorie  ortogonali  a  linee  coordinate  u,  v,  con  che  T  elemento 
lineare  sferico  assumerà  la  forma 

(11)  d8'  =  Edu*  +  Qdff, 

dovremo  ricercare  le  superficie  che  hanno  per  immagine  delle  loro  linee 
di  curvatura  questo  sistema  sferico  (u,  v).  Ora,  supposto  che  le  linee 

sferiche  u  siano  circoli,  la  loro  curvatura  geodetica  -  sarà  funzione  di  v 
soltanto,  cioè  sarà 

essendo  U  fanzione  della  sola  u. 

La  determinazione  delle  nostre  superficie,  in  coordinate  tangenziali 
(X,  Y,  Z,  W),  dipende  (§  82, 1,  pag.  174)  dalla  integrazione  dell*  equazione 
di  Laplace 

yw^aiogVÈaw    aiogVòaw 

la  quale  per  la  (12)  diventa 

yw  _ aiogy/È dj^        j^ aw 

dudv~       dv        3t*  "^^  ^^    3!;   • 

n  secondo  invariante  di  questa  equazione  è  nullo  (Darboux  II,  pag  23), 
essa  si  integra  quindi  con  una  prima  trasformazione  di  Laplace.  Scri- 
vendola infatti  sotto  la  forma 

,i(--uVl.w)='->^('W-n^È.w), 

se  ne  ha  immediatamente  l'integrale  generale  con  due  funzioni  arbi- 


STJPBRnCIB  CON  UN  SISTEIU  DI  LINSB  DI  CUBVATURA  PIANE         263 

trarìe  7  (u),  4>  (f)  colla  forinola 


(13) 


W^-eX"^^**"  [Hf)+ X  ?(«)N/E.e -/-7''.''SJ  . 


indicando  con  u^  un  particolare  valore  della  u, 

U  nostro  problema  è  dunque  ricondotto  a  riferire  la  sfera,  nel  modo 
più  generale  possibile,  ad  un  doppio  sistema  ortogonale  nel  quale  le 
linee  di  un  sistema  siano  circoli,  dopo  di  che  la  (13)  ci  darà  con  qua- 
drature le  superficie  richieste.  Per  ciò,  scelto  ad  arbitrio  sulla  sfera  un 
sistema  oo^  di  circoli,  dobbiamo  determinare  le  loro  traiettorie  ortogonali. 
Mediante  projezione  stereografica  (I,  pag.  107)  riportiamo  il  problema 
dalla  sfera  sul  piano  e  dimostri&mo  che  la  sua  risoluzione  dipende  in 
generale  dalla  integrazione  di  un'equazione  di  Riccati.  Ciò  risulta  già 
da  quanto  abbiamo  esposto  al  Gap.  I  (I,  pag.  44),  sulla  determinazione 
delle  traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  di  sfere,  quando  si  suppone 
che  la  curva  luogo  dei  centri  sia  piana.  Per  dimostrare  la  cosa  diretta- 
mente (^)  prendiamo  il  piano  fisso  per  xy  e  siano 

x  =  x(u),  y  =  y{u) 

le  equazioni  della  curva  luogo  dei  centri,  u  indicando  un  parametro  ;  sia 
poi  r  =  r  (u)  il  raggio  del  circolo.  Le  coordinate  Xu  yi  di  un  punto  qua- 
lunque sopra  uno  dei  nostri  circoli  saranno 

Xi^x  +  rcosQ,    yi  =  y  +  r  Ben  e 

e  per  la  risoluzione  del  nostro  problema  dovremo  determinare  6  in 
funzione  di  u  in  guisa  che  si  abbia 

dxi     dyi 

dò  che  dà  per  6  T  equazione  del  1.^  ordine 

r  3-  =  sen  e  -r-  —  cos  9  -=^  . 
du  du  du 

Questa,  assumendo  per  incognita  tg  -  6  in  luogo  di  6,  prende  ap- 
punto  la  forma  di  Riccati. 

(*)  Cf.  Dabboux  I,  pag.  113. 
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Ora,  poiché  il  nostro  sistema  di  circoli  deve  essere  il  più  generale 
possibile,  potremo  darci  a  pruni  una  od  anche  due  delle  loro  traiettorie 
ortogonali,  dopo  di  che  con  due  o  con  una  quadratura  troveremo  tutte 
le  altre. 

Cosi  abbiamo  ricondotto  alle  quadrature  il  problema  della  determi- 
nazione di  tutte  le  superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane. 
Rimane  ora  che  studiamo  più  da  vicino  le  proprietà  geometriche  dì 
queste  superficie,  cominciando  dalle  classi  particolari  più  notevolL 


§.  317. 
Baperflcie  modanate  generali. 

Una  prima  classe  notevole  delle  nostre  superficie  si  ha  supponendo 
che  i  piani  delle  linee  di  curvatura  siano  ortogonali  alla  superficie,  cioè 
queste  linee  di  curvatura  siano  geodetiche.  E  poiché  inversamente  ogni 
linea  di  curvatura  geodetica  è  altresì  piana  (I,  pag.  200),  possiamo  dire 
che  le  superficie  attuali  sono  carcMerizzate  dall'avere  un  sistema  di  linee 
di  curvatura  geodetiche.  Le  immagini  sferiche  di  queste  linee  di  curva- 
tura sono  evidentemente  circoli  massimi.  Analiticamente  le  superficie 
richieste  si  ottengono  dunque  colle  formolo  del  §  precedente,  ove  si  ponga 
U  =  0. 

La  determinazione  geometrica  delle  nostre  superficie  S  risulta  dalle 
considerazioni  seguenti.  I  piani  delle  linee  di  curvatura  geodetiche  di  S 
inviluppano  una  sviluppabile  e  le  linee  di  curvatura  del  secondo  sistema 
sono  traiettorie  ortogonali  di  quel  sistema  oo^  di  piani.  Viceversa,  presa 
una  serie  oo^  di  piani  e  la  congruenza  delle  loro  traiettorie  ortogonali, 
il  luogo  di  una  semplice  infinità  di  queste  traiettorie  sarà  una  super- 
ficie della  classe  richiesta,  poiché  ciascuno  dei  Mostri  piani  taglia  evi- 
dentemente ad  angolo  retto  la  superficie.  Dato  il  sistema  oo^di  piani,  la 
determinazione  delle  loro  traiettorie  ortogonali  si  effettua,  come  si  è 
visto  al  Gap.  I  (I,  pag.  38),  con  quadrature  ;  per  fissare  una  delle  nostre 
superficie  basterà  dare  in  uno  dei  piani  tc  la  linea  di  curvatura  piana  C, 
che  potrà  prendersi  affatto  ad  arbitrio.  Si  osservi  ora  che  per  portare  r 
dalla  posizione  attuale  alla  successiva  basta  far  rotare  k  attorno  alla 
generatrice  della   sviluppabile    inviluppata    dai   piani    dell'  angolo    di 

d$ 
torsione  -=i  ,  essendo  ds  T elemento  d'arcò  dello  spigolo  di  regresso 
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e  =  la  torsione.  Con  ciò  ogni  punto  dì  C  descrive  un  arco  infinitesimo 

di  cerchio  e  si  trasporta  nella  linea  di  curvatura  successiva  C,  che  è 
adunque  identica  di  forma  a  C.  Di  qui  si  conclude  che  tutte  le  linee 
di  curvatura  geodetiche  sono  identiche  di  forma,  come  anche  facilmente 
si  rileva  dalle  citate  formole  del  Gap.  I  (pag.  39),  od  anche  dalle  formolo 
di  Codazzi.  (^)  Abbiamo  dunque  il  risultato: 

Jjò  superficie  con  wn  sistema  di  linee  di  curvatura  geodètiche  vengono 
generate  da  un  profilo  piano,  invariabile  di  forma,  il  cui  piano  rotoli  senea 
strisciare  sopra  una  superficie  sviluppabile. 

Diremo  queste  superficie:  superficie  modanate  e  sviluppabile  direttrice 
quella  su  cui  rotola  il  piano  del  profilo.  In  particolare  se  questa  svilup- 
pabile è  cihndrica,  si  avranno  le  particolari  superficie  modanate  già 
considerate  al  Gap.  V  §  83  (I,  pag.  176)  con  un  sistema  di  linee  di  cur- 
vatura in  piani  paralleli.  Osserviamo  che  le  normali  di  una  superficie 
modanata  S  toccano  la  sviluppabile  direttrice  £,  la  quale  è  adunque  una 
delle  falde  dell' evoluta.  La  seconda  falda  è  evidentemente  una  nuova 
superficie  modanata,  che  ha  per  profilo  V  evoluta  piana  del  profilo  di  S 
e  la  medesima  sviluppabile  direttrice.  Viceversa  si  vedrà  subito  che:  Le 
evolventi  di  una  svUuppahile  £  sono  superficie  modanate  che  ammettono  S 
per  sviluppabile  direttrice  <*). 

§.  318. 
Elemento  lineare  delle  saperflcie  modanate. 

Vogliamo  calcolare  T  elemento  lineare  di  una  superficie  modanata, 
riferita  alle  sue  linee  di  curvatura,  per  la  qual  cosa  ci  è  utile  modificare 


<^)  Se  le  linee  di  curvatura  v  delia  superficie  sono  geodeticlie,  si  può  fare 
E  =  l  e  dalla  prima  forinola  di  Codazzi  (I,  pag.  273,  forinola  (1))  risulta 

ovvero  —  «»  f{u)  indicando  con  p  il  raggio  di  curvatura  della  linea  piana  u. 

(*)  Analiticamente  ciò  risalta  anche  dalle  formole  del  Gap.  IX  relative  alla 
evoluta.  Supposto  infatti  che  la  prima  falda  S^  sia  sviluppabile,  la  formola  (12) 

I,  pag.  276  dà  --^  =  0  e  quindi  la  (1)  pag.  273: 
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la  costruzione  data  sopra  nel  modo  seguente.  Sul  piano  tt,  che  contiaie 
il  profilo  della  superficie  modanata  e  rotola  sulla  sviluppabile  direttrice  I, 
immaginiamo  tracciata  una  retta  arbitraria  ma  fissa.  Questa  rotolerà  sopn 
una  geodetica  ^  di  £  ed  in  ogni  sua  posizione  k  sarà  il  piano  della  tan- 
gente e  della  binormale  di  g;  si  può  dunque  generare  la  superficie  mo- 
danata nel  modo  seguente:  Tracciato  in  tm  piano  it  un  profilo  arbUram 
si  faccia  rotolare  una  retta  fissa  di  k  sopra  una  curva  a/rbitraria  g  \% 
guisa  che  Tt  si  mantenga  costantemente  normale  aUa  normale  principale 
di  g;  il  luogo  descrìtto  dal  profilo  sarà  la  superficie  modanata. 

Per  definire  analiticamente  la  superficie  diamo  la  curva  g,  della  qoale 
indichiamo  con  v  Tarco,  contato  da  un  punto  fisso,  mantenendo  tutte  le 
altre  consuete  notazioni  del  Gap.  I.  Riferiamo  poi  il  profilo  nel  piano  z 
ad  un  sistema  di  assi  cartesiani  ortogonali  in  tt,  dei  quali  uno  coincida 
colla  retta  fissa  R;  indichiamo  con  u  Tarco  del  profilo  e  sia  r=r{u] 
la  distanza  algebrica  di  un  suo  punto  arbitrario  M  dall'asse  R,  con 
A  =  A  (u)  r  altra  coordinata,  onde  sarà 

/»  -h  A'»  =  1  . 

Se  0^1,^1,  01  indicano  le  coordinate  di  un  punto  mobile  sulla  super- 
ficie modanata,  si  avrà: 


I  Xi=X—  {v  + 

(14)  Lx  =  y  — (t;  +  A)p  +rji 


Xi  =  X  —  (v  +  A)  a  +  r  X 
Xi  =  ff  —  (v  +  A)^  +  rji 
a?!  =  £r  —  (t;  +  A)  T  +  r  V  , 


da  cui  derivando 


'^  =  /X-A'.   ,    '^  =  ^.-A-p   .    '^-/.-A-, 


dxi 

a» 


_  (r     t>+A\         3yi  _  (r     t>fA\         3£i  _ /^     »±A\ 
~\T       p    T'     a»~\T        p    T'     3i;~\T        p    j^' 

e  quindi  per  l'elemento  lineare  della  superficie: 

(15)  efe»  =  dirJ  +  (lj^  +  (&;  =  dM»+(^-*-±A\V. 

Ciò  conferma  intanto  che  le  linee  v  (profili)  sono  geodetiche  e  quindi, 
essendo  piane,  linee  di  curvatura.  Calcoliamo  altresì  i  raggi  principali 
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di  curyatura  osservando  che  i  coseni  di  direzione  della  normale  sono 

Xi=-./a-A'X,    Yi=-f^p-AV,    Zi=-./t-A'v, 
onde,  servendoci  delle  forinole  di  Rodrigues,  troviamo: 


»+A       r 

P         T 

A' 

♦^    .    A'    ' 

r.  =  :p7 

?+T 

<16)  n  = 


Applichiamo  queste  formole  al  caso  in  cui  la  sviluppabile  direttrice  1 
sia  cilindrica,  cioè  la  superficie  modanata  appartenga  alla  classe  parti- 
colare del  §83. 

Basterà  per  ciò  supporre  che  la  curva  g  sia  piana  (ovvero  un'elica). 

Ponendo  7p=0  avremo  dalle  (15) 

(17)  dsi  =  du'+  ^^^^  dff. 

Sappiamo  già  dal  §  240  (pag.  45)  che  queste  particolari  superficie 
sono  le  uniche  suscettibili  di  una  deformazione  continua  che  conservi 
le  linee  di  curvatura.  Colla  (17)  risolviamo  ora  subito  il  problema  di 
trovare  effettivamente  queste  deformazioni.  Supposto  invero  che  per  una 
seconda  superficie  modanata  di  questa  classe  si  abbia 

Pi 

per  identificare  i  due  elementi  lineari  potremo  porre  evidentemente 

Wl  =  «    »i  =  t?i  (t?)  , 


onde  resterà 


£^^(^  +  A,  =  .  +  A. 


Questa,  derivata  rapporto  ad  w,  dimostra  che  -  -^  deve  essere  una 
costante,  che  indichiamo  con  y;  dunque  sarà 

Vi  —  hv  =^'k  \  —  Ai  =  C  , 
C  indicando  una  costante  che  possiamo  rendere  nulla  contando  Vx  in 
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modo  che  si  annulli  con  v.  Dopo  ciò  avremo 

Al  *=  ft A    ,      vi  =  kv  y    Pi  =  J* p 

e  la  prima  formola  ci  dimostra  che:  U  profilo  deUa  superficie  modan(é 
si  deforma  come  se  fosse  il  meridiano  di  mia  superficie  di  rotazione 
(Cf.  §105,I,pag.232) 

Nello  stesso  tempo  però  conviene  deformare  la  sezione  retta  del  ci- 
lindro direttore  secondo  la  legge  espressa  dalla  formola 


Pi(t;i)  =  *«p(|^), 


essendo  p  -  p  (v)  Tequazione  intrinseca  di  questa  sezione  retta  nella  con- 
figurazione iniziale. 

§.  319. 
Superficie  modanate  a  direttrice  conica. 

Fra  le  superficie  modanate  meritano  ancora  speciale  menzione  quelle 
la  cui  sviluppabile  direttrice  è  un  cono. 

I  piani  normali  alle  linee  di  curvatura  del  secondo  sistema  concor- 
rono in  tal  caso  nel  vertice  del  cono  e  le  curve  stesse  sono  quindi 
tracciate  sopra  sfere  col  centro  sul  vertice  del  cono  ^^K 

Viceversa  dimostriamo:  Ogni  superficie  che  ha  un  sistema  cU  linee  di 
curvatura  descritte  sopra  sfere  concentriche  è  una  superficie  modcmata  k 
cui  sviluppabile  direttrice  è  un  cono  col  vertice  nel  centro  comune  delle  sfere. 

Supponiamo  infatti  che  le  linee  di  curvatura  u  siano  tracciate  sopra 
sfere  col  centro  in  0.  Consideriamo  una  linea  di  curvatura  v  del  secondo 
sistema  ed  in  ogni  suo  punto  il  piano  k  condotto  per  la  sua  tangente 
e  per  la  normale  alla  superficie;  Questi  piani  ;:,  essendo  normali  alle 
linee  u,  passano  pel  centro  0  delle  sfere  e  per  conseguenza  o  invilupjNUK) 
un  cono  col  vertice  in  0,  o  si  riducono  ad  un  unico  piano  per  0.  Ma  il 
primo  caso  si  esclude  subito  osservando  che  Y  inviluppo  di  questi  piani 
non  è  altro  che  la  sviluppabile  formata  dalle  normali  alla  superficie  lungo 


(')  La  dimostrazione  analìtica  di  questa  proprietà,  geometricamente  evidente, 
si  ottiene  subito  osservando  che,  se  i  piani  normali  di  una  curva  F  passano 
per  rorigine,  si  avrà  nelle  solite  notazioni 

a2a  +  y?  +  2T  =  0, 
e  quindi  integrando 

^  +  y*  +  «*  =  costante  . 
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la  linea  dì  curvatura  v;  queste  normali  concorrerebbero  dunque  tutta 
in  0  e  la  superficie  sarebbe  una  sfera  col  centro  in  0,  caso  ovvio  che 
trascuriamo.  Dunque  ha  luogo  il  secondo  caso,  cioè  le  linee  di  curvatura  v 
sono  tracciate  in  piani  normali  alla  superficie,  concorrenti  in  0  e.  d.  d. 
Si  osservi  che  le  attuali  superficie  sono  caroMeriaeate  dalla  proprietà 
che  ogni  sfera  col  centro  in  0  taglia  la  superficie  sotto  angolo  costante. 
In  particolare  si  ottengono  superficie  di  questa  classe  come  soluzioni  d^l 
problema  fisico  delle  superficie  egualmente  illuminate  da  una  sorgente 
collocata  in  un  punto  fisso.  In  tal  caso  il  profilo  piano  generatore  della 
superficie  modanata  è  una  lemniscata  di  BernouUi  col  nodo  nel  punto 
fisso,  il  cono  direttore  restando  arbitrario. 

§.  320. 
Superfide  di  Joachìmrthal. 

Fra  le  superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane  consi- 
deriamo quelle  nelle  quali  i  piani  di  queste  linee  passano  per  una  retta 
fissa;  esse  diconsì  superficie  di  Joachimsùhcil  dal  nome  del  geometra  che 
per  primo  le  considerò. 

Se  le  linee  di  curvatura  (v)  giacciono  in  piani  per  la  retta  r  e  consi- 
deriamo una  linea  di  curvatura  u  dell'altro  sistema,  le  tangenti  alle  (v) 
nei  punti  di  questa  linea  u  formano  una  sviluppabile  le  cui  generatrici 
si  appoggiano  tutte  alla  retta  r;  questa  si  riduce  dunque  necessariamente 
ad  un  cono  col  vertice  sopra  r.  E  poiché  la  linea  u  taglia  ad  angolo 
retto  le  generatrici  del  cono,  essa  è  descritta  sopra  una  sfera  col  centro 
nel  vertice  del  cono  e  che  taglia  ad  angolo  retto  la  superficie. 

Dunque:  Le  linee  di  curvaiwra  dd  secondo  sistema  sono  tracciate  sopra 
sfere  che  tagliano  ad  angolo  retto  la  superficie  ed  hanno  i  centri  distribuiti 
sidla  retta  r. 

Inversamente  dimostriamo:  Se  una  superficie  possiede  un  sistema  di 

linee  C  di  curvatura  piane  ed  U  secondo  sistema  di  linee  di  curvatura 

sferiche,  tracciate  sopra  sfere  ortogonali  aUa  superficie,  essa  apparterrà 

*  alla  classe  di  Joachimsthal,  cioè  il  luogo  dei  centri  détte  sfere  sarà  una 

retta,  per  la  quale  passeranno  tutti  i  piani  dette  linee  G. 

E  infatti  una  linea  F  di  seconda  curvatura  essendo  tracciata  sopra 
una  sfera  £  ortogonale  alla  superficie  S,  la  sviluppabile  circoscritta  ^  3 
lungo  r  è  il  cono  che  projetta  F  dal  c^tro  di  S;  tutte  le  generatrici 
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del  cono  sono  le  tangenti  alle  carve  C  nei  punti  dì  F  e  passano  quindi 
pel  centro  di  S.  Dunque  il  luogo  dei  centri  delle  sfere  S  trovasi  su  tstti 
i  piani  delle  curve  C  ed  è  quindi  una  retta,  e.  d.  d. 

Per  costruire  le  superficie  di  Joachimsthal  basta  prendere  ad  arbitrio 
una  serie  oo^  di  sfere  coi  centri  in  linea  retta  e  nella  congruenza  delle 
loro  traiettorie  ortogonali  (che  giacciono  evidentemente  nei  piani  per  k 
retta  dei  centri)  scegliere  comunque  una  semplice  infinità  di  queste 
traiettorie.  La  superficie  loro  luogo,  essendo  tagliata  ortogonalmente  dalle 
sfere,  ammetterà  per  linee  di  curvatura  le  sue  linee  d'intersezione  con 
queste  sfere;  e  le  linee  di  curvatura  dell'altro  sistema  saranno  quiadi 
le  dette  traiettorie  ortogonali  piane. 

Dopo  ciò  è  molto  facile  dare  le  formolo  che  definiscono  le  superficie 
di  Joachimsthal.  Ricorriamo  infatti  agli  sviluppi  del  §  22  (I,  pag.  44 
e  seguenti)  per  la  determinazione  delle  traiettorie  ortogonali  di  un  sistema 
di  sfere,  supponendo  che  nelle  formolo  (49)  ibid.  p^.  45,  la  curva  C  si 
riduca  ad  una  retta,  che  prendiamo  per  asse  delle  ».  Applichiamo  queste 
formolo  ponendo 


a;  =  0    , 

y  =  o    , 

ir  =  M 

a  =  0 

p  =  o 

T=l 

e  =  i 

ij  =  0 

c  =  o 

X  =  0 

ll,  =  l 

v  =  0  , 

indi  —  =  0,7p=0  e  le  (49*)  pag.  46  ci  daranno 
P  A 

-T-  =  -^  sen  e  ,    -21  =  0  , 
du  ^  '     du 

cioè 

fdu 

1  /  r" 

<p  =  costante  ,    tg  —  6  =  C  R  e*/  . 

Le  traiettorie  ortogonali  saranno  quindi  date  dalle  formolo 

a?'  =  R  sen  e  cos  (p    ,      ^  ==  R  sen  6  sen  ?>  , 

/  =  tt  -f  R  (1  +  cos  9)  . 

Se  poniamo  adunque 

fdu 

(18)  tgle-^fij^ 
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dove  ^  è  una  funzione  arbitraria  di  p,  le  formolo 

(19)    a;  ==  R  sen  e  cos  ?)  ,    y  =  R  sen  9  sen  9  ,    £f  =  u  +  'R  (l+cosB) 

ci  daranno  la  più  generale  superficie  di  Joachimsthal,  i  parametri  u,  f 
essendo  quelli  delle  linee  di  curvatura. 

§.  321. 
Superficie  a  linee  di  cunratnra  circolari. 

Veniamo  ora  a  considerare  una  classe  particolare  importante  di  super- 
ficie con  un  sistema  di  linee  a  curvatura  piane,  quella  in  cui  queste 
linee  sono  circoli. 

n  piano  di  uno  qualunque  di  questi  circoli  G  taglia  la  superficie  S 
sotto  angolo  costante  e  per  ciò  le  normali  alla  S  lungo  G  formano  un 
cono  circolare  retto  ;  la  sfera  che  passa  per  G  ed  ha  il  centro  nel  vertice 
del  cono  toccherà  la  superficie  lungo  il  circolo.  Dunque  la  superficie  S 
è  r inviluppo  di  una  semplice  infinità  di  sfere;  e  poiché  è  chiaro  inver- 
samente che  r  inviluppo  di  una  semplice  infinità  di  sfere  è  sempre  una 
superficie  a  linee  di  curvatura  circolari,  possiamo  enunciare  il  risultato: 
Le  superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  circolaH  sono  gli  invi- 
luppi  di  una  semplice  infinità  di  sfere. 

Per  definire  una  tale  superficie  basterà  dare  la  curva  F  luogo  dei 
centri  delle  sfere  ed  il  raggio  R  della  sfera  mobile  in  funzione  dell^  arco  s 
di  r.  Ritenendo  per  la  curva  T  le  solite  notazioni  ed  indicando  con 
X,  Y,  Z  le  coordinate  correnti,  sarà 

{X-xY  +  {Y-yY  +  (Z-;er)»  =  R« 

r  equazione  della  sfera  mobile.  H  circolo  caratteristico  G  si  otterrà 
associando  alla  precedente  T  equazione  che  ne  risulta  per  derivazione 
rapporto  ad  8,  cioè 

(X-a:)a  +  (Y-y)p  +  (Z-<r)Y  =  -RR', 

dove  R'  =  3-  . 
ds 

Dunque  Tasse  del  circolo  G  sarà  la  tangente  alla  curva  F  e  per  il 

raggio  r  del  circolo  avremo 

(20)  r  =  RVr^=^; 
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indicando  poi  con  a  l'angolo  del  piano  del  circolo  colla  superficie  ii?i- 
luppo  S,  si  avrà  evidentemente 

(21)  R'  =  co8o  . 

Colla  (20)  risolviamo  subito  la  questione  di  trovare  tutte  le  super- 
ficie della  nostra  classe  sulle  quali  i  circoli  di  curvatura  sono  tutti  egadL 
Chiamando  a  il  raggio  comune  dei  circoli,  dobbiamo  determinare  B 
dall'equazione  differenziale 

L'integrale  generale  è  dato  da 

R  =  V(M-c)*  +  a*    (fi  costante)  , 
e  si  ha  inoltre  la  soluzione  singolare 

R  =  a  . 

Questa  risponde  evidentemente  alla  superficie  canali;  quanto  all'inte- 
grale generale,  avendosi 

R  R'  =  ir  +  e  , 

le  coordinate  Xi^  yi,  Bi  del  centro  del  circolo  saranno  date  da 

a?!  =  a;  —  (5  +  e)  a    ,      yi  =  y  —  («-{-  e)  p 

^1  =  ^  —  (s  +  e)  T  , 

cioè  questo  centro  descrive  un'evolvente  della  curva  F.  Dunque  le  super- 
ficie con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  circolari  ed  eguali  si  distin- 
guono in  due  classi  ;  la  prima  è  formata  dalle  superficie  canali,  la  seconda 
da  quelle  che  si  ottengono  colla  costruzione  seguente  :  Sopra  una  curro 
qualunque  T  awoUo  un  filo,  svolgiamolo  dalla  curva  in  guisa  chela  m 
estremità  libera  M  descriva  un'evolvente  di  T;  se  la  pormone  rettUim 
di  filo  svolta  porta,  ali'  estremità  libera  M,  un  circolo  cól  centro  in  M,  trac- 
ciato nel  piarlo  normale  al  filo,  U  luogo  di  questo  circolo  sovra  la  superficie 
dèUa  classe  richiesta. 

§.  322. 
BappreantaBioiie  sftarica  ed  evolote. 

Della  nostra  superficie  generale  S  a  linee  di  curvatura  circolari  fac- 
ciamo ora  l'immagine  sferica  di  Gauss;  i  drcoli  di  curvatura  C  diS 
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ayranno  per  immagine  circoli  Ci  della  sfera.  Ora,  se  indichiamo  con  Fi 
la  indicatrice  sferica  delle  tangenti  di  ì\  è  chiaro  che  il  centro  sferico 
del  circolo  Ci  sarà  nel  punto  Mi  di  Fi,  immagine  del  punto  M  di  F  ove 
Tasse  del  circolo  C  tocca  questa  curva,  mentre  il  raggio  sferico  di  Ci 
sarà  precisamente  -  o.  Da  queste  semplici  considerazioni  risulta  subito 
che:  daia  ad  arbìtrio  una  serie  oo^  di  circoli  della  sfera^  esistono  infinite 
superficie  a  'linee  di  curvcUvra  circolari,  che  hanno  per  immagine  sferica 
i  circoli  ddla  serie  data. 

E  infatti  si  consideri  la  curva  sferica  Fi  luogo  dei  loro  centri,  e  sia  Si 
V  arco  di  Fi,  a  il  raggio  sferico  del  circolo  ;  indichino  poi  a,  p,  y  le  coor- 
dinate di  un  punto  mobile  sopra  Fi.  Prendasi  ora  una  qualunque  curva  F 
dello  spazio  che  abbia  Fi  per  indicatrice  sferica  delle  tangenti,  pongasi  cioè 

^=f^f(si)d^i    ,      y=-f?f(si)ds,    ,       B=j^f{s,)ds, 
ds  =  f{si)  dsi  , 

essendo  f  {si)  una  funzione  arbitraria  di  Si.  Se  consideriamo  una  serie  oo^ 
di  sfere  coi  centri  distribuiti  sopra  F  e  di  raggio 


R=/cosocfo=/coso  f{si)  dsi  , 


la  (21)  ci  dimostra  che  la  superficie  inviluppo  di  queste  sfere  avrà  per 
immagine  sferica  delle  sue  linee  di  curvatura  circolari  i  circoli  dati.  Per 
questi  infiniti  inviluppi  di  sfere  è  chiaro  che  le  curve  F  luogo  dei  centri 
sono  trasformate  Fnna  dell'altra  per  trasformazione  di  Combescure 
(Gap.  I,  I  pag.  40).  Si  può  osservare  che  fra  queste  infinite  superficie  a 
linee  di  curvatura  circolari,  aventi  a  comune  l'immagine  sferica  delle 
linee  di  curvatura,  ve  ne  ha  una  con  circoli  tutti  eguali.  Per  quanto 
precede  basterà  infatti  prendere  f{si)  in  modo  che  risulti 

s  =  a  cot  a ,  (a  costante) 

ciò  che  si  ottiene  ponendo 

/.(,,)  =  _£_  ^. 

'  ^  '       sen'o  dsi 

Nella  superficie  S  supponiamo  che  le  linee  di  curvatura  u  siano 
circolari  ;  le  normali  alla  superficie  lungo  una  linea  u  (circolo)  formano 
un  cono  rotondo  il  cui  vertice  è  sulla  curva  F  luogo  dei  centri  delle 
sfere  inviluppanti  e  il  cui  asse  coincide  colla  tangente  a  F.  Si  vede 
adunque  che:  la  falda  ddVevciuta  di  S  relativa  alle  linee  di  curvatura 

13 
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drcolari  si  riduce  aUa  curva  T  luogo  dei  centri  delle  sfere  invUtg^pamà. 
Manifestamente  poi:  U  raggio  principale  di  curvatura  r^  della  superfm 
rdatwo  ai  circoli  u  di  curvatura  è  invariabile  lungo  il  circolo  stesso^  cki 
si  ha 

È  facile  vedere  che  queste  due  proprietà  si  equivalgono  perfettamente. 
Ricorrendo  infatti  alle  formolo  generali  del  Gap.  IX  per  le  evolute, 
vediamo  dalle  (8)  I,  pag.  275,  che  se  ri  =  y  (w),  ne  risulta 

Fi  =  0  ,    Gì  =  0  , 

é  ciò  dimostra  che  la  prima  falda  dell'  evoluta  si  riduce  ad  una  cuna. 
Viceversa,  se  questo  accade,  deve  aversi 

Ei  Gì  —  Fi  =  0 
e  quindi  per  le  formolo  testé  citate 

Escludendo  il  caso  ovvio  della  sfera,  ne  risulta  appunto  n  =  ?  («). 
Dimostriamo  ora  inversamente  che  se  ri  =  9  (u),  la  superficie  ha  le 

linee  di  curvatura  u  circolari.  E  infatti  indicando  con  —,  la  curvaton 

geodetica  delle  loro  immagini  sferiche,  abbiamo  colle  notazioni  del  §  125 
(I,  pag.  274) 

Se,  avendo  rìguardQ  alle  (4)  del  citato  §,  formiamo  la  derivata  rap- 
porto a  V  di 

troviamo 

(a)        1  f  JL  ?V5\  =    ■       1  (  yr.  1    3  V y  dr^  \  _ 
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dr 
Ma  per  ipotesi  si  ha  nel  nostro  caso  ^  =  0,  e  quindi  risulta 


Dunque  le  linee  sferiche  u,  avendo  costante  la  curvatura  geodetica, 
sono  circoli,  indi  le  linee  di  curvatura  u  di  S  sono  piane.  Di  più,  essendo 
costante  lungo  ogni  tale  linea  il  raggio  corrispondente  r^  di  curvatura, 
la  linea  stessa  è  necessariamente  un  circolo.  Dunque  :  Le  superficie  con 
un  sistema  di  linee  di  curvotwra  circolari  sono  le  sole  che  hanno  una  delle 
falde  ddV  evoltda  ridotta  ad  una  curva.  Un'  altra  conseguenza  della  for- 
inola generale  (a)  merita  di  essere  notata.  Supponiamo  che  le  linee  di 
curvatura  u  di  una  superficie  S  siano  piane,  e  quindi  le  linee  sferiche  u 
siano  circoli;  si  avrà  allora 


e  quindi  per  la  (a) 


dudv        dv   '   %i~    du 


da  coi  integrando  risulta 


v"»t-'. 


denotando  con  V  una  funzione  della  sola  v.  Di  qui  si  trae  che  se  per 

ari 
un  particolare  valore  «di  m,  sia  u  =  t«o,  la  -^  si  annulla,  essa  sarà  sempre. 

nulla,  cioè  tutte  le  linee  di  curvatura  w  di  S  saranno  circoli.  Abbiamo 
così  il  teorema  dovuto  air  Aoust:  Se  le  linee  di  curvatura  di  un  sistema 
di  una  superficie  sono  piane,  esse  sceranno  tutte  circolari  se  una  di  esse 
è  un  circolo. 

§.  323. 

La  oiclide  di  Dapin. 

Le  considerazioni  del  §  precedente  rendono  naturale  la  domanda  se 
esista  una  superficie  con  ambedue  i  sistemi  di  linee  di  curvatura  circolari. 
Una  tale  superficie  sarà  caratterizzata  dalla  proprietà  che  le  due  falde 
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dell'evoluta  si  riducono  rispettivamente  a  due  curve  T,  T'.  Per  quanto 
abbiamo  visto,  queste  due  curve  dovranno  esser  tali  che  ogni  cono  projet- 
tante  una  di  esse  da  un  punto  qualunque  dell'altra  sia  un  cono  rotondo; 
questa  proprietà  caratterizza  una  coppia  di  coniche  focali.  Viceversa 
è  facile  vedere  che  la  congruenza  delle  rette  appoggiate  a  due  coniche 
focali  è  una  congruenza  normale.  E  infatti  nella  congruenza  delle  rette 
appoggiate  a  due  curve  qualunque  F,  T  i  due  piani  focali  per  ogni  raggio 
M  M',  che  unisce  un  punto  di  M  di  V  con  un  punto  M'  di  T,  sono  evi- 
dentemente quelli  che  passano  per  le  rispettive  tangenti  in  M,  if 
a  r,  r.  Ora  se  F,  F'  sono  due  coniche  focali  questi  due  piani  sono  sempre 
ortogonali  fra  loro  e  la  congruenza  è  quindi  normale.  Dunque  :  Le  stfpcr- 
ficie  coi  due  sistemi  di  linee  di  curvatura  circolari  sono  quale  ortor 
gofudi  alla  congruenza  delle  rette  appoggiate  a  due  coniche  focàii. 

Una  tale  superficie  dicesi  una  cidide  di  Dupin.  Essa  è  algebrica 
del  4."  ordine  se  le  due  coniche  focali  sono  un'ellisse  ed  un' iperboli, 
ed  è  invece  del  3.®  ordine  quando  le  due  coniche  sono  parabole.  In 
particolare,  se  la  ellisse  diventa  un  cerchio  e  quindi  l' iperbola  focale  il 
suo  asse,  la  ciclide  di  Dupin  diventa  un  toro  (ciclide  di  rotazione). 

La  ciclide  di  Dupin  può  riguardarsi  in  doppio  modo  come  inviluppo 
di  una  semplice  infinità  di  sfere,  le  due  serie  di  sfere  avendo  i  centri 
rispettivamente  distribuiti  sulle  due  coniche  focali. 

È  evidente  poi  che  le  sfere  di  una  serie  saranno  tangenti  a  tntt« 
quelle  dell'altra;  questa  osservazione  .permette  di  scrivere  subito  le 
equazioni  delle  due  serie  di  sfere  inviluppanti  la  ciclide  ^^K  Ne  risulta 
che:  la  ciclide  di  Dupin  è  l'inviluppo  di  una  sfera  mobile  che  resta 
costantemente  tangente  a  tre  sfere  fisse.  E  viceversa  è  facile  vedere  (p.  e. 
servendosi  di  un'inversione  per  raggi  vettori  reciproci)  che,  prese  comun- 
que tre  sfere  fisse,  l'inviluppo  di  una  sfera  mobile  tangente  a  queste 
tre  è  una  ciclide  di  Dupin.  Analiticamente  confermiamo  le  proprietà 
precedenti  e  determiniamo  la  ciclide  come  segue.  Consideriamo  dapprima 
il  caso  di  un'ellisse  ed  iperbola  focali,  che  definiamo  colle  formole 

a;  =  a  cos  a  ,        y  =  6  sen  u  ,        £f  =  0 


X  =  Va*  -  &'  cosh  V  ,    y  ^  0      js  =  b  senh  v 


(*)  Vedi  Darboux  II,  pag. 
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Le  coordinate  di  un  punto  della  congìungente  il  punto 

(a  cos  ti  ,    ò  Ben  u  ,    0) 
dell'una  col  punto 

(Va*— ft*  cosh  t;  ,    0  ,    6  senh  v) 
dell'altra  saranno 

/  a;  =  a  C08  14  -f  ^  (a  cos  i*  —  V«*  -  6*  cosh  v) 
(22)  j  y  =  6  sen  «  (1  +  0 

\  ;^  =  -  6  senh  v  .t , 

dóve  ^  è  un  parametro.  Volendo  trovare  le  superficie  ortogonali  alle 
dette  congiungenti,  dovremo  determinare  t  in>  funzione  di  u,  v  in  guisa 
che  si  abbia 

(a  cos  u  — yJà^—V  cosh  v)  dx  -{-  h  ^enu  dy  —  h  senh  v  dz  =  0  . 

Questa  ci  dà  per  t  T  equazione  a  differenziali  totali  integrabile 


j.       \la*  -  V  sen  w  (1  +  0  du  +  a  senh  vt  do 

at  = zzuzz 

v/a*--6'  cos  w  —  a  cosh  t; 

il  cui  integrale  è  dato  da 


(23)  <=        C-s/a'-bUoBu 


V^a*  -  ft*  cos  u  —  a  cosh  v 


Sostituendo  questo  valore  di  t  nelle  (22),  avremo  le  coordinate  a;,  y,  js 
di  un  punto  della  ciclide  espresse  pei  parametri  w,  v  dei  circoli  di  cur- 
vatura. Del  tutto  analogamente  si  procede  nel  caso  di  parabole  focali. 

§.  324. 

Superficie  con  un  sistema  di  linee 

di  curvatura  circolari  e  l'altro  di  lìnee  piane. 

Cerchiamo  ora  in  generale  quelle  superficie  a  linee  di  curvatura  tutte 
piane,  per  le  quali  uno  dei  due  sistemi  è  composto  di  circoli  C.  Diciamo  T 
le  linee  di  curvatura  (piane)  del  secondo  sistema.  Riguardando  i  circoli  C 
come  tracciati  sopra  sfere  ortogonali  alla  superficie  S,  dai  risultati  del 
§  320  vediamo  che  la  nostra  superficie  appartiene  necessariamente  alla 
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classe  di  Joachimsthal,  cioè  i  centri  delle  dette  sfere  sono  distribuiti 
sopra  una  retta,  per  la  quale  passano  tutti  i  piani  delle  curve  T. 

Inversamente  prendiamo  una  serie  a>^  di  sfere  coi  centri  in  linea 
retta  ;  sopra  una  di  queste  sfere  segniamo  ad  arbitrio  un  circolo  C^  e 
consideriamo  quelle  traiettorie  ortogonali  della  serie  di  sfere  che  escono 
dai  punti  di  Gq.  La  superficie  loro  luogo  sarà  una  superficie  di  Joa- 
chimsthal e,  per  le  proprietà  dimostrate  al  Gap.  I  (I,  pag.  46),  le  snc 
curve  d'intersezione  colle  sfere  della  serie  saranno  altrettanti  circoli 
Essa  ha  questi  circoli  per  linee  di  curvatura  e  le  linee  di  curvatura  del 
secondo  sistema  sono  in  piani  per  la  retta  fissa.  Dunque: 

La  più  generale  superficie  con  linee  di  curvatura  tutte  piane,  e  £ 
più  circolari  in  un  sistema,  si  ottiene  considerando  una  serie  oo^  di  sfere 
coi  centri  in  linea  retta  e  prendendo  U  luogo  di  queUe  loro  traiettone 
ortogonali  che  escono  dai  punti  di  un  circolo  di  una  di  esse. 

Volendo  invece  considerare  le  superficie  attuali  come  inviluppi  di 
sfere,  si  osserverà  che  queste  sfere  inviluppanti  hanno  i  centri  in  od 
piano  che  passa  per  la  retta  fissa  r,  poiché  gli  assi  dei  circoli  C,  che 
sono  le  tangenti  alla  curva  luogo  dei  centri,  si  appoggiano  alla  r.  D*  al- 
tronde ogni  piano  per  r  sega  la  superficie  sotto  angolo  costante,  e  quindi 
tutte  le  sfere  sotto  il  medesimo  angolo,  onde  i  raggi  di  queste  sfere 
sono  proporzionali  alle  distanze  dei  loro  centri  da  r.  Dunque:  Le  super- 
ficie della  classe  aMuale  sono  V  inviluppo  di  una  sfera  mobile  il  cui  cendro 
percorre  uym  curva  piana  y  ed  U  cui  raggio  varia  proporzùmcdmente  aUa 
distanza  del  centro  da  una  retta  r  fissa  nel  piano  di  y. 

Inversamente,  qualunque  sia  la  curva  y  e  la  retta  r  fissata  nel  piano 
di  Y>  si  vede  subito  che  la  superficie  inviluppo  ha  le  linee  di  curvatura 
del  secondo  sistema  in  piani  per  r,  poiché  ogni  tale  piano  sega  tutte 
le  sfere  sotto  il  medesimo  angolo  e  quindi  la  superficie  inviluppo  sotto 
angolo  costante. 

§.  325. 

Elementi  caratteristici  di  una  superficie  a  linee  di  cnrTatora  circolari. 

In  una  superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  circolari  con- 
sideriamo una  linea  di  curvatura  T  del  secondo  sistema,  cioè  una  traiet- 
toria ortogonale  dei  circoli  G.  Le  tangenti  ai  circoli  G  nei  punti  di  T 
formano  una  sviluppabile  e  per  le  generatrici  di  questa  passano  i  piani 
dei  circoli  C«  Ora  vogliamo  dimostrare  che,  per  individuare  una  saper- 
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fide  a  linee  di  curvatura  circolari,  si  possono  fissare  ad  arbitrio  i  seguenti 
elementi:  1."  una  lin^  di  curvatura  non  circolare  I^  2.®  i  piani  dei 
circoli  di  curvatura  C,  purché  condotti  per  le  generatrici  di  una  sviluppabile 
contenente  V  come  traiettoria  ortogonale  delle  generatrici;  3.®  u/no  dei  d/r- 
cóli  C,  dd  quale  basterà  dare  U  raggio. 

Intanto,  se  la  superficie  cercata  esiste,  verranno  fissate  le  sue  nor- 
mali lungo  r,  come  ortogonali  alla  V  ed  alle  generatrici  della  detta 
sviluppabile.  Queste  normali  a  T  generano  alla  loro  volta  una  svilup- 
pabile, il  cui  spigolo  di  regresso  indichiamo  con  F  (^).  Indichiamo  con  u 
r  arco  di  r  e  manteniamo  per  questa  curva  le  solite  notazioni  del  Gap.  I. 
Sia  ìl^(xye)  un  punto  dell'evoluta  T  e  M'^(a?',  y', /)  il  punto 
corrispondente  dell'evolvente  F.  Contando  u  da  un  punto  conveniente 
avremo 

af  =  X  —-  uà    ,      y'  =  y  —  wp    ,      £^  =  a  —  uf  . 

Se  indichiamo  con  o==o(u)  l'angolo  che  la  traccia  del  piano  asse- 
gnato al  circolo  G,  uscente  da  M',  nel  piano  osculatore  in  M  a  T,  forma 
colla  tangente  M^  M  a  F,  i  coseni  di  direzione  di  questa  traccia  saranno 

a  cos  a  4-  £  Ben  <3    ,      p  cos  o  +  1  s^ii  ^    >      y  cos  o  +  C  sen  o  . 

Denotando  dunque  con  R  =  R  (u)  il  raggio  del  circolo  G,  le  coor- 
dinate Xq,  yo)  ^0  del  suo  centro  Mo  saranno 

ajo  =  a?  —  14  a  +  R  (a  cos  0  +  S  sen  o) 
yo  =  y  —  «  P  +  R  (P  cos  0  +  Tfj  sen  o) 
00  =  ^  —  M  Y  +  R  (t  cos  0  +  e  sen  o)  . 

Consideriamo  ora  la  superficie  luogo  dei  circoli  C  e  sia  M  ==  (a;,  y,  a) 
un  punto  qualunque  sul  circolo  C.  Indicando  con  v  l'angolo  d'inclinazione 

del  raggio  Mo  M  sulla  detta  traccia  Mo  M'  avremo 

■ 

(24)    X  ^x  —  t*  a  +  R  (1  +  cos  r)  (a  cos  0  +  €  sen  o)  +  R  sen  V  .  X  , 

colle  analoghe  per  y,  a,  e  queste  ci  definiranno  la  nostra  superficie  cer- 


(^)  Supponiamo  che  questo  spigolo  di  regresso  non  si  riduca  ad  un  punto, 
cioè  la  sviluppabile  non  sia  un  cono,  caso  limite  che  si  potrebbe  trattare  diret- 
tamente in  modo  analogo, 
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chiaùa  per  mezzo  delle  coordinate  curvilinee  u,  v.  Dalla  (24)  derivando, 
col  tener  conto  delle  formolo  di  Frenet  e  indicando  con  apici  le  derivate 
rapporto  ad  w,  troviamo 


dx 
du 


=    R'  COB  <J  —  R  sen  o  lo'  H — )    (1  +  ^^s  v)  .  a 

+  j[R'8ena  +  Rco8o(a'+i)](l+co8t;)+?^-^j^ 

(25)  j 

+  j  R'sent;  -  ^^  (1  +  cost;)  j  X 

dx 
\  ^  =  R  C08 1?  X  —  R  sen  t;  (a  co8  <3  -I-  S  8en  v)  . 

Dobbiamo  ora  ricercare  la  relazione  da  cui  debbono  essere  legate 
le  due  funzioni  R  e  o  di  u,  afSnchè  la  nostra  superficie  S  ammetta  ì 
circoli  C  per  linee  di  curvatura.  Per  ciò  le  normali  alla  superficie  S 
lungo  C  debbono  concorrere  nel  punto  Mi  ove  Y  asse  del  circolo  C  uscente 
da  Mo  coi  coseni  di  direzione 

a  sen  o  —  £  cos  o  ,    p  sen  o  —  tq  cos  o  ,    y  sen  o  —  C  cos  o 

incontra  la  tangente  in  M  a  F;  per  le  coordinate  Xu  Pu  ^\  <U  questo 
punto  Mi  si  trova  subito 

Xi  =  x-{-\ w  1  a  ,    Vi  =  y-}-( wìs,    Zi  =  »-{-( tth. 

'   \COS  0        ^     »    J'i       ^   r  y^^g  ^        1^  \cos  a       / 

I  coseni  di  direzione  della  normale  a  S  saranno  dunque  proporzionali 
alle  difiFerenze 

^  —  ^ly   y  —  yi,   z  —  zy 

e  dovranno  quindi  sussistere  le  equazioni 

La  seconda  è  naturalmente  un'identità  e  la  prima,  facendo  uso  delle 
formolo  precedenti,  si  traduce  semplicemente  nella  relazione: 

(26)  R'  +  Rtgo(o'+^)-*ii^?-?=0. 


HLBMBNTI  OARATTBRISTIGI  281 

Viceversa  basta  che  sìa  soddisfatta  questa  condizione»  e  la  superficie 
luogo  dei  circoli  C  li  ammetterà  per  linee  di  curvatura. 

Applicando  questo  risultato  ai  dati  del  nostro  problema,  vediamo 
che,  essendo  note  o,  p  in  funzione  di  u,  con  quadrature  si  avrà  B  dal- 
r  equazione  lineare  (26)  e  basterà  fissare  il  valore  di  B  per  un  particolare 
valore  di  u  perchè  la  superficie  S  ne  riesca  individuata.  Ciò  dimostra 
appunto  quanto  avevamo  asserito,  e  prova  di  più  che,  dati  della  superficie 
a  linee  di  curvatura  circolari  gli  elementi  caratteristici  del  teorema,  la 
superficie  si  determina  con  quadrature. 

Se  osserviamo  poi  che  nella  (26)  non  figura  affatto  la  torsione  ^  di 

di  r,  vediamo  che  si  potrà  torcere  comunque  la  curva  P,  mantenendole 
la  medesima  flessione,  senza  che  i  circoli  G,  invariabilmente  legati  alla  F 
nella  sua  deformazione,  cessino  di  soddisfare  la  condizione  richiesta.  Si 
può  anche  pensare  i  circoli  C  ortogonali  alla  sviluppabile  delle  tangenti 
di  F,  lungo  una  traiettoria  ortogonale  delle  generatrici,  invariabilmente 
legati  alla  sviluppabile  in  quelle  sue  flessioni  che  ne  conservano  retti- 
linee le  generatrici  ^^K 

§.  326. 
Proprietà  generali  delle  linee  di  curratura  di  una  superficie  qualunque. 

Colle  superficie  a  linee  di  curvatura  circolari  stanno  in  relazione  alcune 
proprietà  semplici  e  generali  delle  linee  di  curvatura  di  una  superficie 
qualsiasi  S,  che  andiamo  ora  a  stabilire. 

Sulla  superficie  arbitraria  S  consideriamo  le  linee  di  curvatura  (u) 
(v)  dei  due  sistemi;  dimostriamo  il  teorema  A)  :  Il  luogo  dei  circoli  oscu- 
lettori  delle  linee  u  nei  punti  di  una  medesima  linea  {v)  ammette  questi 
circoli  per  linee  di  curvatura. 

Lo  proveremo  riprendendo  le  considerazioni  geometriche  del  Cap.  IX 
sulle  proprietà  dell'evoluta,  lasciando  al  lettore  lo  sviluppo  della  facile 


(^)  L'elemento  lineare  della  sviluppabile  delle  tangenti  di  una  curva  T  di 
cui  u  sia  l'arco  ha  infatti  la  forma 


d»««  |l  +(!LJ^|  du*  +  dv^. 


Se  si  torce  F  mantenendo  invariata  la  flessione  —  ,  la  sviluppabile  si  flette 
restando  rettilinee  le  generatrici.  La  reciproca  si  vede  anche  subito. 


# 
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conferma  analitica.  Sia  F  una  linea  qualunque  di  curvatura  del  priiBo 
sistema  (u).  Le  normali  alla  S  lungo  la  V  sono  le  tangenti  di  un^  evoluta 
Fi  della  F  tracciata  sulla  prima  falda  S,  della  evoluta  ed  i  piani  normali 
di  F  sono  i  piani  tangenti  alla  Si  lungo  Fi.  Se  da  un  punto  Mi  di  l\ 
caliamo  la  perpendicolare  al  piano  osculatore  di  F  nel  punto  M  corri- 
spondente, questa  perpendicolare  coincide  coir  asse  del  circolo  osculatore 
di  r  e  giace  nel  piano  tangente  alla  Si  in  Mi.  Dunque  la  sfera  descritta 
col  centro  Mi  e  con  raggio  =  Mi  M,  cioè  la  sfera  che  ha  il  centro  nel 
primo  centro  di  curvatura  Mi  e  raggio  eguale  al  raggio  di  curvatura  r, 
(sfera  principale)  passa  pel  circolo  osculatore  di  F  in  M. 

Gli  assi  dei  circoli  osculatori  di  F  sono .  tangenti  alla  Si  lungo  Fi  e 
poiché  formano  la  sviluppabile  polare  di  F,  hanno  le  direzioni  coniugate 
alle  tangenti  di  Fi.  Ora  sulla  Si  le  linee  a  tangenti  coniugate  delle  (u) 
sono  le  {v)  (I,  pag.  276);  dunque:  gli  assi  dei  circoli  osculatori  deUe  linee 
di  curvatura  (u)  sono  le  tangenti  a  qudle  linee  (v)  ddla  prima  falda  dd- 
V  evoluta,  che  corrispondono  alle  linee  di  curvatura  del  secondo  sis^ma 
sulV  evolvente. 

Spostiamo  ora  il  centro  Mi  della  sfera  principale  lungo  una  linea  (f) 
di  Si;  r inviluppo  di  questa  sfera  sarà  una  superficie  a  linee  di  curvatura 
circolari.  Ora  il  circolo  caratteristico  di  una  tale  sfera,  che  è  tangente 
in  M  alla  S,  passa  per  M  e  giace  nel  piano  condotto  per  M  normalmente 
alla  direzione  dello  spostamento  del  centro.  Ma  questa  direzione,  come 
si  è  visto,  è  data  dall'asse  del  circolo  osculatore  di  F  in  M,  e  però 
questo  circolo  osculatore  coincide  col  detto  circolo  caratteristico.  Ciò 
dimostra  appunto  il  teorema  A). 

Notiamo  poi  che  se  i  circoli  osculatori  delle  linee  di  curvatura  u  si 
associano  lungo  una  linea  u  stessa,  anziché  lungo  una  v,  si  avrà  ancora 
una  superficie  a  linee  di  curvatura  circolari.  E  infatti  per  una  curva 
qualunque  F  sussiste  il  teorema  di  quasi  immediata  evidenza:  B)  B 
luogo  dei  cvrccHi  osculatori  di  una  curva  qualsiasi  dello  spcurio  ammette 
questi  circoli  per  linee  di  curvatura.  Ciò  risulta  dall'  osservare  che  questo 
luogo  è  altresì  V  inviluppo  delle  sfere  osculatrici  della  curva. 

Così  adunque:  Per  una  superficie  qualunque,  nella  congruenza  (fei 
circoli  osculatori  delle  linee  di  curvatura  di  un  sistema  sono  contenute  due 
serie  di  superficie  che  ammettono  questi  circoli  per  linee  di  curvatura;  esse 
si  ottengono  associando  i  circoli  lungo  le  linee  di  curvatura  deU*  uno  o 
deW  altro  sistema. 
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§.  327. 
Elementi  caratteristici  di  una  superficie  con  un  sistema  di  linee 
di  Curvatura  piane. 

Ritorniamo  ora  alle  generali  superficie  con  un  sistema  di  linee  di 
curvatura  piane  per  generalizzare  i  risultati  ottenuti  al  §  324  pel  caso 
particolare  che  queste  linee  siano  circolari.  Di  una  superficie  S  con  un 
sistema  di  linee  C  di  curvatura  piane  consideriamo  una  linea  di  curva- 
tura Po  del  secondo  sistema  ed  i  circoli  osculatori,  nei  punti  di  r^,  delle 
curve  C.  Il  luogo  di  questi  circoli  è  una  superficie  X  a  linee  di  curva- 
tura circolari  che  oscula  S  lungo  Po;  la  diremo  la  superficie  (a  linee 
di  curvatura  circolari)  osculatrice  di  S  lungo  Fo.  È  chiaro  che  questa 
superficie  osculatrice  £  ha  a  comune  colla  S  V  immagine  sferica  delle  linee 
di  curvatura.  Ciò  posto,  dimostriamo  il  teorema: 

A')  Per  individuare  una  superficie  S  con  un  sistema  di  linee  di  curva- 
tura piane  C,  basterà  fissare  ad  arbitrio  i  seguenti  dementi:  1.*  una  dette 
linee  di  curvatura  piane  Co,  2.®  una  linea  di  curvatura  Fo  del  secondo 
sistema,  3.^  la  superficie  a  linee  di  curvatura  circolari  1q  osculante  la  S 
lungo  Fo.  Dati  questi  elementi,  la  superficie  richiesta  S  si  avrà  con  quch 
drature. 

Intanto,  ad  illustrazione  dell' enunciato,  osserviamo  chele  due  curve 
date  Co,  Fo  debbono  naturalmente  incontrarsi  ortogonalmente  in  un 
punto  Po.  Con  ciò  viene  fissata  la  normale  in  Po  a  S  e  quindi  anche  le 
normali  lungo  Co  e  Po,  dovendo  queste  ciascuna  volta  formare  una  sviluppa- 
bile. In  luogo  di  dare  la  superficie  osculatrice  Io»  basterà  fissare  i  piani 
delle  curve  C  condotti  per  la  serie  oo^  di  normali  alla  Po  formanti  una 
sviluppabile  individuata  dalla  tangente  in  Po  a  Co  come  prima  normale: 
allora,  per  ì  teoremi  del  §  325,  la  superficie  osculatrice  Io  sarà  indivi* 
duata  e  si  otterrà  con  quadrature.  Per  dimostrare  la  nostra  proposi- 
zione AO  cominciamo  dall'  osservare  che  della  superficie  S  da  costruirsi 
conosciamo  intanto  V  immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura,  che  è  la 
stessa  di  quella  di  lo-  Di  piì^  se  diciamo  Co,  P'o  il  circolo  sferico  e  la 
curva  immagini  delle  date  Co,  Fo^  sarà  perfettamente  stabilita  la  corri- 
spondenza fra  i  punti  di  C'o,  Co;  F'o»  Po»  poiché  conosciamo. le  normali 
ad  S  lungo  Co,  Po*  Ora  ricorriamo  alla  determinazione  per  coordinate 
tangenziali  delle  superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane, 
quale  fu  stabilita  al  §  316,  e  supponiamo  che  siano  u  ==  %,  t;  =»  t^o  le 
rispettive  equazioni  delle  curve  sferiche  C'o,  To* 
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Conosceremo  evidentemente  W  sia  lungo  la  w  ^  «o,  sia  lungo  t?  =-^ 
come  funzione  di  t;  e  di  u  rispettivamente.  Ma  la  formola  (13)  (pag.  263) 
ci  dimostra  che  allora  restano  perfettamente  fissate  le  funzioni  arbi- 
trarie t[)  (v),  9  (u)  deir  integrale,  e  ciò  in  termini  finiti.  Dunque  la  super- 
ficie S  è  individuata  dagli  elementi  assegnati.  Ma  inversamente,  dati 
questi  elementi  ad  arbitrio  e  determinate  le  funzioni  ^  (v\  rp  (u)  nel 
modo  anzidetto,  si  vede  subito  che  la  superficie  S  con  un  sistema  dì 
linee  di  curvatura  piane  passerà  per  le  curve  assegnate  Co,  U  e  le  aio- 
metterà  per  linee  di  curvatura. 

Dalla  proposizione  A')  così  dimostrata  risulta  che:  La  più  generck 
superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane  dipende  da  quaUro 
funzioni  arbitrarie. 

E  infatti  la  linea  di  curvatura  piana  Co  dipende  da  una  funzione 
arbitraria  e  la  linea  di  curvatura  Fq  del  secondo  sistema  da  due  tali 
funzioni.  Infine  una  quarta  funzione  arbitraria  è  relativa  alla  posizione 
dei  piani  delle  linee  C  condotti  per  le  normali  assegnate  alla  IV 

Osserviamo  àncora  che  dalla  proposizione  AO  e  dai  risultati  generali 
del  §  326  segue  nuovamente  il  teorema  dell' Aoust,  dimostrato  alla  fine 
del  §  327. 

§.  328. 
n  teorema  di  Ribancour. 

Supponiamo  ora  che  di  una  superficie  S  con  un  sistema  di  linee  C 
di  curvatura  piane  sia  data  soltanto  la  sviluppabile  S  inviluppo  dei  piani 
delle  curve  C  e  ricerchiamo  le  corrispondenti  superficie  S  ;  saremo  cosi 
condotti  ad  un  bel  teorema  di  Ribaucour  (^^  le  cui  numerose  conseguenze 
furono  particolarmente  sviluppate  dal  sig.  Bouquet  in  una  tesi  del  1882  <^<. 

Trattiamo  il  caso  generale  in  cui  lo  spigolo  di  regresso  F  della 
sviluppabile  S  è  un'eflfettiva  curva  (non  si  riduce  ad  nn  punto);  ma 
sarebbe  facile  trattare  analogamente  il  caso  di  una  sviluppabile  1  conica 
0  cilindrica  con  analisi  diretta. 

Indichiamo  con  u  l'arco  di  F,  e  teniamo  per  questa  curva  le  solite 
notazioni.  In  ogni  piano  osculatore  di  F  è  tracciata  una  delle  nostre 


(*)  NouveUe  correspondance  mathémaUque  de  M.  Catalon  1879-1880. 
(»)  Étude  géométrique  des  surfaces  doni  les  lignee  de  courbure  d' un  sy^èm 
soni  planes  (Toulouse-Douladoure-Prlvat). 
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onrve  C,  che  noi  riferiamo  alla  tangente  e  normale  principale  di  F  come 
ad  assi  coordinati;  e  siano  A,  B  le  relative  coordinate  di  un  punto  M 
xnobile  su  C.  Intenderemo  che  A,  B  siano  funzioni  di  un  parametro  v 
che  individua  i  punti  della  curva  C  ed  inoltre  dell'arco  u  ài  T: 

A  =  A  (w,  t?)  ,     B  =  B  (ti,  v) . 

Le  coordinate  x,  y,  e  di  un  punto  M  di  C  saranno  quindi 

x=^x  -\-  ka  -\''Qi 

(27)  jy=y  +  AM-BY) 

U=2'-^  AY+-BC  , 

e  queste  formolo  ci  definiranno  la  superficie  S  luogo  delle  curve  C. 
Derivando  queste  formolo,  otteniamo  per  le  formolo  di  Frenet: 

(28) 

\  dx _dk    ,  aB, 

colle  analoghe  per  y,  e.  Per  esprimere  che  le  curve  C  sono  linee  di 
curvatura  della  superficie  generata  S  dobbiamo  scrivere  che  il  piano  di 
ogni  curva  G  taglia  la  S  sotto  angolo  costante.  Indicando  con  ^  questo 
angolo,  sarà  7  una  funzione  della  sola  m,  e  pei  coseni  di  direzione  X,  Y,  Z 
della  normale  alla  S  avremo 

—  a~  — £ 
f29ì  X  =  sen  (p  —  +  cos  9 .  X, 

colle  analoghe  per  Y,  Z.  Ora  dovendosi  avere  2I  ^  57  ™  ^  >  ^^  risulta 
r  equazione 

dv\        du       p/       3t?  \9u   •     p/ cot  <p 
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Il  secondo  membro  è  una  funzione  della  sola  u,  che  indichiamo  con  U: 
la  precedente  si  scrive  così: 


aB  /     aA  _  B\     aA  /aB     A\ 

dv  \        du         p  /         dv  \^u         {jj «. 


Viceversa,  se  A,  B  sono  tali  funzioni  di  u,  v  da  soddisfare  la  (30i. 
ponendo 

(31)  ^"f^Òò' 

le  (29)  daranno  i  coseni  di  direzione  della  normale  alla  superficie  S, 
luogo  delle  curve  piane  C,  poiché  si  avrà  identicamente: 

Ed  essendo  l'angolo  9  funzione  di  u  soltanto,  per  la  (31),  la  S  am- 
metterà le  curve  C  come  linee  di  curvatura. 

Ora  supponiamo  che  si  deformi  la  sviluppabile  S,  mantenendo  retti- 
linee le  generatrici,  e  che  le  curve  G  vengano  trascinate  nei  rispettivi 
piani  tangenti  restando  invariabilmente  legate  alla  superficie.  Lo  spigolo 

di  regresso  F  si  deformerà  mantenendo  la  stessa  flessione  -  e  cangiando 

solo  di  torsione  =  ;  d'altronde  rimanendo  A,  B  le  medesime  fimziom 

di  tt,  t;  sarà  sempre  soddisfatta  la  (30)  e  le  curve  G  continueranno,  in 
ogni  configurazione  di  £,  a  generare  una  superficie  che  le  ammette  per 
linee  di  curvatura.  Soltanto  per  ogni  flessione  di  £  cangierà,  secondo 
la  (31),  l'angolo  'f  sotto  il  quale  il  piano  della  curva  G  taglia  la  superficie. 
Un'altra  conseguenza  importante  deduciamo  dalla  (28):  se  con 

cfe*  =  E  dw*  +  2  F  rfw  cfo  +  G  (fe* 

indichiamo  l'elemento  lineare  della  S,  vediamo  subito  che  i  coefficienti  F,G 

sono  affatto  indipendenti  dalla  torsione  >«  .  Ora  sulla  superficie  S  Fé- 

quazione  differenziale  delle  traiettorie  ortogonali  delle  curve  C  (w  =  cosi**), 
cioè  delle  seconde  linee  di  curvatura,  è  data  da 

F  dw  +  G  dv  =  0  ; 
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dunque  questa  equazione  differenziale  rimane  la  stessa  comunque  defor- 
mando la  sviluppabile  1. 

Riassumiamo  questi  risultatati  nel  teorema  seguente  di  Ribaucour: 

Se  una  superficie  S  ha  un  sistema  di  linee  di  curvatura  G  jpion^, 
deformando  comunque  la  sviluppabile  £  inviluppo  di  questi  piani^  in  guisa 
che  le  generatrici  restino  rettilinee,  ed  ogni  piano  tangente  di  £  trascini 
seco  la  curva  G,  ivi  tracciata: 

1.^  in  ogni  configurazione  di  "L  U  luogo  détte  curve  G  le  ammetterà 
sempre  per  linee  di  curvatura. 

2.*  i  punti  dette  varie  curve  G  che  si  trovavano  netta  configwrcunone 
iniziale  sopra  una  linea  di  curvatura  dd  secondo  sistema,  vi  rimarranno 
ancora  in  ogni  altra  configurazione. 

In  particolare,  se  distendiamo  la  sviluppabile  £  in  un  piano,  avremo 
un  doppio  sistema  ortogonale  di  curve  G  e  G',  ad  ogni  curva  G  essendo 
inoltre  coordinata  una  retta,  la  corrispondente  tangente  alla  trasformata 
deUo  spigolo  di  regresso.  Interpretando  geometricamente  l'equazione  a 
derivate  parziali  del  primo  ordine  (30),  potremmo  stabilire  le  proprietà 
geometriche  caratteristiche  di  questi  sistemi  ortogonali,  dopo  di  che  la 
determinazione  delle  superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane 
sì  effettuerebbe  con  una  costruzione  di  geometria  piana.  Nella  citata 
memoria  di  Rouquet  il  lettore  troverà  ampiamente  sviluppate  queste 
ricerche  con  eleganti  costruzioni  geometriche.  Noi  qui  le  tralasceremo, 
tanto  più  che,  per  quanto  riguarda  la  determinazione  delle  nostre  super- 
ficie, non  verremmo  in  sostanza  che  a  ripetere,  sotto  altra  forma,  quanto 
abbiamo  esposto  nel  paragrafo  precedente. 

§.  329. 
Le  superficie  d'area  minima  con  linee  di  cunratnra  piane. 

La  determinazione  delle  superficie  con  un  sistema  di  linee  di  cur- 
vatura piane,  considerate  nella  loro  totalità,  si  effettua,  come  si  è  visto, 
con  quadrature.  Quando  per  altro  si  vogliano  considerare  classi  speciali 
di  queste  superficie,  corrispondenti  a  particolari  proprietà  geometriche, 
rimarrà  da  determinare  il  sistema  di  circoli  immagini  sferiche  delle  linee 
di  curvatura  e  le  due  funzioni  arbitrarie  che  entrano  nell'integrale  gene- 
rale (13)  (pag.  263)  in  guisa  da  soddisfare  alle  condizioni  richieste.  Una 
ricerca  di  questa  specie  è  quella  compiuta  nel  1869  dal  Dini,  che  deter- 
minò tutte  le  superficie  W  (cioè  coi  raggi  di  curvatura  legati  da  una 
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relazione),  che  hanno  al  tempo  stesso  nn  sistema  di  linee  di  cnryaton 
piane.  Noi  non  tratteremo  la  questione  generale;  ma  ci  limiteremo i 
trovare  le  classi  più  interessanti  di  queste  superficie,  che  sono  quelle 
ad  area  minima  e  quelle  a  curvatura  costante. 

Cominciando  dalle  prime,  osserviamo  che,  T  immagine  sfmca  delle 
linee  di  curvatura  di  una  superficie  d' area  minima  essendo  in  ogni  caso 
un  sistema  doppio  ortogonale  isotermo,  se  le  linee  sferiche  di  ano  dei 
due  sistemi  sono  circoli  anche  le  altre  sono  circoli  (I,  pag.  211),  e  quindi: 
una  superficie  minima  che  abbia  piane  le  linee  di  curvatura  di  un  siskm 
avrà  piane  anche  queUe  del  secando. 

Viceversa  prendiamo  sulla  sfera  un  doppio  sistema  ortogonale  dì 
circoli  che  non  può  offrire  che  V  uno  o  V  altro  dei  due  casi  studiati  al 
principio  del  Capitolo.  Esisterà  certamente,  pei  teoremi  al  §  135  (I, 
pag.  291),  una  superficie  minima,  determinata  a  meno  di  un'omotetia, 
che  avrà  per  immagine  delle  sue  linee  di  curvatura  quel  doppio  sisteuu 
di  circoli  e  possederà  quindi  linee  di  curvatura  piane.  Per  scrivere  effet- 
tivamente le  formolo  relative  a  queste  superficie  non  resta  che  a  distin- 
guere i  due  casi  del  §  314  secondo  che  la  f(Hrma  dell'elemento  line&re 
sferico  è  quella  assegnata  dalla  (3)  o  dalla  (5)  (pag.  257,  258).  Nei 
primo  caso  faremo,  disponendo  del  fattore  costante  d'omotetia: 

(u'  +  ^  +  iy 

r,«3  -  , 

e  nel  secondo 

r,  =  (cosh  v  -f-  a  cos  m)*  . 

Le  coordinate  x,  y,  z  di  un  punto  mobile  sulla  superficie  minima  si 
calcoleranno  quindi,  in  funzione  dei  parametri  u,  v  delle  linee  di  cum- 
tura,  colla  quadratura 

ed  analoghe  per  y,  z. 

Così  troviamo  per  la  prima  superficie  minima  le  formolo 

/  1 

(A)  \y=\\^--Zv-^u^v\ 
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e  per  la  seconda  le  altre 

!x=i  au  +  senu cosh v 
y  =  V    -f  a  cos  tt  senh  v 
£f  =  Y^'l  -  a*  cos  u  cosh  v  . 

La  notevole  superfìcie  minima  (A)  è  stata  trovata  da  Enneper;  essa 
è  algebrica  del  Q.^  ordine.  Le  sue  linee  di  curvatura  (u)  (v)  sono 
evidentemente  cubiche  piane  razionali,  mentre  le  linee  assintotiche 
u  -v^  costante,  m  -f- 1?  =  costante  sono  cubiche  gobbe.  Vediamo  cosa 
diventa  la  costruzione  generale  di  Darboux  (§  315)  per  questa  speciale 
superficie  a  linee  di  curvatura  piane.  Siccome  qui  abbiamo  (cangiando  il 
segno  di  W) 

paragonando  colle  formolo  del  §  315,  dobbiamo  fare 

4  4 

Ora  i  quadrati  dei  raggi  delle  serie  di  sfere  (7),  (8)  (pag.  259),  i  cui 
centri  sono  distribuiti  sulle  due  parabole  focali,  sono  dati  da 


^°+ì("'-j)"+''=B 


cioè  sono  costanti  ed  eguali.  Si  ha  quindi  la  seguente  costruzione  geo- 
metrica: La  superficie  minima  cP  Enneper  è  V  inviluppo  dei  piani  normali 
nel  punto  di  mezzo  delle  congiungenti  i  punti  di  una  parabola  coi  punti 
della  parabola  focale. 

Per  le  proprietà  della  ciclide  di  Dupin  (§  323),  si  può  enunciare  questo 
risultato  sotto  la  forma  equivalente:  L* inviluppata  media  della  ciclide 
del  3.®  ordine  di  Dupin  (con  parabole  focàii)  è  la  superficie  S  area  minima 
d^  Enneper. 

Quanto  alla  superficie  minima  (B),  osserviamo  soltanto  che  essa  è 
in  ogni  caso  trascendente,  e  per  a  —  0  si  riduce  al  catenoide. 

19 
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§.  330. 
Saperflcie  psendosferiche  con  un  sistema  di  linee  di  cairatora  pi&ne. 

Volendo  ora  ricercare  le  superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura 
piane  e  di  curvatura  costante,  converrà  prima  che  troviamo,  secondo  i 
teoremi  generali  del  Gap.  IX  sulle  superficie  W,  la  forma  caratteristica 
che  ha  V  elemento  lineare  di  una  superficie  di  curvatura  costante,  rife- 
rita alle  sue  linee  di  curvatura.  Cominciando  dal  caso  delle  superficie 
pseudosferiche,  la  cui  curvatura  K  si  porrà  per  semplicità  =  —  1 ,  osser- 
viamo che,  indicando  con  0  un  angolo  ausiliario,  potremo  porre 

n  =  —  tg  6  ,    rj  =  cot  e 

ed  i  teoremi  generali  al  §  134  (I,  pag.  289)  daranno  subito  i  risaltati 
seguenti,  che  potrebbero  del  resto  anche  dedursi  da  quelli  conseguiti 
al  §  76  (I,  pag.  160):  L'elemento  lineare  di  una  superficie  pseudosfer'm 
di  raggio  =»  1,  riferita  alle  linee  di  curvatura  u,  v,  assume  la  forma 

(32)  &'=-cos'9dw*  +  sen*9dt;», 
mentre  quello  della  sua  immagine  sferica  è  dato  da 

(33)  efe"  =  sen*  0  du*  f  cos' 9  dv"; 

la  funjsione  0  (te,  v)  soddisfa  air  equazione  a  derivate  parziali  caraitmstica 

(34)  '  1^,  -  ^,  =  sen9cos9(i). 

Viceversa  ad  ogni  soluzione  9  della  (33)  corrisponde  una  superficie 
pseudosferica  pienamente  determinata  di  forma,  e  la  sua  determinazione 
in  termini  finiti  dipenderà,  in  generale,  dall' integrazione  di  un'equazione 
di  Riccati. 

Supponiamo  ora  che  la  nostra  superficie  pseudosferica  S  debba  avere 
le  linee  di  curvatura*;  piane;  sarà  per  ciò  necessario  e  sufficiente  che 
le  linee  sferiche  v  siano  circoli,  cioè  che  la  loro  curvatura  geodetica 

l_  ^  _         1         38en9  ^ 1__  39 

f/«  sen  9  cos  9     dv  sen9  dv 


(^)  Questa  esprime  che  la  curvatura  dell*  elemento  lineare  (32)  ò  =  — 1} 
ovvero  quella  di  (33)  è  «  +  1. 
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sia  una  funzione  della  sola  v.  Questa  condizione  si  traduce  nella  equa- 
zione 

ed  il  problema  proposto  si  riduce  dunque  a  trovare  le  soluzioni  comuni 
alle  due  equazioni  del  2.®  ordine  (34),  (35).  Ora  dalla  (35)  risulta 

essendo  U  funzione  della  sola  u,  V  della  sola  v.  Di  qui  si  trae 

co8e  =  -tgh(U  +  U).8enO=^^^^-A__ 
e  quindi 

Siccome  supponiamo  che  né  U,  né  V  siano  costanti  (ciò  che  porte- 
rebbe alle  superficie  pseudosferiche  di  rotazione)  potremo  prendere  U,  V 
per  parametri  in  luogo  dì  u,  v  e  scrivere  quindi  il  nostro  db'  sotto  la 
forma 

(36)      ■y-t«i.M..+..)^+^,.;^,)^. 

indicando  di  nuovo  con  U,  V  due  funzioni  rispettivamente  di  u,  v.  Restano 
da  determinarsi  queste  funzioni  in  guisa  che  la  curvatura  della  (36) 
sia  K  ==  —  1  ;  ciò  dà  V  equazione 

(V'V-U'U)cosh(tt  +  t;)  =  (V»— U*  +  l)senh(M  +  t;), 

dalla  quale  facilmente  determiniamo  i  valori  che  debbono  avere  U,  V. 
Poniamo  per  dò 

e  la  precedente  potrà  scriversi 

(37)  4)'-y'=2((f-T+l)tgh(w  +  t;), 
o 

4»'  — 2(|)tgh(tt  +  t?)  — 2tgh(u  +  v)  =  9'  — 2(ptgh(t«  +  t;). 

Derivando  questa  rapporto  a  t;  e  moltiplicando  per  cosh'  (u  -f-  v), 
otteniamo 

(38)  f  co8h*(tt  +  t?)-2^'senh(u  +  t;)cosh(fi  +  t;)-2<|)  -  2«-2t. 
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Una  nuova  derivazione  rapporto  a  v  porge 

se  ne  trae 

(|)  (t;)  =  A  cosh  2  V  +  B  senh  2 1;  -f-  C  —  1 

indicando  con  A,  B,  C  tre  costanti  arbitrarie.  Sostituendo  nella  (38),  oe 
deduciamo  subito 

(p  (ti)  =  C  —  A  cosh  2  w  +  B  senh  2  u  , 

col  quale  valore  la  (37)  è  soddisfatta. 

Ne  concludiamo  :  La  più  generale  superficie  pseudasferica  di  raggio  =  1, 
coUe  linee  di  curvatura  v  piane,  è  definita  dalla  seguente  forma  dd  ii 
riferita  alle  linee  di  cuarvalu/ra  u,  v: 

(0)  ■fe'-'«fc'(»^'')c-Ao«h2'!f+B»ri.2.+ 

1  dv" 


cosh*  (u  +  v)  A  cosh  2  v  +  B  senh  2  w  -f  C  —  1  ' 

restando  A,  B,  C  costanti  arbitrarie. 

Di  più  V  demento  lineare  sferico  rappresentativo  della  superficie  sari 
dato  dalla  formala: 

ru)  do^==  1 ^ r 

^   ^  cosh*(MH-i;)  C  — Acosh2M  +  Bsenh  2w  ^ 

+  tgV{u  +  v)  ^"^ 


A  cosh  2 1;  +  B  senh  2 1;  +  C  —  1  ' 
ed  i  raggi  principali  di  curvatura  daUe  formck 

fi  =  r-7 ; r  ,   f,  = SOUh  lu  +  v)  . 

senh  (m  +  v)  vi/ 

Osserviamo  però  subito  che  le  due  costanti  in  apparenza  distinte  à,6 
si  riducono  in  effetto  ad  una  sola  poiché,  se  non  sono  eguali,  b&Bta 
cangiare  u^v  in  u  +  k,  v  —  k  (k  costante),  ciò  che  non  altera  «  +»,  ^ 
si  può  allora  assumere  k  in  guisa  da  annullare  il  nuovo  valore  di  A  o 
quello  di  B. 

Le  superficie  pseudosferiche  con  un  sistema  di  linee  di  curvatora 
piane  dipendono  quindi  da  due  costanti  arbitrarie,  cioè  formano  una  doppi 
infinità.  Fra  esse  le  più  semplici,  che  erano  sfuggite  air  analisi  di  Enneper, 
e  furono  avvertite  da  Euen,  corrispondono  all'ipotesi  A»B. 
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§.  331. 
Caso  della  cniratora  K  »  + 1. 
Passando  ora  al  caso  della  curyaturaE=:  +  1,  osserviamo  che  essendo 

rir,«-  +  l. 

potremo  porre  p.  e. 

ri"Cothe  ,    r,  =  tgh6, 

indicando  6  una  funzione  ausiliaria.  Allora,  applicando  i  teoremi  generali 
del  §  134  già  ricordati,  vediamo  che:  U demento  lineare  di  una  superfìcie 
colla  curvatwra  costante  E  »  +  1,  riferita  alle  sue  linee  di  au/rvoAwa^ 
assn/me  la  forma: 

(32*)  &»  —  senh*  8  du^  +  cosh»  6  (fo« , 

mentre  quello  détta  sua  immagine  sferica  è  dato  da 
(33*)  ds'^  =  cosh'  6  dtf  +  senh*  9  di^  ; 

la  funeione  6  (ti,  v)  soddisfa  alPequaeione  caratteristica  aUe  deri^Hxte  parziali 

(34*)  I?  +  S  +  senhecoshe  =  0. 

Volendo  ora  che  linee  di  curvatura  v  siano  piane,  cioè  le  linee  sferiche 
V  siano  circoli,  ne  dedurremo 

3  /     1     3Q\       Q 
3u\cosh9  9t;/  ' 

ossia 

^arctg(tghle)  =  0; 
integrando  potremo  scrìvere 

tgh-0  =  tg(j--^). 


indicando  con  U,  V  due  funzioni  arbitrarie  di  «,  t;  rispettivamente.  Ne 
deduciamo 

1 


senh  e  =  cot  (U  +  V) ,    cosh  9  = 


8en(U  +  V)' 
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e  quindi 

(fe»  =  cot«(U  +  V)&«'+  ** 


sen*  (U  +  V)  ' 
cangiando,  come  al  §  precedente,  le  notazioni  pei  parametri  scriviamo 

^     '    '  U*    '    sen*  (fé  +^  v)  V 

Resta  solo  che  determiniamo  le  due  funzioni  U,  V  in  guisa  che  a 
quest'ultima  forma  differenziale  competa  la  curvatura  K==  +  1.  Ciò  porta 
alla  equazione 

(U'U  -f-  V  V) sen  {u+v)={\P +  T  +  1)gob(u  +  v)  . 

Procedendo  in  modo  affatto  analogo  come  al  §  precedente,  troviamo 
che  i  più  generali  valori  di  U,  V  sono  dati  dalle  formolo  seguenti 

l  lP  =  Bsen2w  —  Acos2u— C  —  1 
(  V*  =  Acos2t;  +Bsen2t>  +  C, 

essendo  A,  B,  C  costanti  arbitrarie.  Si  vede  subito  che,  senza  alterare 
la  generalità,  si  può  fare  qui  A=sO,  onde: 

La  più  generale  (*)  superficie  di  curvatura  K=  +1,  cci  sistema  v  di 
linee  di  curvatura  pia/ne,  è  definita  da 

(C*)      &*  =  cot«(«  +  .)3^^-^-^+^-^^^^3^^^^. 

con  B,  C  costanti  arbitrarie. 

L'elemento  lineare  sferico  rappresentativo  è  dato  dalla  formella 


ri  =  — 7 — : — r  ,  r,  =  cos  lu  +  v) 

COS(fl-|-t?)  •  VI/ 


(^)  S*  intende  che  ciò  vale  nell'ipotesi,  implicita  nelle  nostre  formole,  che  sia 
r,  <]  1.  Altrimenti  bisognerà  sostituire  alla  superficie  la  sua  trasformato  di 
Hazzidakis  di  cui  parleremo  più  avanti  al  Gap.  XXV. 
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§.  332. 
Le  superficie  d'Enneper  come  superficie  di  Joachimsthal. 

Cogli  sviluppi  dei  due  §§  precedenti  abbiamo  dimostrato  resistenza 
di  una  doppia  infinità  di  superficie  con  una  data  curvatura  costante  e 
con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane.  Queste  superficie,  definite 
dalle  forme  (C),  (C*)  dell'elemento  lineare,  sono  state  trovate  la  prima 
volta  da  Enneper  <^^  e  diconsi  superficie  d'Enneper.  Rimane  da  trovare 
le  loro  equazioni  in  termini  finiti;  ci  limiteremo  qui  a  far  vedere  che 
tale  determinazione  si  fa  con  quadrature  che  portano,  in  generale,  alle 
funzioni  ellittiche.  A  questo  scopo  stabiliremo  la  seguente  notevole  pro- 
prietà geometrica  delle  superficie  in  discorso: 

In  ogni  superficie  éC  Enneper  a  curvatura  costante  i  piani  ddle  linee 
di  curvatura  del  primo  sistema  passano  per  mia  retta  fissa,  e  quindi  le 
linee  di  curvatura  del  secondo  sistema  sono  tracciate  sopra  sfere  ortogonali 
alla  superfìcie,  coi  centri  distribuiti  suUa  retta  fissa;  ogni  superficie  d'JEn- 
neper  appartiene  cioè  alla  classe  di  Joachimsthal  (§  320). 

Per  dimostrarlo  cominciamo  dair  osservare  che  in  ogni  tale  superficie 
ciascuna  linea  di  curvatura  u  del  secondo  sistema  è  a  curvatura  geodetica 
costante.  E  infatti  se  prendiamo  p.  e.  il  caso  pseudosferico,  è  V  equazione 
(35)  che  dà  la  condizione  perchè  le  linee  v  siano  piane.  D'altra  parte, 
l'elemento  lineare  della  superficie  essendo  dato  dalla  (32),  la  curvatura 

geodetica  —  delle  linee  u  è  data  da 


ed  è  quindi  per  la  (35) 


cioè 


1.  ^ 1_30 

p«  sen  6  du 


i(ih'' 


ciò  che  dimostra  appunto  l'osservazione.  <^  Ora  sussiste  il  seguente 


(*)  Gminger  Nachrichten,  1868,  pag.258. 

(»)  Si  può  anzi  osservare  inversamente  che  di  qui  risulta  :  Se  le  linee  di  cur- 
vatura di  un  sistema^  sapra  una  superficie  di  curvatura  costante,  hanno  costante 
la  curvatura  geodetica,  quelle  dell'  altro  sistema  sono  piane. 
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teorema,  dovuto  a  Brioschi  :  Qtiando  una  linea  G  di  curvatura  di  una 
superficie  ha  cosùanùe  =  aU  raggio  di  curvatura  geodetica,  essa  appartiene 
ad  una  sfera  di  raggio  a,  che  taglia  ortogonalmente  la  superficie.  Ram- 
mentando la  costruzione  di  Beltrami  pel  centro  di  curvatura  geodetica 
(I,  pag.  277),  si  vede  subito  infatti  che  la  sviluppabile  circoscritta  aOa 
superficie  lungo  G  deve  ridursi  ad  un  cono,  sul  quale  la  curva  C  taglia 
ortogonalmente  le  generatrici  alla  distanza  a  del  vertice;  la  sfera  de- 
scritta col  centro  nel  vertice  del  cono  e  con  raggio  =  a  contiene  quindi 
la  curva  G  e  taglia  ortogonalmente  la  superficie. 

Dopo  ciò,  siccome  le  linee  di  curvatura  v  della  nostra  superficie  sono 
piane  e  quelle  u  sono  descritte  sopra  sfere  ortogonali  alla  superficie, 
risulta  dal  §  320  che  i  piani  delle  linee  v  passano  per  una  retta,  solh 
quale  giacciono  i  centri  delle  sfere  contenenti  le  lìnee  u.  Gosì  è  dimo- 
strata la  proprietà  geometrica  enunciata  per  le  superficie  d'Enneper, 
cioè  è  provato  che: 

Le  superficie  d'Enneper  a  curvatura  costante  appartengono  aUa  dasse 
di  Joachimsthal. 

§.  333. 
Equazioni  in  termini  finiti  per  le  superficie  d'Enneper. 

Delle  superficie  d'Enneper  a  curvatura  costante  conosciamo  la  forma 
(G),  (G*)  dell'elemento  lineare,  riferito  alle  linee  di  curvatura  v,  i;.  Pro- 
veremo che  le  loro  equazioni  in  termini  finiti  si  ottengono  con  quadra- 
ture, dimostrando  più  in  generale  il  teorema: 

Se  di  una  superficie  S  di  Joachimsthal  si  conoscono  le  due  forme 
quadratiche  fondamentali 

d^  =E(ÌM«-f  Gdt;* 
d^  =  e  du^  +  g  dif, 

riferite  aUe  livree  di  curvatura  u,  v,  si  otterranno  con  quadrature  le  ejua- 
zioni  in  termini  finiti  della  superficie. 

Supponiamo  che  le  linee  di  curvatura  v  siano  piane  e  le  linee  u  a 
curvatura  geodetica  costante,  quindi  (§.  332)  tracciate  sopra  sfere  orto- 
gonali alla  superficie  coi  centri  distribuiti  sopra  una  retta,  per  la  quale 
passano  tutti  i  piani  delle  linee  v;  avremo  intanto 

JLbll^    («,)       1    9Vg^ 
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Si  vede  subito  quale  è  il  significato  geometrico  delle  funzioni  f|>(ii), 
T>  (v).  Intanto  la  prima  ^  {u)  dà  l'inversa  del  raggio  della  sfera  che  con- 
tiene la  linea  di  curvatura  u.  Quanto  alla  seconda  f  (v),  indicando  con  a 
l'angolo  d'inclinazione  del  piano  della  linea  v  sulla  superficie,  si  ha 

cot  a  =  9  (t;) , 

come  si  rileva  dair  immagine  sferica. 

Ora  si  prenda  per  semplicità  la  retta  fissa  per  asse  delle  0  e  si  assu- 
mano coordinate  cilindriche 

a;  =  p  cos  6  ,    y  =  p  sen  9 ,    a\ 
dovremo  avere 

(39)  dp«  +  p«de'  +  ds^  =  Edu^  +  Qdv'. 

Poiché  le  linee  di  curvatura  v  sono  nei  piani  6  »  costante,  sarà  6  una 
funzione  della  sola  t;,  che  calcoleremo  nel  modo  seguente.  Mantenendo 
per  la  superficie  S  le  consuete  notazioni  (Cf.  §.  273,  pag.  147),  poiché  la 
normale  al  piano  6  ha  i  coseni  di  direzione 


sen  e ,  —  cos  e ,  0 


avremo 


Xi  sen  0  —  Yi  cos  e  =  0 

(40)  {  Xt  sen  6  —  Y,  cos  9  =  sen  o 

X3  sen  9  —  Ya  cos  9  =  cos  0 . 

Poiché  inoltre 

a;  sen  9  —  y  cos  9  =  0 , 

derivando  questa  rapporto  a  v,  otteniamo 

VG  (Xjsen  9  —  Y,cos  9)  +  (a;  cos  9  +  y  sen  9)  -  =0, 
ossia  per  la  seconda  delle  (40) 

(41)  p£^ VGsencj. 

D'altronde,  derivando  rapporto  a  t;  le  (40),  coir  aver  riguardo  alle 


V 
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formolo  (a)  del  citato  §.  273  (pag.  147),  deduciamo 

(Xi  C08  6  4-  Yi  sen  6)  —  = ~-  sen  o 


(X.co».  +  V.«..)J  =  (*  +  f) 


C08  0 


da  cui  quadrando  e  sommando 

Naturalmente  il  secondo  membro  sarà  una  funzione  della  sola  v,  come 
si  potrebbe  verificare.  Osservando  la  (42),  la  (41)  ci  dà  in  termini  finiti 
il  valore  di  f ,  mentre  la  (42)  ci  dà  B  con  una  quadratura.  Sostituendo 
i  valori  trovati  nella  (39),  calcoleremo  ds^  e  quindi  z  con  un'altra 
quadratura. 

Applicando  queste  formolo  generali  al  caso  delle  superficie  d' Enneper, 
che  abbiamo  definito  ai  §§.  330,  331  mediante  le  loro  equazioni  intrin- 
seche, si  vedrà  che  le  quadrature  da  eseguirsi  portano,  in  generale, 
alle  funzioni  ellittiche. 

§.  334. 
Elicoidi  psendosferiche  del  Dini. 

Eseguiremo  i  calcoli  effettivi  per  le  equazioni  in  termini  finiti  delle 
superficie  d' Enneper  nel  solo  caso  particolare  molto  notevole  in  m  t 
ptani  delle  linee  di  curvatura  v  tagliano  la  superficie  sotto  U  medesimo 
angolo  a;  allora  dovrà  essere  6  costante.  Ma  nel  caso  della  superficie 
pseudosferica  d'  Enneper  al  §.  330,  corrispondente  alla  forma  (C)  del  d^, 

si  ha 

cot  0  =  v/A  cosh  2  V  +-  B  senh  2 1;  +  0  —  1  , 

ed  avremo  '3  =  costante  solo  prendendo 

A  =  0,B  =  0. 
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Dopo  di  ciò  la  (C)  diventa 

^         '    '  '    cosh*  (u+  v)   ° 

(con  a    costante)  ed  essendo 

1 


senh  (tt4-  ^) 


,    r,  =  —  senh  (a  +  «^)  » 


le  due  forme  quadratiche  fondamentali  della  superficie  ammettono  il 
grappo  continuo  di  trasformazioni 

w  =  f^  +  *»    v  =  i/  —  A, 

onde  la  superficie  è  necessariamente  elicoidale.  È  evidente  poi  che  le 
sfere  contenenti  le  linee  di  curvatura  u  hanno  tutte  egual  raggio;  il 
calcolo  della  curvatura  geodetica  delle  linee  u  conferma  questa  osserva- 
zione e  dà  pel  valore  del  detto  raggio 

R  =  sen  o  . 

Il  profilo  meridiano  di  questa  elicoide,  essendo  traiettoria  ortogonale 
di  sfere  di  raggio  R  coi  centri  sull'asse,  è  una  trattrice  di  tangente 
costante  =  R,  avente  Tasse  per  assintoto. 

Dalle  considerazioni  precedenti  sono  già  perfettamente  definite  queste 
singolari  elicoidi  pseudosferiche,  trovate  la  prima  volta  dal  Dini. 

Volendo  scrivere  le  loro  equazioni  esplicite,  possiamo  applicare  le 
formolo  (41)  (42)  del  §  precedente,  che  danno 

de       ^  sen  a 

-.  =  tg  o  ,     p  = 


dv       •^  ^  '     »'       cosh  (m  +  v)  ' 

e  successivamente  per  la  (39) 

,  l  dv  senh*  lu  + 1;)  _ 

ci0  =  sen  0  {  — rn — ; — x uft — i — \  ^^ 

I  cosh*  (u  +  v)       cosh*  (u  + 1;) 

Di  qui  integrando  abbiamo 

8  «=  t;  tg  0  ,  4r  =  sen  a  j  tg  A  (fi  +  t;)  —  fi} 
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e  quindi  per  le  equazioni  in  termini  finiti  della  superficie 
seti  o  /  j,     \ 

X  = T—} ; r  COS  {f>  tg  o) 

cosh  {U'\-  v)        ^   ^   ' 

sen  o  /  X     V 

Ben  (t;  tg  o) 


cosh  (a  +  v) 
jer  =  sen  0  {tgh  (ti  -|  v)  —  (m  +  v)\  -f  t;  sen  a . 

Queste  rappresentano  appunto  un'elicoide  di  parametro  m  =  cos3, 
avente  per  profilo  meridiano  la  trattrice  di  tangente  costante  =sena, 
coirasse  elicoidale  per  assintoto. 

Si  osserverà  infine  che  le  proprietà  descritte  delle  elicoidi  del  Dini 
dimostrano  altresì  che  le  linee  di  curvatura  sferica  u  =  costante  sono 
lossodromiche  delle  rispettive  sfere,  e  ne  tagliano  i  meridiani  nei  piani 
per  l'asse  sotto  l'angolo  o. 

Nella  classe  delle  superficie  d' Enneper  a  curvatura  positiva  (§.  331) 
non  esistono  superficie  reali  di  natura  così  semplice.  E  infatti  in  questo 
caso  l'ipotesi  di  o  costante  darebbe  nella  (C*)  B  =  0;  ma  allora  eviden- 
temente la  corrispondente  superficie  è  immaginaria. 

§.  335. 
Superficie  a  linee  di  curvatura  sferiche  in  un  sistema. 

Vogliamo  ora  brevemente  occuparci  delle  superficie  con  un  sistema 
di  linee  di  curvatura  sferiche,  nella  qual  cosa  ci  limiteremo  all'esposi- 
zione di  alcuni  risultati  fondamentali,  che  permettono  di  dedurre  queste 
superficie  da  quelle  già  note  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane. 

La  prima  ricerca  che  faremo  a  questo  scopo  sarà  diretta  a  rìsolTere 
la  questione  seguente:  Dato  sulla  sfera  di  Gauss  un  sistema  doppio  orfyh 
goncde  di  linee  (w,  v),  stabilire  i  crUerii  per  riconoscere  se  esistono  superfim, 
che  ammettano  U  sistema  dato  (w,  v)  come  immagini  delle  linee  di  curva- 
tura, e  nelle  quali  le  linee  di  un  sistema,  p,  e.  le  v,  siano  sferiche.  Segui- 
remo la  via  tenuta  dal  Dini  nella  sua  memoria  del  1869:  Sulle  super- 
ficie che  hanno  un  sistema  di  linee  di  curvatura  sferiche;  (^)  le  fonnole 
date  dal  Dini  in  questa  memoria  si  prestano  invero  con  molta  facilità  a  sta- 
bilire anche  gli  ultimi  risultati  conseguiti  dai  geometri  in  questa  teoria. 


(*)  Memorie  della  Società  del  XL.  Serie  III».  T.  II.  P.  !•. 
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Sia 
(43)  <fo'*  =  (iX*  +  rfY'  +  dZ»  =  e<fo*  +  (7d»« 

il  quadrato  deirelemento  lineare  sferico,  riferito  al  dato  sistema  orto- 
gonale u,  V,  ove  con  X,  Y,  Z  abbiamo  indicato,  nel  modo  consueto,  le 
coordinate  di  un  punto  mobile  sulla  sfera.  Ponendo 

abbiamo  le  forinole 

3Xi  _    j^  3v£         -     ax, _  j_ 3 v/F      ax 

^    3.    ^«-V'^^>3u-y- 


du  ~      w-    dv    X,— v'eX,  3^  —  ^    Xi,  ^  =\/e  X^ 


(44) 


3X,    _      l   ds/g        3X._       13V^^         .-^  3X     /-^ 


Supponiamo  ora  che  esista  una  superficie  S  avente  le  linee  u,  v  per 
immagini  sferiche  delle  linee  di  curvatura,  e  le  linee  v  sulla  S  siano 
inoltre  sferiche.  Consideriamo  una  qualunque  di  queste  linee  v  sopra  S 
ed  un  suo  punto  M  ^  {x,  y,  a)  ;  sia  C  il  centro  della  sfera  che  contiene 
la  linea.  Il  piano  normale  in  M  alla  v  contiene  la  normale  M  N  alla 
superficie  e  passa  pel  centro  C  della  sfera,  e  notiamo  che  l'angolo 
C  M  N  =  G  è  costante,  pel  teorema  di  Joachimsthal,  lungo  tutta  la  linea  t;. 
Se  nel  detto  piano  assumiamo  come  assi  le  due  direzioni  ortogonali 

(X,T,Z),    (X,,T„Z,), 

e  indichiamo  con 

a,p 

le  relative  coordinate  del  centro  G,  avremo 

a  =  R  cos  o  ,    p  =  R  sen  0  , 

essendo  R  il  raggio  della  sfera,  e  per  l'osservazione  ora  fatta  saranno 
a,  p  funzioni  di  v  soltanto.  Ora,  dando  ad  a,  p  i  segni  convenienti,  saranno 

a?  —  aX  —  pX«,    y  —  aY  —  pY,,    -er  —  otZ  —  pZ, 

le  coordinate  assolute  del  centro  C,  le  quali  sono  alla  loro  volta  tre 
funzioni  della  sola  t;,  che  indicheremo  con 
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Dunque  :  Le  coordinate  di  un  punto  x,  y,  b  mobile  sulla  superficie  S 
saranno  date  daUe  formole 

y-aY  +pT,  +V, 
.  ir  =  a  Z  +  p  Z,  +  V»  , 
dove  a,  p,  Vi,  V,,  Vg  sono  cinque  funsioni  della  sola  v. 

§.  336. 
Ricerca  delle  condizioni  perchò  le  linee  v  siano  sferiche. 

Bisogna  ora  ricercare  le  condizioni  alle  quali  debbono  soddisfare  il 
sistema  sferico  dato  (u,  v)  e  le  funzioni 

a,  P,  Yi,  Vt,  V, 

affinchè  le  (45)  definiscano  una  superficie  S  della  specie  voluta.  Basterà 
per  ciò  che  la  superficie  rappresentata  da  queste  equazioni  abbia  X,T,Z 
per  coseni  di  direzione  della  normale,  poiché  ayendosi  per  le  (45) 

(a)  ix-YO'  +  (y- VO*  +  (^  -  V,)*  =  a«  +  p» 

^~Vi     IV   y  — Vi      I   rw    ^  — Vi  a 


(P) 


X  '^    +Y   ^       ''    4-Z  ^___ , 

V^a»+p«  Va'  +  P*  V«*  +  P*       v/a'  +  P* 


ogni  linea  v  della  superficie  sarà  descritta  per  la  (a)  sopra  una  sfera  col 
centro  in  (Vi,  V„  V,)  e  di  raggio  V'a'  +  p* ,  ed  inoltre  per  la  (p)  questa 

sfera  taglierà  la  superficie  sotto  un  angolo  che,  avendo  per  coseno         :. 

sarà  costante  lungo  la  detta  linea  v.  Dunque  le  linee  v  saranno  linee 
di  curvatura,  e  le  altre  saranno  quindi  le  u  come  corrispondenti  alle 
traiettorie  ortogonali  delle  v  sulla  sfera. 

Ciò  premesso  osserviamo  che  derivando  le  (45)  otteniamo  per  le  (44): 


g  =  (.v-..,^a^). 


(46) 

re 


|^=-P^^X.  +  (P'  +  «v'^X.4-(a'-pv/;^)X  +  V'., 
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colle  analoghe  per  y,  z,  ove  cogli  accenti  indichiamo  derivazione  rapporto 
a  V.  Esprimiamo  che  X,  Y,  Z  sono  i  coseni  di  direzione  della  normale 
scrivendo  le  due  condizioni 

Di  queste  la  prima  è  identicamente  soddisfatta,  e  la  seconda  ci  dà 
Tequazione  di  condizione  richiesta: 

(E)  a'  +  Vi  X  +  V,  Y  +  V's  Z  =  p  v/"^  . 

Una  prima  risposta  alla  nostra  questione  si  ha  dunque  nel  teorema: 

Daio  un  sistema  ortogonale  sferico  (u,  v),  affinchè  esistano  superficie  S 

che  lo  ammettano  come  immagine  ddle  linee  di  curvatura  e  nelle  quali  le 

linee  V  siano  sferiche^  è  necessario  e  sufficiente  che  possano  determinarsi 

cinque  funzioni 

«,P,v„v,.v, 

della  soia  v  tali  che  ne  risulti  soddisfatta  la  (E). 

Due  osservazioni  vengono  subito  suggerite  dalla  forma  di  questa 
condizione  (E).  La  prima  è  questa  che  siccome  in  essa  le  funzioni 

a,  V,,  V.,  V, 

figurano  solo  per  le  loro  derivate,  si  possono  aggiungere  costanti  arbi- 
trarie ad  a,  Vi,  Vt,  V,  e  la  superficie  S  definita  dalle  (45)  avrà  sempre 
sferiche  le  linee  di  curvatura  iy.  L'aggiunta  di  costanti  a  Vi,  Vi,  V3  non  fa 
che  imprimere  una  tfaiSilazione  slUa  S,  in^atre^  una  costante  aggiunta 
ad  a  fa  passare  dalla  S  ad  una  superficie  parallela;  ed  è  ovvio  geome- 
tricamente che  superficie  parallele  hanno  sferiche  insieme,  le  linee  di 
curvatura  di  un  sistema. 

Una  seconda  osservazione  molto  semplice  ma  di  grande  importanza 
è  questa  che,  essendo  la  (E)  omogenea  in 

a,  Vi,  V'.,  V',,p, 

se  essa  è  soddisfatta  per  un  certo  sistema  di  queste  funzioni  di  v,  là 
sarà  egualmente  alterandole  tutte  per  un  fattore  comune  funzione  arbìr 
travia  di  v.  Questa  osservazione  dà  subito  il  teorema  di  Blutel: 

Se  una  superfìcie  S  ha  sferiche  le  linee  di  curvatura  «,  esistono  infi- 
nite altre  superficie^  ddla  medesima  specie^  dipendenti  da  una  funzione  a/rhi^ 
trarìa^  ed  aventi  a  comune  con  S  Vvmmagvne  sferica  delle  linee  di  curtkiiura. 
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§.  837. 
Altre  forme  delle  eqoaiiom  di  oondiiione. 

La  condizione  trovata  (E)  si  pnò  porre  sotto  altre  forme  equivalenti, 
che  conviene  osservare.  Supposta  la  (E)  soddisfatta,  le  (45)  ci  danno  mu 
superficie  S  con  linee  v  di  curvatura  sferiche,  e  il  confronto  delle  (46) 
colle  formolo  di  Bodrigues 

dx       ax         /-  ^ 


ci  dà  pei  raggi  principali  di  curvatura  della  S  le  forinole 

1    3\/"e 
\/e9 


r.  =  .  +  P—    3^ 


y/9     \9 
con  questi  valori  di  n,  r*  verranno  soddisfatte  le  equazioni  di  Codazzi 

Inversamente  dimostriamo  che:  Seti  ds^  sferico  è  tale  che  si  possano 
soddisfare  le  eqwmoni  di  GodasBi  con  un  valore  di  tt  deUa  forma 


essendo  a,  p  funsioni  di  v  soltanto^  e  con  un  conveniente  valore  di  n,  Za 
corrispondente  superficie  S  definita  per  quadrature  dalle  formcle 


avrà  sferU^  le  linee  di  curvatura  v 


ax  ^    ,     3x^\ 
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E  infatti  avremo  per  la  (F) 


che  si  può  scrivere 

onde  integrando  avremo 

indicando  V^  un'altra  funzione  della  sola  v.  Analogamente  procedendo 
per  y,  a,  vediamo  che  sussistono  le  (45),  e  per  ciò  le  linee  di  curvatura 
V  sono  sferiche. 

È  bene  osservare  un'altra  forma,  utile  per  le  applicazioni,  sotto  cui 
si  può  porre  questo  risultato,  cioè  il  teorema  :  Se  una  superficie  &  è  ri- 
ferita alle  sue  linee  di  curvatura  w,  t;,  la  condimme  necessaria  e  sufficiente 
perchè  le  linee  di  curvatura  v  siano  sferiche  è  che  il  relativo  raggio  prin- 
cipale di  curvatura  rt  abbia  un'espressione  della  forma 

P  dyTe 


(F)  r,  =  a  + 


y/eg 


dv 


ove  e^g  sono  i  coefficienti  deU' demento  lineare  sferico  ed  a,  p  sono  funeioni 
ddla  scia  v. 

§.  338. 
Detenninasione  di  tutte  le  superficie 
con  un  sifltema  dì  linee  di  curvatura  sferiche. 

Abbiamo  già  dedotto,  alla  fine  del  §.  336,  dalla  condizione  (E)  del 
Dini  il  teorema  di  Blutel.  Ora  riprendiamo  ed  invertiamo  queste  consi- 
derazioni, le  quali  portano  facilmente  alla  determinazione  completa  di 
tatte  le  superficie  dell'attuale  classe. 

Supponiamo  data  una  superficie  S  col  sistema  v  di  linee  di  curva- 
tura sferiche  e,  per  rendere  più  breve  la  discussione,  escludiamo  i  due 
casi  già  studiati:  1."*  che  le  sfere  contenenti  le  linee  v  siano  concen- 
triche (§319),  2.0  che  le  linee  v  siano  circoli  (§§  321  e  segg). 

Potremo  rappresentare  la  nostra  superficie  S  mediante  le  formolo 

(45)  e  le  funzioni 

a,P,Vi,V.,V3 
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soddisferanno  alla  condizione  (E) 

Cerchiamo  ora  di  determinare  ttdte  le  superficie  S  aventi  a  comune 
con  S  le  immagini  sferiche  delle  linee  di  curvatura  e  per  le  quali  le 
linee  v  sono  ancora  sferiche.  Indicando  con 


le  funzioni  di  v  che  per  la  S  sono  le  analoghe  a  quelle  introdotte  per 
la  S,  dovremo  avere 

a'  +  \r,  X  +  r,  Y  +  r,  z  =  p  v^;^ . 

Ponendo 

sarà  X  una  funzione  della  sola  v,  ed  il  paragone  delle  due  condizioni  (E) 
sopra  scrìtte  ci  dà 

a'  -  Xa'  +  (V'i-XV'i)  X  +  (T.-XV,)  Y  +  (Ts-XT,)  Z  =  0  . 

Ora  questa  è  un'equazione  lineare  in  X,  Y,  Z  con  coefficienti  funzioni 
della  sola  v  e,  se  non  fosse  un'identità,  le  linee  sferiche  v  sarebbero 
circoli  contro  l'ipotesi.  Dunque  si  dovrà  avere 

fi_Yj_fi-I-l. 

r ,  ""  r,  ~  Va  ~  P  ~  a" 

la  soluzione  più  generale  del  problema  è  quindi  quella  già  osservata 
al  §.  336. 

Osserviamo  che  l'eguaglianza  dei  tre  primi  rapporti  ha  il  seguente 
significato  geometrico:  Le  dm  curve  F,  F  luogo  dei  centri  ddle  sfere  che  per 
le  rispettive  superficie  S,  S  contengono  le  linee  di  curvatura  v  sono  trasfor- 
mate di  Combescure  V  una  deW altra. 

Viceversa,  presa  una  trasformata  qualunque  F  di  Combescure  della 
curva  primitiva  F,  e  dette  Vi ,  Vg ,  V3  le  coordinate  di  un  punto  mobile 
su  F,  si  avrà 

v^i=-xv\  ,    r;  =  xr,  ,    r3  =  xr3, 

essendo  X  una  funzione  di  v.  Basterà  allora  determinare  le  funzioni  a ,  p  di  (^ 
dalle  formolo 


=  /x.' 


dv  ,    p  =  Xp 
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e  le  relative  forinole  (45) 

i  =  aZ+fZ, +  V«       • 

ci  definiranno  una  superficie  S  colle  linee  di  curvatura  v  sferiche,  avente 
a  comune  con  S  V  immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura.  Diremo  per 
brevità  che  la  S  è  una  trasformata  di  Combescure  della  S. 

Ora  facilmente  vediamo  che  sussiste  il  teorema:  Fra  le  trasformate 
di  Combescure  di  una  data  superficie  S,  con  un  sistema  v  di  linee  di  cur- 
vatura sferiche,  ve  ne  sono  infinite  per  le  quali  le  sfere  contenenti  le  linee 
di  curvatura  v  passano  per  un  punto  fisso  dello  spazio. 

E  infatti  se  vogliamo  che  per  la  superficie  S  le  sfere  contenenti  le 
linee  v  passino  per  V  origine,  siccome  l'equazione  di  una  di  queste  sfere  è 

converrà  porre  fra  a,  p  e  le  V  la  relazione 

VÌ  +  V?  +  V|  =  aM-F', 
ossia 

(47)  iS\Y\dvf  +  (j\r,dvy  +  {jKr,dvy  =  {f\a:dvy  +  \'^\ 

Disponendo  convenientemente  della  funzione  arbitraria  X  (v),  si  può 
sempre  fare  in  guisa  che  la  precedente  condizione  sia  soddisfatta,  e  ciò 
in  infiniti  modi;  poiché  la  successiva  derivazione  della  (47)  permette  di 
eliminare  gli  integrali  che  vi  figurano  e  di  costruire  una  corrispondente 
equazione  differenziale  per  X.  (^) 

Ora  quando  una  superficie  S  ha  un  sistema  di  linee  di  curvatura 
tracciate  sopra  sfere  che  passano  per  un  punto  fisso  0,  un'inversione 
per  raggi  vettori  reciproci  con  questo  centro  la  cangia  in  una  super- 
ficie S  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane.  Si  ottiene  cosi  il 
risultato  finale:  Per  ottenere  tutte  le  superficie  con  un  sistema  di  lìnee 
di  curvatura  sferiche  si  prenda  la  più  generale  superficie  con  un  sistema 
di  linee  di  curvatura  piane  e  se  ne  costruisca  la  trasformata  S  per  inver- 
sione: le  trasformate  di  Combescure  della  S  daranr^  tuUe  le  superficie 
richieste. 


(^)  Vedi  per  reffettiva  costruzione  Dabboux  l,  e.  T.  IV  pag. 
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Cenno  storico.  —  Formolo  di  Weierstrass.  —  Superficie  minime  algebriche.  —  Siiperfieid 
doppie.  —  Deformasioni  delle  superfloie  minime  per  le  qoali  si  conservano  ad  area  mi- 
nima. —  Superficie  minime  associate.  ^  Superficie  coniugate  in  applicabilità.  —  Super- 
ficie minime  applicabili  sopra  superficie  di  rotasione.  —  Elicoidi  ad  area  minimjk.  —  For- 
molo di  Schwarz.  —  Costruzione  di  una  superficie  minima  assegnatane  una  striacia  ana- 
litica. -—  Criterio  per  riconoscere  se  una  superficie  può  ridursi  per  flessione  una  super- 
ficie minima.  —  Relaasione  delle  superficie  minime  colle  superficie  appIic-abìU  sul  para- 
boloide di  rotazione.  —  Inversione  dei  teoremi  di  Guichard.  —  Le  oongraenae  W  di 
Thybaut  con  falde  focali  ad  area  minima.  —  Le  superficie  d' area  minima  negli  spact  di 
curvatura  costante. 


§.  339. 
Oenno  storico. 

La  teoria  delle  superficie  d'area  minima  forma  oggidì  uno  dei  capi- 
toli più  completi  ed  estesi  della  geometria  infinitesimale.  Le  sue  molte- 
plici relazioni  colla  teoria  delle  funzioni  di  variabile  complessa,  in 
particolare  con  quella  delle  equazioni  diflferenziali  lineari,  e  col  calcolo 
delle  variazioni  danno  a  questo  studio  un  grande  interesse.  Noi  ci  do- 
vremo limitare  ad  esporre  i  risultati  fondamentali  e  rimanderemo  il 
lettore,  che  desideri  approfondire  l'argomento,  alle  belle  lezioni  di  Dar- 
boux  (t.  I)  ove  troverà  un'  esposizione  completa.  Ivi  pure,  e  nella  memoria 
di  Beltrami^^),  troverà  ampie  notizie  storiche  intomo  allo  sviluppo  della 
teoria.  Pel  nostro  scopo  ci  atterremo  specialmente,  nel  presente  capitolo 
alla  breve  esposizione  data  da  Schwarz  nelle  MscéUen  aus  dem  Grebiete 
der  Minimalflàchen. 

^olo  ritorneremo  brevemente  sulle  relazioni,  stabilite  dal  primo 
teorema  di  Guichard  (Gap.  XVII,  §.  257),  fra  le  superficie  d'area  minima 
e  le  superficie  applicabili  sul  paraboloide  di  rotazione  e  daremo  ancora 
un  cenno  sulle  superficie  d'area  mmima  negli  spazi  di  curvatura  costante. 


(*)  StUle  proprietà  generali  delle  superficie  d'area  minima  (Memorie  dell'Ac- 
cademia di  Bologna,  t.  VH,  1868). 
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I  principii  della  teoria  delle  superficie  mìnime  rimontano  alla  celebre 
memoria  di  Lagrange  ove  sono  posti  i  fondamenti  del  calcolo  delle  varia- 
zioni (^L  Consideriamo  nello  spazio  un  contorno  chiuso  G  ed  una  superficie 
connessa  S  terminata  a  questo  contorno;  la  S  dicesi  ctd  a/rea  minima, 
se  essa  ha  la  più  piccola  area  rispetto  a  tutte  le  superficie  infinitamente 
vicine  terminate  al  medesimo  contomo  G. 

Se  l'equazione  ordinaria  della  S  è  st=^f{x^y\  Tarea  di  S  è  data 
dall'integrale  doppio 


//> 


e  basta  applicare  ì  principii  del  calcolo  delle  variazioni  per  ottenere 
Tequazione  a  derivate  parziali  per  5: 

1  (_^ ^\  +1  / g \  „  0 

ovvero 

(1)  (1  +  jrt  r  -  21)  g  8  +  (1  +p«)  «  =  0  . 

L'interpretazione  geometrica  della  (1)  è  stata  data  da  Meusnier  (1776), 
il  quale  osservò  che  essa  esprìme  la  proprietà  della  S  di  avere  in  ogni 
punto  i  raggi  principali  di  curvatura  eguali  e  di  segno  contrario.  A  tutte 
le  superficie  che  soddisfano  a  quest'  ultima  condizione  si  dà  il  nome  di 
superficie  d'area  minima,  0  superficie  minime.  La  denominazione  è  }n 
effetto  giustificata  'da  ciò  che  a  ciascuna  di  esse,  per  un  contomo  con- 
venientemente scelto,  compete  la  proprietà  di  minimo  da  cui  siamo 
partiti. 

A  Meusnier  è  pure  dovuta  la  scoperta  delle  due  prime  superficie 
d'area  minima  che  si  conobbero,  e  cioè  del  catenoide  e  dell'elicoide  ri- 
gata; esse  si  ottengono  immediatamente,  cercando  le  soluzioni  della  (1) 
della  forma 

^  =  /-(^  +  !^,    0   ^  =  /'(f). 

Monge  fu  il  primo  a  dare  l'integrale  completo  della  (1)(1784);  ma 
la  forma  poco  appropriata  alle  applicazioni,  sotto  cui  le  equazioni  inte- 
grali eran  date,  per  lungo  tempo  non  permise  di  conoscere  altre  super- 


(^)  Miscellanea  Taurinensia^  t.  II.  1760^1. 
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fide  minime  reali  oltre  le  due  citate  di  Meusnier.  Nel  1834  Scherk 
trovò  le  superficie  miaime  elicoidali  e  la  superficie  di  traslazione  ^^ 

£f  =  —  I  log  cos  (a  x)  —  log  cos  (a  y 

I  progressi  più  importanti  della  nostra  teoria  datano  di  poi  dalla 
pubblicazione  dei  lavori  di  0.  Bonnet  (1853-60),  il  quale  riconobbe  h 
proprietà  fondamentale  delle  superficie  minime  che  la  loro  rappresen- 
tazione sferica  è  una  rappresentazione  conforme,  e  diede  le  equazioni 
integrali  sotto  una  forma,  che  permetteva  di  ottenere  tutte  le  superficie 
minime  reali  e  infinite  superficie  minime  algebriche. 

Nel  1866  comparvero  le  importanti  memorie  di  Weierstrass,  ove  le 
formolo  di  Monge  vengono  poste  sotto  una  forma  semplice  ed  elegante, 
che  permette  di  risolvere  varie  questioni  fondamentali.  In  queste  me- 
morie vengono  pure  enunciati  importanti  risultati  relativi  al  così  detto 
problema  di  Plateau  (vedi  capitolo  seguente).  Questo  celebre  problenia 
è  pure  trattato  in  una  memoria  postuma  di  Riemann  e  in  una  serie  di 
importantissimi  lavori  di  Schwarz,  ora  raccolti  nel  primo  volume  delle 
opere  di  questo  geometra. 

In  un  altro  ordine  di  ricerche  ci  restano  da  menzionare  fra  le  più 
importanti  pubblicazioni  sull'argomento  quelle  di  Lie  ^^  (1877-78),  il 
quale  si  è  occupato  specialmente  delle  superficie  minime  algebriche. 

§.  340. 
Formole  di  Weierstrass. 

Cominciamo  dallo  stabilire  le  formole  di  Weierstrass  fondandoci  sol 
risultato  del  §  135  (I,  pag,  291)  secondo  il  quale  ad  ogni  forma  isoterma 
dell'elemento  lineare  sferico  corrisponde  una  superficie  minima,  che  si 
ottiene  per  quadrature. 

Sia  (ti,  v)  un  sistema  ortogonale  isotermo  sulla  sfera  e  indichiamo  eoo 

(2)  &"  =  ^{jM  +  dif) 


(^)  Questa  notevole  superficie  minima  si  trova  subito,  cercando  le  solazioni 
della  (1)  della  forma 

«  =  A«)  +  <p(y)  • 

^)  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab  t.  Il  e  III.  Mathematìsciie 
Annalen,  t.  XIV. 
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la.  forma  deirelemeato  lineare.  Note  le  coordinate  X,Y,  Z  di  un  punto 
della  sfera  in  funzione  di  u,  v,  si  avranno  per  quadrature  le  coordinate 
Xf  y,  B  del  punto  corrispondente  della  superficie  minima  S  dalle  formole 

(3)  j^  =  r.^d«-g(fo) 

indi  per  F  elemento  Uneare  di  S  si  avrà 

(4)  &*  =  r,  (rfw*  +  dv^ 
e  i  raggi  principali  di  curvatura  di  S  saranno 

fi  ,    n  =  —  Tt . 

Riferiamo  ora  la  sfera,  nel  solito  modo,  ai  meridiani  ed  ai  paralleli 
ponendo 

X  =  sen  6  cos  (0    ,      Y  =»  sen  8  sen  (o    ,      Z  =  cos  6  , 

e  introduciamo  la  variabile  complessa  x  sulla  sfera  (o  sul  piano  dell'e- 
quatore): 


T  =  COt  -  6 


insieme  colla  coniugata 


To  =  cot  2  e     ^"^  (Cf.  §  51, 1,  pag.  107)  . 
Esprimendo  X,  T,  Z  per  t,  to,  abbiamo  come  al  §  314  (pag.  257) 
(5)  x  =  l±^.    Y  =  i:^.    Z  =  '-^ 

'  tTo+  1  t   TTo+  1  TTo+  1 

e  per  Telemento  lineare  sferico  db" 

« 
Ora  la  variabile  complessa 

0  =  M  +  i  « 
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è  una  funzione  di  t  ovvero  della  coniugata  to ,  ma  T  un  caso  non  diffe- 
risce essenzialmente  dall'  altro,  e  potremo  per  ciò  supporre  o  funztm 
di  t,  indi  Oo  di  to.  La  (2) 

Tt  dx  dto 

confrontata  colla  (6),  dà  quindi 

_  (t  to  +  D'  do  da, 
"  ~         4         dt  dto 
e  la  (4)  diventa 

Ora  esprimiamo  le  (3)  per  t,  to ,  osservando  che  per  una  funzione  qua- 
lunque ^  (UjV)^  considerata  come  funzione  di  r,  io,  si  hanno  le  formole 

/  dodoond^.i_d^\_dad^ 
\  dvdtQ\2  aw    '    2   9v)  ~  dxdxo    . 

dt  dto  \2   du         2  dv)  ~  dxodt  * 
e  otterremo: 


\ 

Ora  ponendo 


i(^*=^<'>. 


e  introducendo  il  simbolo  R  ^  per  indicare  la  parte  reale  di  una  quan- 
tità complessa  ^,  avremo  le  formole 

(7)   a?  =  R/(Ì-t«)F(r)dt,  y  =  R/i(l+r«)F(t)dt ,  0  =  R/2  tF(r)  ir, 

nelle  quali  gli  integrali  dei  secondi  membri  s'intendono  presi  lungo  lo 
stesso  cammino  curvilineo  sul  piano  complesso  r. 
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Sono  queste  le  formole  di  Weierstrass.  Viceversa  si  vede  subito  che 
presa  per  F(t)  una  funzione  della  variabile  complessa  x,  le  (7)  danno 
per  quadrature  una  corrispondente  superficie  minima  S.  L'elemento  li- 
neare della  S  ed  il  raggio  principale  di  curvatura  (positivo)  r^  sono  dati 
dalle  formole 


(8) 
(9) 


cfe»  =  (t  to  +  1)»  F  (t)  Fo  (to)  ék  éko 


Le  linee  di  curvatura  u,  v  si  ottengono  poi,  eguagliando  a  costanti 
la  parte  reale  ed  il  coefficiente  dell'immaginario  dell'integrale 

o  =  f\/2F  (t)  dx  ; 

esse  hanno  cioè  per  equazioni 

(10)         R  Tv/FlT)  de  =  cost**  ,    B.fi^F^ék=^coat^. 


§.  341. 
Superficie  minime  algebriche. 

AUe  formole  (7)  di  Weierstrass  si  può  dare  un'altra  forma  molto 
utile  specialmente  per  la  ricerca  delle  superficie  minime  algebriche.  Con- 
sideriamo per  ciò  la  F  (r)  come  la  derivata  terza  (p^'  (t)  di  una  funzione 
<p  (t),  che  resterà  essa  stessa  arbitraria,  e  le  (7),  liberate  da  ogni  segno 
di  quadratura,  diventeranno: 


!x^ 


R 


(11) 


\ 


y  =  R 


«  =  R 


(1  -  T»)  y"  (r)  +  2  tf'(t)-2  y(x) 
i(l  ht*)  f  (t)  —  2 it (p'  (t)  —  2i<p  (t) I 


2  t  9"  (t)  —  2  f'  (t) 


Ora  se  si  soppone  che  f  (t)  sia  una  funzione  algèbrica  di  t,  è  chiaro 
che  queste  formolo  ci  definiscono  una  superficie  minima  algebrica.  Ma 
è  importante  osservare  che  inversamente  ogni  superficie  minima  alge- 
brica si  ottiene  in  questo  modo.  Weierstrass  dimostra  la  proprietà  enun- 
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ciata  come  segue.  Sia 

w  =  u  -|-it;  =  /'(aj-|-iy) 

una  funzione  della  variabile  complessa  x-\-iy;  allora  se  in  un  determinato 
campo  sitósiste  una  rdcmane  algèbrica  fra  x,y  e  la  parte  reale  u  eB  if, 
aoflrà  w  funzione  algebrica  di  x+i  y. 

Nell'intorno  di  un  punto,  che.per  semplicità  situiamo  in  a:  =  O,y=0, 
sia  w  sviluppato  in  serie  di  Taylor 

M;=:ao  +  i 60  +  (ai  +  i6i)  (ir +iy)  +  (02  + * 6»)  (ic  +  iy)* +  ...., 

essendo  le  a  e  le  6  costanti  reali,  e  sia  r  il  raggio  del  cerchio  di  conver- 
genza; avremo  u  sviluppata  per  potenze  di  x^y  colla  formola 

(12)  w==ao  +  ^(ai+i6i)  (ic+iy) +~(a,+i6,)  (a?+iy)*  +  . . . . 

+  -(ai-i6i)  (a;-iy)+2- (Of-ifi»)  (a;-iy)*  +  .... 

Per  ipotesi  si  ha 

(13)  G(w,a;,y)  =  0  , 

essendo  G  funzione  razionale  intera  di  u,  x,  y. 

Sviluppando  quest'  ultima  relazione  per  potènze  di  2;,  y,  i  coefficienti 
di  ogni  singolo  termine  saranno  identicamente  nulli  e  rimarranno  nollì 
se  in  luogo  di  x,  y  poniamo  quantità  complesse  x,  y,  purché  dopo  la 
sostituzione  lo  sviluppo  rimanga  convergente.  Ora,  per  il  modo  di  con- 
vergenza delle  serie  di  potenze,  ciò  avviene  certamente  della  serie  (12) 

—  —  r 

per  u  se  i  moduli  di  x,  y  rimangono  inferiori  a  -^ .  Poniamo  adnnqne 

-_x±iy     -_?_±iy 

^"~       2        '     ^-      2i      ' 
dopo  di  che  la  (12)  diventa 

w  =  Oo  +  2"  (w  —  w^o)  ,    Wo  =  ao  +  ih 

e  la  (13)  si  cangia  in  una  relazione  algebrica  fra  u?  e  x+iy  e  d.  i 
Ciò  premesso,  se  si  suppone  che  la  superficie  minima  definita  dalle 
(11)  sia  algebrica,  fra  le  quantità 

X     ^  t  +  tp        Y     ^T  — tp 
1— Z  2      '   1  — Z  2i 

e  ciascuna  delle  quantità  x,  y,  a  sussisteranno  relazioni  algebriche,  e  pel 
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teorema  dimostrato  ciascuna  delle  tre  fanzioni 

fi  W  =  (1  - 1»)  f  (t)  +  2  r  i  (t)  -  2  9  (r) 
ft  (t)  =  i(l+t«)  f  (r)  -  2it'f'  (i)  —  2iy  (T) 
fz  (T)  =  2  t  9"  (t)  _  2  ?'  (t) 

sarà  quindi  funzione  algebrica  di  r,  e  però  anche 

j(^--l)/iW-j(T*  +  l)/;(t)-|r/i(t)  =  (p(t) 

sarà  funzione  algebrica  di  t. 

Abbiamo  dunque  il  risultato: 

Tutte  le  superficie  minime  algebriche  si  ottengono  dalle  (11),  ponendovi 
per  rp  (t)  una  funzione  algebrica  di  t. 

Le  formolo  (7)  o  (11)  di  Weierstrass  stabiliscono  nel  modo  più  sem- 
plice il  legame  fra  le  funzioni  di  yariabile  complessa  e  le  superficie 
minime,  dimostrando  che  ad  ogni  funzione  F  (t)  di  variabile  complessa 
corrisponde  una  superficie  minima  determinata,  a  meno  di  una  trasla- 
zione nello  spazio.  Però,  come  ora  si  vedrà,  ad  una  medesima  superficie 
minima  corrispondono  in  generale  due  diverse  forme  della  funzione  F  (r). 

Osserviamo  prima  un  semplice  teorema,  che  risulta  subito  dalla  forma 
lineare  delle  (7)  rapporto  a  F  (r).  Sostituiamo  nelle  (7)  per  F  (t)  succes- 
sivamente due  funzioni  7i(t),  <p2(t)  indi  la  funzione 

^ Tt  ('^)  +  n  ?i  (t) ,  .     ... 

, — ^^-^  (w,  n  costanti) . 

Avremo  il  risultato  osservato  da  Weierstrass: 

Se  fra  i  punti  di  due  superficie  minime  S,  S'  si  stabilisce  una  corri- 

spondenea  al  modo  di  Gauss,  colla  legge  di  paralldismo  delle  normali  in 

due  punti  P,  F  corrispondenti,  e  su  ciascun  segmento  P  P'  si  sceglie  un 

m 
punto  M  che  lo  divida  nel  rapporto  costante  —  ,  il  luogo  dd  punto  M 

sarà  una  nuova  superficie  minima,  che  corrisponderà  aUe  S,  S'  per  paral- 
ldismo ddle  normali. 

§.  342. 
Superficie  minime  doppie. 

Esaminiamo  ora  la  questione  sopra  indicata,  se  ad  una  medesima 
superficie  minima  corrispondono  una  o  più  forme  per  la  F  (r).  Siano  F  (t), 
f{x)  due  funzioni  di  r  che  danno  luogo  a  due  superficie  minime  coind- 
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denti  e  siauo  t,  t'  i  valori  degli  argomenti  per  F,  f  che  corrispondono 
al  medesimo  pmito  della  superficie.  La  direzione  della  normale  corrispon- 
dente aro  coincide  con  quella  della  normale  corrispondente  a  r  o 
coll'opposta,  e  in  conseguenza  si  ha 


nel  primo  caso  e 

1 


t( 


0 


cangiano  di  segno  mutando  t  in .  Nella  prima  ipotesi  le  formole 

/^(t)  =  F(T) 

e  nella  seconda 


ovvero 


nel  secondo,  come  risulta  subito  dall'osservare  .che,  per  le  (5),  X,  I,  Z 

cangiano  di  segno  mutand 
(7)  di  Weierstrass  danno 

M.)  — ^F.(-l). 
Si  vede  adunque  che  le  due  funzioni  in  generale  diverse 

danno,  sostituite  nelle  formole  di  Weierstrass,  la  medesima  superficie  mi- 
nima, giacché  i  differenziali  delle  coordinate  risultano  nei  due  casi  gli  stessi. 
Particolarmente  interessante  è  il  caso  in  cui  le  due  funzioni 


F(t).    -:^Fo(-l) 


coincidano;  allora,  per  quanto  precede,  la  regione  della  superficie  nel- 
l'intorno del  punto o  è  congruente  per  traslazione  con  quella 

"Po 

dell'intorno  di  t  o  coincide  assolutamente  con  questa.  Nel  1.^  caso  h 
superficie,  ammettendo  una  traslazione  in  sé  medesima,  è  di  necessità 


(^)  Essendo  /^(x)  una  funsione  analitica  di  e,  definita  inizialmente  da  im& 
serie  di  potenze,  convergente  entro  un  certo  cerchio,  denotiamo  con  f^  (t)  la  fun- 
zione analitica  definita  dalla  serie  che  si  ottiene,  cangiando  nella  primitiva  i 
coefficienti  nei  loro  coniugati,  serie  che  ha  il  medesimo  cerchio  di  converg^enzs. 
La  relazione  fra  f  (i),  f^  (t)  è  indipendente  dalla  serie  iniziale  scelta. 
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periodica  quindi  trascendente;  ciò  sarà  p.  e.  senz'altro  escluso  se  la 
superficie  è  algebrica.  Nel  2.^  caso,  segnando  sulla  sfera  rappresentativa 
un  cammino  che  dal  punto  t  conduca  al  punto  diametralmente  op- 
posto   ,  il  cammino  corrispondente  sulla  superficie  parte  da  un 


ti 


•0 

punto  P  di  questa  e  vi  ritorna,  ma  al  ritorno  il  senso  della  normale 
si  è  cambiato  con  continuità  nell'opposto.  Si  può  dunque  passare  con 
continuità  sulla  superficie  da  una  faccia  di  essa  all'opposta;  la  super- 
ficie è  cioè  ad  una  sola  faccia  o,  secondo  la  denominazione  di  Lie,  una 
superficie  minima  doppia. 

Come  esempio  citeremo  la  superficie  minima  di  Henneberg,  che  cor- 
risponde al  valore  F  (t) 

F(r)  =  l-:^ 

ed  è  evidentemente  algebrica  e  doppia. 

É  questa  la  più  semplice  superficie  minima  doppia  ;  essa  è  della  5.* 
classe  e  del  15""  ordine. 


§.  343. 
Superficie  minime  applicabili. 

Ogni  superficie  ad  area  minima  è  suscettibile  di  una  deformazione 
continua,  nella  quale  si  conserva  ad  area  minima.  Per  ricercare  queste 
interessanti  deformazioni,  facciamo  uso  delle  considerazioni  seguenti. 
Siano  S,  S'  due  superficie  d' area  minima  applicabili  V  una  sull'  altra  : 
nei  punti  corrispondenti  la  curvatura  dell'una  eguaglia  la  curvatura 
dell'  altra  e  però  i  valori  assoluti  dei  corrispondenti  raggi  principali  di 
curvatura  sono  eguali.  Ne  risulta  che  le  due  immagini  sferiche  di  S,  S^ 
saranno  eguali  direttamente  o  inversamente.  Ma  il  secondo  caso  si  ri- 
duce al  primo,  cangiando  il  senso  positivo  della  normale  ad  una  delle 
due  superficie,  e  resta  d'altronde  escluso,  se  dalla  configurazione  S  si 
passa  alla  configurazione  S  per  deformazione  continua.  Possiamo  quindi 
muovere  una  delle  due  superficie,  p.  e.  S',  nello  spazio  in  guisa  che  le 
due  immagini  sferiche  si  sovrappongano  e  però  i  punti  corrispondenti 
di  S,  S'  siano  dati  da  un  medesimo  valore  di  r.  Ciò  premesso,  siano 
F  (^)  )  f  (^)  i  corrispondenti  valori  della  funzione  F  nelle  formolo  di 
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Weierstrass.  Gli  elementi  lineari  delle  due  superficie  dovendo  essere 
eguali,  si  avrà  dalla  (8) 

F(t)  Focg-z-w/òcto), 

cioè 

f  (t) 

e  quindi  pTTT  sarà  una  costante  col  modulo  eguale  a  1.  Avremo  dunque 

/•(r)  =  6*«F{t) 

con  a  costante  reale:  siccome  poi  la  (8)  ci  dimostra  inversamente  che 
l'elemento  lineare  non  varia  se  si  cangia  F  (t)  in  e*"  F  (t),  qualunque 
valore  si  attribuisca  alla  costante  reale  ot,  abbiamo  il  risultato: 

La  deformazione  più  generale  di  una  superficie  ad  area  minima,  per 
cui  si  conserva  ad  area  minima,  si  ottiene  cangiando  neUe  formale  (7)  di 
Weierstrass  F  (t)  in  e*"  F  (t),  con  a  costante  arbitraria  reale. 

Così  da  una  superficie  minima  si  ottiene,  per  deformazione  continua, 
una  serie  oo^  di  superficie  minime;  queste  prendono  il  nome  di  super- 
ficie minime  associate. 

Esaminiamo  ora  più  da  vicino  le  proprietà  di  queste  deformazioni. 
Le  equazioni  delle  linee  di  curvatura  per  la  S  sono 

u  :=  costante    ,      v  =  costante  , 
posto 

o  =  ti  +  iv  =  fy/2¥(^  dx  (§  340) . 

Per  la  superficie  minima  associata  S^t ,  corrispondente  al  valore  a  del 
parametro,  le  linee  di  curvatura  hanno  quindi  le  equazioni 

I  -    \  ì     '"    \ 

R  I  e  ^  1  I  =  costante    ,      R  (  i  6  ^  o  1  =  costante  , 

cioè 

w  cos  -  —  V  sen  -  =  costante    ,      w  sen  -  +  v  cos  -  =  costante  ; 
Jà  dà  2  2 


dunque  :  Mie  linee  di  curvatura  della  superficie  minima  S^  associata  àHa 
S  corrispondono  su  guest 
tiche  linee  di  curvatura. 


S  corrispondono  su  questa  le  traiettorie  isogonali  sotto  l'angolo  -  ddie  an- 
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Particolarmente  interessante  è  il  caso  «  =  --  ;  allora  le  linee  di  cur- 

À 

vatura  della  S  si  cangiano  sulla  S^  in  lìnee  assintotiche  e  inversamente 

2 
le  assintotiche  di  S  nelle  linee  di  curvatura  di  S^  .  Due  tali  superfìcie 

2 
minime  associate  si  dicono,  secondo  Bonnet,  che  per  primo  studiò  queste 
deformazioni,  superficie  coniugate  in  applicabilità. 

Indicando  con  x^,  y^^  a^  le  coordinate  dei  punti  della  superficie  coniu- 
gata in  applicabilità  colla  S,  avremo  dalle  (7),  cangiando  F  (t)  in  i  F  (r): 

(14)aJi,  =  R/i(l-'c^F(t)e?T,yo-  -R/(l+t«)F(T)dT,  i^o  =  R/2irF(T)(ìt 

Facendo  variare  a  con  continuità,  la  superficie  si  deformerà  con  conti- 
nuità e  indicando  con  x^y  y^,  xf^  le  coordinate  del  punto  {x,  y,  a)  dopo 
la  deformazione,  avremo  evidentemente 

(15)  x^  =  x  cos  cL-^Xo  sen  a ,  y^  =  y  cos  a+yo  sen  a ,  j9^  =  js  cos  a+^o  sen  a. 

Se  si  prendono  gli  integrali  nelle  (7),  (14)  fra  gli  stessi  limiti  0  e  t, 
rimarrà  fisso  durante  la  deformazione  il  punto  (0,  0,  0)  deUa  superficie 
e  il  piano  tangente  in  esso:  ciascun  punto  (x,y,a)  descriverà  durante 
la  deformazione  una  ellisse  col  centro  nel  punto  fisso. 

Se  esprìmiamo,  per  mezzo  delle  (15),  che  Telemento  lineare  della  S^t 
eguaglia  quello  della  S,  otteniamo  la  relazione 

(16)  dxdXo  +  dy  dyo  +  dzd0o  =  O  , 

che  è  facile  verificare  direttamente.  Essa  esprime  che:  Due  superficie 
minime  comt*gate  in  applicabìtità  si  corrispondono  altresì  per  ortogonalità 
cTèlementi. 

Nello  stesso  tempo  le  due  superficie  sono  associate  nel  senso  del 
Gap.  XV.  Si  osserverà  che,  corrispondentemente  a  questa  doppia  rela- 
zione della  superficie  minima  S  colla  coniugata  in  applicabilità,  si  avranno 
della  S  due  deformazioni  infinitesime,  nella  prima  delle  quali  S  conserva 
invariati  i  suoi  raggi  principali  di  curvatura  e  nella  seconda  le  sue  linee 
di  curvatura  (cap.  XV). 

Si  osservi  in  fine  che  V  angolo  formato  da  due  elementi  lineari  cor- 
rispondenti della  superficie  minima  S  e  della  associata  S^^  è  costante 
eguale  ad  a. 
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§.  344. 
Proprietà  caratterìstiehe  delle  saperficie  minime  asBociato. 

Due  superficie  minime  associate  sono  applicabili  e  godono  inoltre 
delle  due  proprietà  seguenti:  1.*  nei  punti  corrispondenti  hanno  normali 
parallele:.  2.*  due  elementi  lineari  corrispondenti  formano  fra  loro  m 
angolo  costante.  Dimostriamo  inversamente  che,  se  per  due  superficie 
applicabili  si  presenta  Tuna  o  T  altra  delle  descritte  proprietà,  esse  sono 
necessariamente  superficie  minime  associate  ^^K 

Per  dimostrare  la  prima  cosa  ricorriamo  alle  formolo  generali  di 
rappresentazione  sferica  (cap.  V)  e  indicando  con  S,  So  le  due  superficie 
applicabili,  osserviamo  che  S,  So  hanno  per  ipotesi  la  medesima  imma- 
gine sferica,  quindi  per  la  formola  (2)  al  principio  del  Cap.  V  (I,  pag.  149), 
si  ha 

H  (D  dtt»  +  2  D' dtt  cfo  4-  D"  cbf)  =  Ho  (Do  du'  +  2  D'o  du  dv  +  W'o  dxf) . 

indicando  coirindice  0  le  quantità  relative  a  So*  Ne  segue  subito  che 

si  avrà 

H  =  Ho  =  0  , 

doè  S,  So  saranno  superficie  minime  associate,  ovvero  risulterà 

Do  =  XD,    D'o  =  XD',    D"o  =  XD",    X  =  :^  . 

Ma  la  condizione  E^Ko  dà  immediatamente  (escluso  il  caso  delle 
superficie  sviluppabili  che  è  facile  trattare  direttamente) 

X  =  ±l  ; 

quindi  S,  So  sono  eguali  o  simmetriche. 

Per  dimostrare  anche  la  seconda  parte  del  teorema  enunciato,  co- 
minciamo dal  provare  che:  Se  due  superficie  applicabili  si  corrispondono 
altresì  per  ortogonalità  d^  dementi,  esse  sono  superficie  minime  coniugate 
in  applicabilità.  Ricorriamo  per  ciò  alle  formolo  del  cap.  XV  e  preci- 
samente a  quelle  del  §.  226.  Se  S,  So  sono  a  curvature  opposte  riferia- 
mole alle  loro  linee  assintotiche  ed  osserviamo  le  (10)  del  §.  226  pag.  10. 
Avendo  S,  So  eguale  elemento  lineare,  ne  segue 


(i)  Dabboux  1. 1,  pag. 
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indi  ?>  =  ±1  e  però,  per  la  (9)  pag.  10,  S  è  una  superficie  minima, 
quindi  So  la  coniugata  in  applicabilità.  Quanto  al  caso  che  le  S,  So  siano 
a  curvatura  positiva,  resta  subito  escluso  dalle  formole  del  §.  226  giacché 
ne  seguirebbe 

?  =  ±1     ,      e  +  g  =  0  . 

Dimostrato  il  teorema  in  questo  caso  particolare,  risulta  altresì  di- 
mostrato nel  casa  generale;  e  invero,  se  si  suppone 

dxo^  +  dyo^  +  dZo*  =  cb^  +  dy"  +  d^ 

dXfidx  +  difody  +  dso  da  =  cosai  [da?  f  df  +  d^ 

con  a  costante,  ponendo 

- rgp — X  cosa       -  ^_  yo — y  cos  a       - e^  —  ^cosa 

~       sen  a       '    y  ""       ggn  Qj       '       ~       gen  Qt       » 

ne  risultano  le  formole 

d3cdX'\-dydy-[-disd0=^O. 

§.  345. 
Superficie  minime  applicabili  aopra  superficie  di  rotazione. 

Risolviamo  ora  il  problema  di  trovare  tutte  le  superficie  minime  appli- 
cabili sopra  superficie  di  rotazione.  Facciamo  perciò  uso  delle  conside- 
razioni seguenti  dovute  a  Schwarz.  Sia  S  una  superficie  minima  appli- 
cabile sopra  una  superficie  di  rotazione;  essa  ammette  una  deformazione 
continua  in  sé  stessa,  in  particolare  una  deformazione  infinitesima,  nella 
quale  le  linee  L  deformate  dei  paralleli  scorrono  sopra  sé  stesse.  L' im- 
magine sferica  di  S  resta  congruente  a  sé  medesima  (§.  343)  e,  durante 
la  detta  deformazione,  subisce  una  rotazione  infinitesima  attorno  a  un 
diametro  della  sfera.  Se  ne  deduce  che  le  immagini  sferiche  delle  L  sono 
circoli  in  piani  perpendicolari  all'asse  di  rotazione  ed  anche  per  una 
deformazione  finita  di  S  in  sé  medesima  la  sua  immagine  sferica  ruo- 
terà attorno  allo  stesso  asse  (^).  Prendiamo  questo  asse  per  asse  z;  una 


(*)  Se  restasse  qualche  dubbio  riguardo  alla  esattezza  di  questa  conclusione, 
si  consideri  invece  una  deformazione  finita  di  S  in  so  medesima  e  sia  a  Tam- 
piezasa  della  rotazione  sferica  corrispondente  ;  a  varierà  con  continuità  al  variare 


SI 
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rotazione  attorno  ad  esso  equivale  a  cangiare  t  in  é^  t,  essendo  a  l'am- 
piezza della  rotazione;  e  poiché 

(fo*  =  (t  to  +  1)*  F  (i)  Fo(to)  dt  dto 

non  deve  variare  per.  questo  cangiamento,  risulterà 

modF(T)  =  mod/'(Te*")  . 
cioè 
(a)  F  (te^)  =  é^  F  (t)  , 

con  p  costante  reale.  Derivando  logaritmicamente,  si  ottiene 

^^  '    F(te-)~    F(x)' 

F'  (t) 
la  funzione  r  ^Prrr  essendo  quindi  costante  lungo  ogni  circolo  nel  piano 

complesso  r  col  centro  in  tsQ  è  necessariamente  una  costante. 
Si  ha  dunque 

dove  G,  %  sono  due  costanti,  delle  quali  la  seconda  reale  a  causa  della  (a). 
Ne  concludiamo: 

Le  superficie  minime  applicabili  sopra  superficie  di  roia/rione  si  Men- 
gono  dalle  formelle  (7)  di  Weierstrass,  ponendo 

F(t)  =  Ct\ 

dove  h  è  una  costarUe  reale  e  G  una  costante  qualunque. 
Se  si  osserva  che  per  le  superficie  ora  trovate  si  ha 


-V5/ 


continuo  della  deformazione  e  potremo  quindi  scegliere  una  tale  deformazione 
che  a  sia  in  rapporto  incommensurabile  con  2  ic.  Si  proceda  allora  come  nel  testo 
e  si  otterrà  la  formola  (ò)  stessa,  ove  a  avrà  un  valore  fisso  incommensurabile 

con  2  ic.  Se  la  funzione  -  „^   non  fosse  costante  essa  riprenderebbe  quindi 

t  (X) 

neir  intorno  di  ogni  punto  del  piano  infinite  volte  lo  stesso  valore  il  che  è  assurdo. 
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se  ne  deduce  che,  esduso  U  caso  X;»  -2,  risulta 

,_  t«  4-  1 
o=.«  +  »t»  =  V2-^-^i-^, 

2  +  ^ 

quindi  per  Telemento  lineare  si  ha 

(6)  d^  =  f(u^  +  v«)  (citi*  +  dv^.^ 

Considerando  ora  che  per  le  superficie  associate  le  linee  di  curva- 
tura sono 

a  a 

M  cos  —  —  t;  sen  —  =  costante 

w  sen  —  +  t?  cos  —  =  costante  , 
mentre  colle  sostituzioni 

i^  =  te  cos  -r-  —  «?  sen  ~ 

v'  =  u  sen  -r-  +  V  cos  — 

Telemento  lineare  (6)  non  muta,  vediamo  che  le  superficie  in  conside- 
razione sono  identiche  di  forma  alle  loro  associate.  Queste  se  ne  otten- 
gono, come  facilmente  si  vede,  facendo  rotare  la  superficie  primitiva 
attorno  all' asse. 

In  particolare  si  osservi  che  facendo  4  =  0,  cioèF(t)  =  C,  si  ottiene 
la  superficie  minima  d' Enneper  colle  linee  di  curvatura  piane  (§.  329). 
Questa  superficie  è  dunque  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione 
ed  è  identica  di  forma  colle  proprie  associate. 

Nel  caso  escluso  %=  -2,  si  ottiene 

a;  =  RJc(~  +  t)j  ,    y  =  RJio(^-t)|  ,    ^=-RJ2ClogTJ 

e  siccome,  mutando  r  in  t  é^^  z  aumenta  di  una  costante  ^x^y  si  can- 
giano in 

a?  cos  a  —  y  sen  a  ,     a:  sen  a  +  y  cos  a  , 

si  vede  che  queste  superficie  sono  elicoidi,  aventi  Tasse  &  per  asse. 
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Risulta  altresì   dalle  nostre  considerazioni  che  esse  sono  le  luiclie 

superficie  minime  elicoidali,  giacché  una  tale  superficie  è  appUcabìle 

sopra  una  superficie  di  rotazione  e  non  coincide  di  forma  colle  sne 

associate  <*).    ^ 

Dunque:  Le  superficie  minime  elicoidali  si  ottengono^  ponendo  n^. 

n 
formale  di  Weiersùrass  F  (t)  =  -^  • 

Per  scrivere  esplicitamente  le  formolo  relative  alle  elicoidi  minime, 
poniamo 

m 
indicando  con  -  ,  e""''  i  moduli  e  con  p,  w  gli  argomenti  di  C  e  r;  tro- 
it 

veremo  : 

/  x  =  m  (cos  p  cosh  t;  cos  w  -f-  sen  p  senh  v  sen  od) 

(17)  I  y  =  m  (cos  p  cosh  v  sen  a>  —  sen  p  senh  v  cos  co) 

\  ^  =  »j  (v  cos  p  +  <«>  sen  p)  . 

La  superficie  corrispondente  a  p^^O  è  il  catenoide  e  la  sua  conio- 

gata  in  applicabilità,  corrispondente  a  p  =  - ,  l'elicoide  rigata  ad  area 

minima  (Cf.  §.  107, 1,  pag.  236): 

y 

0  =  m  arctg  —  . 

Aggiungiamo  in  fine  che:  L'unica  superfìcie  rigata  ad  area  minim 
è  questa  elicoide  (teorema  di  Catalan).  Infatti  in  una  tale  superficie  ri- 
gata le  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici  sono  assintotiche  e  le 
loro  normali  principali  coincidono  quindi  colle  generatrici  stesse.  Tale 
proprietà,  come  si  è  visto  al  §.  24  (I,  pag.  51)  è  caratteristica  appunto 
della  superficie  delle  normali  principali  dell'elica  circolare. 

§.  346. 
Nuove  formole  di  Weienrtrass. 

Alle  formole  (7)  di  Weierstrass  si  può  dare  un'  altra  forma,  eie 
importa  notare.  Ponendo 

w=/(l-t*)F(t)eZt  ,   t;  =  i/(l+T*)F(T)dr,  w  =  /2TF(t)*, 


(*)  In  caso  contrario  la  superficie  non  cangierebbe  di  linee  di  cumtura 
deformandosi. 
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e  cangiando  la  variabile  complessa  t  col  porre  i-y  (t),  saranno  u,v,  w 
funzioni  di  t  legate  dalla  relazione 

e  le  formolo  di  Weierstrass  diventano 

(19)  a:  =  R(tt)  ,  .y  =  B(t;)  ,    ^  =  R(«^). 

Inversamente:  Se  w,  v,  w  sono  funaioni  ddla  variabile  complessa  t 
legoiùe  daUa  rdaaione  (18),  le  (19)  daranno  una  superficie  minima  ^^K 

E  invero,  cangiando  convenientemente  la  variabile  t,  si  torna  alle 
formolo  di  Weierstrass. 

Ciò  del  resto  si  verifica  anche  subito  colle  osservazioni  seguenti, 
che  possono  inversameiite  servire  a  stabilire  in  modo  diretto  le  formolo 
attuali. 

Scindendo  t,  m,  v,  w  nelle  loro  parti  reali  ed  immaginarie  col  porre 

u  —  x  +  ixi,    »=?=y+-iyi,    M?  =  ^  +  i^j, 
ed  osservando  le  formole 


dx 

dx 

3*1 

^       do.  ■ 

) 

che  per  le 

(18)  danno 

segue 

2©'= 

sg 

> 

^  dxdx 

=  0, 

/^    V  9 

d!? 

=  dir*  +  dy*  +  (fo*  =  X 

(da' 

'  +  dP'), 

x  = 

^21 

'dxy 
[do.] 

La  formola  dì  Beltrami  (A)  §.  69, 1,  pag.  146,  dimostra  allora  che  la 
superficie  (19)  è  ad  area  minima. 


(*)  Queste  formole  si  possono  scrivere 

ac  =  -^(M  +  M^),    y^-^iv  +  v^),    «  =  -2(^  +  ^0) 

e  la  superficie  minima  può  quindi  riguardaf  si  come  una  superficie  di  traslazione, 
che  ha  per  curve  generatrici  la  curva  immaginaria  (curva  minima) 

e  la  sua  eoniugata.  È  questa  la  psoprietà  che  s^rve  dì  base  ai  citati  lavori  di  lie. 
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Ricordiamo  che  la  proprietà,  caratteristica  per  le  superficie  minime, 
data  dalla  formola  citata  si  enuncia  :  In  ogni  superficie  minima  le  seman 
fatte  con  una  serie  di  piani  paralleli  appartengono  ad  un  sistema  'm- 
termo;  la  distanza  di  un  piano  variabile  della  serie  da  un  piano  fisso 
è  parametro  d' isometria. 

Sopra  ciascuno  dei  piani  complessi  u,  v,  w  abbiamo  una  rappresen- 
tazione conforme  della  superficie  (19)  ad  area  minima  e  poiché 

ds^  =  -^  {duduo  +  dvdvo  +  dw  dw^) , 

dove  Uo,Vo,  wo  sono  le  coniugate  di  u,  v,  w,  si  vede  che  il  quadrato 
delPelemento  lineare  della  superficie  eguaglia  la  semisomma  dei  quadrati 
degli  elementi  lineari  corrispondenti  sui  piani  u,  v,  w.  Biemann  ne  ha 
dedotto  un'interessante  conseguenza,  osservando  che  in  una  rappresen- 
tazione conforme  le  aree  elementari  stanno  fra  loro  appunto  come  i 
quadrati  degli  elementi  lineari.  Ne  risulta  il  teorema: 

L'area  di  una  porzione  di  superficie  minima  (19)  è  egtiale  aUa  sem- 
somma  deUe  a/ree  corrispondenti  sui  piani  complessi  u,  v,  w. 


§.  347. 
Forinole  di  Schwars. 

Dalle  formolo  del  §.  precedente  Schwarz  ha  dedotto  altre   formole 
importanti,  nel  modo  che  andiamo  ad  indicare.  Posto  come  sopra 

u  =  X'{-ixi,    v  =  y  +  iyi,    w  =  0-\-Ì0i, 

si  ha 

dx  dxi-{'  dy  dffi  +  dz  dai=>0 

e  inoltre 

X  (iri  +  Y  (fyi  +  Z  efei  =  0  , 

onde 

dxi:dyi:d£fi-=Zdy  —  Ydz:Xd£f  —  Zdx:Ydx  —  Xdff. 
Essendo  poi 

ne  segue 
<fe|=±(Z(l^-Ycto)  ,   rfyx==±(Xd[0-Zda?)  ,   (fci=±(Ycfa-X<iy). 
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L'incertezza  del  segno  si  toglie,  ricorrendo  alle  espressioni  di  u^v^w 
per  t  e  alle  formolo  (5)  pag.  311;  invero  si  ha 

5u=»(l-T^F(r)dr  ,     dv^i{l+T^)F(v)dz  ,     dw  =  2zF{'c)dx 
*»  =  -2  (^«<o+dw)  ,        ^y  ■■=  -2  Ì!^o  +  dv)  ,     da=-  {dwo-^dw) 
dxi= -^  (duo—du)  ,        dyi=  —  (dvo—dv)  ,    d£fi=  —  (dwo—dui) 

e  se  si  forma  p.  e.  l'espressione 

Y  dx-  Xdy  , 

si  trova  che  coincide  con  dzi.  Abbiamo  dunque  le  formolo 

cLti^Zdy  —  Yda  ,    dy^  =  Xdz  —  ZdPo  ,    d0i  =  Y dx  —  Xdy  (^)  , 

per  cui  i  valori  ài  UyV,w  possono  scriversi 

:  u  =  X  +  i  J  {Z  dy  —  Y  da) 
(20)  J  V  =  y  +  iJ{Xdjsf  —  Zdx) 

(  w=j9  +  iJ(Ydx—Xdy)  . 

Sono  queste  le  formolo  di  Schwarz  che  si  applicano  nel  modo  più 
elegante  alla  risoluzione  del  problema  seguente:  Costruire  la  superficie 
minimaj  che  passa  per  una  curva  C  data  ed  ha  lungo  di  essa  normali 
assegnate. 

Osserviamo  che  gli  elementi  dei  piani  tangenti  lungo  la  curva  data  G 
costituiscono  una  striscia  della  superficie  e  possiamo  enunciare  il  pro- 
blema proposto  cosi  :  Costruire  una  superficie  minima,  conoscendone  una 
striscia.  Questo  non  è  che  un  caso  particolare  del  problema  di  Gauchy 
per  le  equazioni  a  derivate  parziali  del  secondo  ordine  ;  nel  caso  attuale, 
sotto  le  condizioni  che  ora  diremo,  esso  si  risolve  per  quadrature. 

Supponiamo  che  la  striscia  assegnata  sia  analitica,  cioè  lungo  di  essa 

a?,  y,  ^  ^  X,  Y,  Z 

siano  funzioni  analitiche  della  variabile  reale  t,  ossia  estendibili  anche 
ai  valori  complessi  di  t.  Eseguiamo  le  quadrature  nelle  (20)  ed  esten- 


W  Esprimendo  che  Ydx  —  Xdy  è  un  differenziale  esatto,  si  trova  nuova- 
mente l'equazione  a  derivate  parziali  (1)  delle  superfioie  minime  (^  399). 
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diamo  le  fanzioni  u,v,  w  nel  piano  complesso;  esse  saranno  costante- 
mente legate  dalla  relazione 


U)    +b)    +U)    =^' 


che  ha  luogo  lungo  Tasse  reale.  Le  (19)  ci  definiscono  quindi  una  su- 
perfìcie minima  la  quale,  come  subito  si  vede,  passa  per  la  curva  asse- 
gnata ed  ha  ivi  i  piani  tangenti  prescritti  (^). 

Ora  è  importante  osservare  che  la  superficie  ad  area  minima,  definita 
da  una  sua  striscia,  è  unica  e  determinata.  Se  infatti  introduciamo  nuo- 
vamente la  variabile  complessa  (§.  340) 

f  —  cotg  .  e-    -    ^_2    ' 

mentre  il  punto  mobile  percorre  la  curva  C  assegnata,  la  sua  immagine 
sferica  t  percorrerà  sulla  sfera  complessa  una  curva  C  perfettamente 
determinata  dalla  direzione  prescritta  della  normale.  Lungo  G  le  (20) 
danno  u,  t;,  te  a  meno  di  costanti  additive  e  queste  funzioni  non  possono 
quindi  continuarsi  sulla  sfera  complessa  che  in  un  sol  modo.  Dunque: 
Una  superficie  minima  è  individtuxta  da  una  sua  striscia. 

Due  casi  particolari  di  questo  teorema  meritano  speciale  attenzione 
e  cioè: 

l.""  Ogni  retta  giacente  sopra  una  superficie  mmima  è  asse  di  simmeMa 
per  la  superficie. 

E  infatti  se  si  fa  girare  di  tc  intomo  a  questa  retta  la  superficie, 
nella  nuova  posizione  avrà  lungo  questa  retta  le  medesime  normali  e 
coinciderà  quindi  colla  superficie  primitiva. 

Questa  interessante  proposizione  risulta  direttamente  dalle  formole 
(20),  prendendo  la  retta  supposta  per  asse  delle  z  e  ponendo  quindi 

a;==0        ,      y  =  0        ,     a  =  t 
X  =  cos  o  ,    Y  ==  sen  a  ,    Z  =  0  , 

ove  G  è  funzione  (analitica)  di  t,  Av^mo  allora  per  le  (20) 
a «=  —  ij' sen ocB,    «7  =  iJ'coso£K,    w  =  t 


(^)  E  infatti  per  t  reale  le  parti  reali  di  u,  v,  w  si  riducono  alle  coordinate 
dei  punti  di  C  e  i  coefficienti  degli  immaginari  a 

/(Z^-Y<fe),    JiXdz-Zdx),    J(J4x^Xdy). 
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e  poiché  le  funzioni  t*,  v  sono  puramente  immaginarie  per  t  reale,  per 
valori  coniugati  di  t  avranno  eguali  le  parti  immaginarie  ed  eguali  ma 
di  segno  contrario  le  parti  reali:  ne  segue  che  ad  ogni  punto  (a?, y,  0) 
situato  sulla  superficie  ne  corrisponde  uno  simmetrico  (—x,-y,0)  rispetto 
alleasse  0. 

La  seconda  conseguenza  importante  del  teorema  generale,  che  tole- 
vamo  notare,  è  la  seguente: 

2.^  Se  un  piano  taglia  ortogonalmente  una  superficie  minima,  esso  è 
piano  di  simmetria  per  la  superficie. 


§.  348. 
Oasi  particolari. 

Applichiamo  le  formolo  generali  di  Schwarz  ad  alcuni  casi  particolari. 

a)  Supponiamo  che  di  una  superficie  minima  sia  assegnata  una  linea 
geodetica  C.  Ritenendo  per  questa  curva  le  solite  notazioni  del  capi- 
tolo I,  porremo 

t  =  s  ,    X  =  i  ,    ¥==7]  ,    Z  =  C 

e  le  formolo  di  Schwarz  (20)  ci  daranno 

(21)  u  =  X  +  iJXds  ,    v  =  y  +  iSv*^^     w  =»  z  -\-  i  J  V  ds  . 

Se  consideriamo  la  curva  G  corrispondente  della  superficie  mìnima 
coniugata  in  applicabilità,  avremo 

x'  =J\ds  ,    i/  =J^ds  ,    /  =Jv  ds  . 

Queste  formolo,  secondo  i  risultati  del  §.  25  (I,  pag.  53),  dimostrano 
che  la  C  ha  in  ogni  punto  la  prima  e  seconda  curvatura  eguali  rispet- 
tivamente alla  seconda  e  prima  curvatura  della  C,  cioè:  Se  si  conside- 
raru)  due  linee  geodetiche  corrispondoiti  sopra  due  superficie  minime  coniti 
gate  in  applicabUitày  la  prima  curvatura  di  una  di  esse  in  ogni  punto 
è  eguale  alla  seconda  curvatura  delV altra  nel  punto  corrispondente  <*). 


(^)  È  facile  dimostrare  che  le  superficie  minime  sono  le  uniche  che  ammet- 
tono una  deformazione,  per  la  quale  risultano  invertite  le  due  curvature  di  og^ 
linea  geodetica. 
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Più  in  generale,  se  si  osserva  che 

si  vedrà  che  in  ogni  deformazione  della  superficie  minima,  che  la  lasda 
ad  area  minima,  le  due  curvature  rimangono  funzioni  lineari  omogenee 
delle  curvature  iniziali. 

Se  la  curva  G  è  piana  e  si  prende  il  suo  piano  per  piano  xy,  do- 
vremo fare 

jBP  =  0,    X  =  0,    |i.  =  0,    v=l, 
e  le  (21)  diventano  semplicemente 

U  =  X      ,         V  =  y      ,  M?  =  Ì5. 

Per  valori  coniugati  di  5  le  parti  reali  di 
conservano  il  medesimo  valore  e  però  la  superficie  è  simmetrica  rispetto 

A 

al  piano  xy,  come  è  stato  osservato  anche  alla  fine  del  numero  precedente. 
b)  Se  la  curva  assegnata  C  in  luogo  che-  geodetica  dovesse  essere 
assintotica,  avremmo 

X  =  X  ,    Y  =  {t  ,    Z  =  v 
e  però  le  formolo  di  Schwarz  diventerebbero 

u  =  X  —  i  J  ids  ^    V  =  y  —  iS  fi  ds  ,    w  =  z  —  %  J  ^ds  . 

§.  349. 
Superficie  applicabili  sopra  superficie  minime. 

Ci  proponiamo  ora  di  risolvere  il  problema  seguente  :  Riconoscere  ^ 
una  superficie  data  può  per  flessione  ridursi  ad  area  minima. 

La  risposta  risulta  molto  semplicemente  dall'osservare  che  Telemento 
lineare  di  una  superficie  minima,  riferita  alle  sue  linee  di  curvatura,  è 
dato  da 

mentre  per  la  curvatura  E  si  ha 

K-      i 
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e   però  la  forma  differenziale 

V"^  efe"  =  du*  4  dt;* 

è   a  curvatura  nulla.  Viceversa  supponiamo  che  per  una  superficie  (a  cur- 
vature opposte)  il  cui  elemento  lineare  sia 

ds*  =:^  Edf^  +  2  F  du  dv  +  G  dv\ 

la  forma  differenziale 


}J—K(Edt^  +  2Fdudv-\-Qdv^  , 

risulti  a  curvatura  nulla,  talché  si  abbia  per  convenienti  variabili  a,  p 
(che  si  troveranno  con  quadrature) 


\/  —K  {Edt^  +  2F dudv  +  G dv^  =^  da*  +  dp« . 
Ponendo  K==  --rj  ,  risulterà 

(22)  Edu'  +  2Fdudv  +  Gdv'  =  X{da'  +  df) 

e  però  (I,  pag.  93) 

IT-     1  _     1  /yiogx ,  yiogx\ 

^~"     X»  ~       2X\    3a*     "^     ap«    r 

cioè 

yiogX       3'  log  X  ^  2^ 

aa«    '^    df       X  • 

L'elemento  lineare 

appartiene  in  conseguenza  alla  sfera  e  quindi  Telemento  lineare  (22)  ad 
una  superficie  d'area  minima  che,  note  le  coordinate  X,  Y,  Z  di  un  punto 
della  sfera  in  funzione  di  a,  p,  si  avrà  con  quadrature.  Dunque  :  La  con- 
dijsione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  una  superficie  sia  applicabile 
sopra  una  superficie  minima,  è  che  la  forma  differenziale,  che  ne  rappre- 
senta U  quadrato  deW  demento  linea/re,  moltiplicata  per  V — K ,  ove  K  è 
la  curvatura  della  superficie,  dia  una  forma  a  cwroatu/ra  nulla. 

In  altro  modo  possiamo  esprìmere  la  stessa  condizione  colla  formola 

A,  log  (— K)  =  4  K  . 
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Sotto  questa  forma  venne  data  dal  Eìcci,  che  primo  osservò  il  rìsnltato 
ora  indicato. 

Come  esempio,  cerchiamo  se  vi  sono  superficie  rigate  applicabili  sopn 
superficie  d'area  minima.  Ponendo  Telemento  lineare  della  superficie  ri- 
gata sotto  la  forma  (I,  pag.  259). 

d^  =  dif  f  {(«-«)«  + p«|&^, 
si  ha 


K  =  - 


\{u^^f^n 


e  la  condizione  superiore  si  verifica  solo  per  a,  p  costanti,  onde  si  vede 
che  le  uniche  superficie  rigate  della  classe  richiesta  sono  quelle  appli- 
cabili suirelicoide  rigata  d'area  minima,  cioè  le  superficie  luogo  delle 
binormali  delle  curve  a  torsione  costante. 


§.  350. 
Inversione  del  primo  teorema  di  Onichard. 

Riprendiamo  ora  lo  studio  delle  relazioni  fra  le  superficie  ad  area 
minima  e  le  superficie  applicabili  sul  paraboloide  di  rotazione,  che  ab- 
biamo iniziato  nel  Gap.  XVII  (§.  257,  pag.  99)  collo  stabilire  il  teorema 
di  Guichard.  Da  ogni  superficie  So  applicabile  sul  paraboloide  di  rota- 
zione il  teorema  di  Guichard  fa  derivare  due  superficie  d'area  minima 
che  sono  le  due  falde  dell'  inviluppo  di  sfere  coi  centri  distribuiti  sopra 
So  e  di  raggio  eguale  alla  corrispondente  distanza  focale.  Nel  Gap.  XX 
(§§.  304  e  seguenti)  abbiamo  poi  stabilite  le  formole  fondamentali  per 
r inversione  del  teorema:  presa  cioè  una  qualunque  superficie  minima  S, 
abbiamo  dimostrato  che  essa  dà  luogo  ad  oo^  superficie  So  applicabili 
sul  paraboloide.  Vogliamo  ora  riprendere  queste  formole  per  dedurne 
alcune  notevoli  conseguenze  geometriche.  • 

Essendo  S  una  qualunque  superficie  d'area  minima,  colle  due  forme 
quadratiche  fondamentali 

/  E  (iw*  +  2  F  (to  *  +  G  (to* 


(Drftf«+  2D'éuéo-^iy'dff  , 
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consideriamo  il  sistema  delle  equazioni  simultanee  (§.  304,  pag.  230) 


(B) 


aW  _  FD'  — GD  a^       FD  — ED^  3^ 

du  ~   EG  — F»    3«^"   EG  — F    dv 

aW  ^  FD''— GD'  3*    ,   FD'— ED''  3<> 
a»   "    EG  —  F    at*"*"    EG  —  F*    dv  ' 


dove  p  in<2i«a  um»  costcmie  arbitraria  e  O,  W  due  funzioni  incognite 
dì  u,  V.  Il  sistema  (A),  (B)  è  illimitatamente  integrabile,  e  si  ha  (§.  306) 
formola  (35)  pag.  235 

A,*  =  2p*W  —  W*  +  costante . 

Disponendo  dei  valori  iniziali  di 

'^  '     du  '    dv  ' 

possiamo  far  si  che  la  costante  del  secondo  membro  si  annulli  e  si 
abbia  quindi 

(C)  Al  4>  =  2  p  *  W  —  W* . 

Scelte  le  funzioni  $,  W  in  guisa  da  soddisfare  le  (A),  (B),  (0),  se  ri- 
portiamo sopra  ogni  normale  di  S  un  segmento 

4> 
T=—  — 
A  W  ' 

il  luogo  dell'estremo  Mo  ^  (xo  yo  ^o)  sarà  una  superficie  So  applicabile 
sul  paraboloide  di  rotazione  di  parametro  p  =  ^  e  la  relazione  fra  S,  So 
sarà  precisamente  quella  data  dal  primo  teorema  di  Guichard  (Cf. 
§§.  306,  309). 
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Così  le  formolo 

(23)  a?o  =  a;-;^X,    yo  =  y  —  ^Y,    z^  =  z  —  ^Z 

fanno  derivare  dalla  superficie  data  ad  area  minima  S  una  tripla  infinità 
di  superficie  So  applicabili  sul  paraboloide.  La  seconda  falda  S  dell'  in- 
viluppo di  sfere  coi  centri  su  So  e  tangenti  ad  S  è  una  nuova  superficie 
minima  e  secondo  le  formolo  (e)  §.  273*  (pag.  152)  le  coordinate  del 
punto  (a;,  y ,  z)  di  S  corrispondente  a  (a;,  y ,  -er)  sopra  S  (cioè  simme- 
trico di  questo  rispetto  al  piano  tangente  di  So)  sono  date  dalle  formole 

(24)  ^  =  :»  -  p~^  j  V  (0?,  4>)  -h  WX 

Pei  coseni  di  direzione  X,  Y,  Z  della  normale  alla  S  si  ha  poi 
(pag.  152  formole  (d)  ) 

Ricordiamo  poi  che  le  formole  (32*)  del  §.  305  (pag.  233) 
(26)S  =  WX  +  V(a;,4>),  Y]  =  WY  +  V(y,«>),  C  =  WZ  +  V(5,*) 

definiscono  una  superficie  S  luogo  del  punto  (£,  yj,  Q  ,  che  ha  a  comune 
con  S  l'immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura  e  i  cui  raggi  princi- 
pali di  curvatura  pi ,  pt  soddisfano,  nelle  notazioni  di  Weingarten,  aUa 
relazione  (§.  306,  pag.  236) 

(27)  p,  +  p,  =  ^. 


§.  351. 
Le  congraenie  di  Thybant. 

Se  della  superficie  ad  area  minima  S  prendiamo  la  coniugata  in 
applicabilità  Si  (§.  343),  la  superficie  S  data  dalle  (26)  corrisponde  alla 
superficie  minima  Si  per  parallelismo  delle  normali  ed  alle  linee  assin- 
totiche  di  Si  corrisponde  sopra  I  un  sistema  coniugato,  e  precisamente 
quello  delle  linee  dì  curvatura.  Dunque  Si,  £  sono  associate  in  una  de- 
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formazione  infinitesima  (§.225);  la  funzione  caratteristica  della  defor- 
mazione infinitesima  corrispondente  della  Si  è  precisamente  la  W.  Ora 
costruiamo  per  la  Si  la  corrispondente  congruenza  W  conducendo  pei 
punti  di  Si  i  raggi  tangenti  alla  Si  e  normali  alla  direzione  dello  spo- 
stamento. Dimostreremo  che  ha  luogo  questa  notevole  proprietà  che  la 
seconda  falda  Si  di  questa  congruenza  W  è  ancora  una  superficie  minima 
e  precisamente  essa  è  la  coniugata  in  applicabilità  della  superficie  S. 
Stabiliamo  cioè  il  teorema  seguente  :  Si  consideri  una  qualunque  superficie  S© 
applicàbile  sul  paraboloide  di  rotojsfione  ed  il  sistema  oo'  di  sfere  aventi 
i  ceneri  sapra  So  e  raggio  egtude  alla  corrispondente  distanza  focale.  Le 
due  falde  S,  S  dèlV  inviluppo  di  sfere  sono,  secondo  il  teorema  di  Gruichard, 
due  superficie  d^area  minima:  se  delle  superficie  minime  S,  S  prendiamo 
le  coniugale  in  applicabilità  Si ,  Si  queste,  convenientemente  collocate  nello 
spcmo,  sono  le  due  falde  di  una  congruenza  W. 

Per  dimostrare  il  teorema  riferiremo  la  superficie  minima  S  alle  sue 
linee  di  curvatura  u,  v,  con  %he  avremo  : 

ds^=.^^  (du*  +  d^ 

ri=-^»,    n  =  620 

D=— 1  ,    D'  =  0  ,    D"=  1  , 

dove  6  è  una  soluzione  dell'equazione  di  Liouville 

a««  "^  a»»  ""  *     • 

n  sistema  (A),  (B)  diventa 

3i?  =  3ii3S--3;;air  +  P'^"^  +  P^-w 

(jL*\  ,   y*  ^  39  3*  _,    36  3* 

^     ^  »  3m3»       3»  3»  "•"  3m  3» 

^^'  3u  ~  dH     '       1^ *  3^' 
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mentre  la  (C)  prende  la  forma 

Scrìvendo  per  la  superficie  S  le  solite  forinole  fondamentali  (Cf. 
§.  254  formole  (1)  pag.  91),  abbiamo 


(27). 


\du-^  ^"  air-   dv^    ^    ^'  ^-d^^"  d^l-"   ^ 

.a»-*^*'     3t;-aM^'3r-     3i^'+*      ^'3^""^     ^'• 


Indicando  ora  con  Xi,yi,  Zi  le  coordinate  del  punto  che  sulla  super- 
ficie minima  Si  coniugata  in  applicabilità  della  S  corrisponde  a  (x,  y,  4 
abbiamo 

/„„>.  dxx  _'èx  3«, dx 

^'^^'  3tt  —  3»    '        3»  -      3m 

e  pei  coefficienti  Di ,  D'i ,  D"i  della  seconda  forma  fondamentale  di  Si 
risulta 

(28*)  Di  =  D"i  =  0    ,      D'i  =  1  . 

Le  formolo  (24),  (25)  che  definiscono  la  seconda  superficie  mìnima  S 
del  teorema  di  Guichard  .e  la  sua  normale  diventano 

(29) 

p  $  j  3tt     •  "•"  3» 


^  =  (^-p^)^-°-^'^^'  +  ^'^i 


Per  la  superficie  minima  Si  coniugata  in  applicabilità  della  S  avremo, 
con  notazioni  analoghe  alle  precedenti: 

^"^  ^  du~  dv     '       dv  ~      du' 

Ora  ci  conviene  provare  che,  disponendo  delle  costanti  additive  in 
a?i ,  yi ,  je^i  ;  a?i  »  yi  >  ^i  lasciate  arbitrarie  dalle  (28),  (30),  possiamo  fare 
in  guisa  che  Si ,  Si  riescano  le  due  falde  focali  della  congruenza  che  ne 
unisce  i  punti  corrispondenti.  Il  raggio  variabile  di  questa  congruenza 
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doyrà  per  ciò  essere  normale  ad  ambedue  le  direzioni 

(X.T.Z)    ,      (X,  Y.Z) 
ed  avrà  quindi  coseni  di  direzione  proporzionali  alle  differenze 
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a* 


d^ 


3$ 


a$ 


3^ 


a* 


a»  ^'  ~  air  ^  '    a;"  ^*  ~  aii"  ^*  '    air  ^'      du 


z, 


Indicando  adunque  con  p  un  fattore  di  proporzionalità,  poniamo 

_e  /a<ì»  ^       3*  V  \ 


^1  —  ^1  =  p  I 


Tutto  si  riduce  a  provare  che,  prese  ^i,  yi,  ^i  in  guisa  che  le  (28) 
siano  soddisfatte,  si  può  assumere  per  p  una  tale  funzione  di  ti,  v  che 
le  ^1 ,  yi ,  je^i  vengano  a  soddisfare  le  (30),  cioè  che  si  abbia 


dv     ~ 

3  {x-  x)_ 


a 

[--''^-' 

a 

l--"^-- 

av 

^pe 


—  pe- 


a*Y 


a^ 

a» 


X. 


Tenendo  conto  delle  formole  precedenti,  facilmente  si  trova  che  occorre 
e  basta  per  ciò  assumere 


pW 


Così  le  formole 


(31) 


,  c-9/a*^      a*^ 


e 

pw\a«r 


au 


.) 


e  le  analoghe  per  yi,  ei  stabiliscono  fra  le  due  superficie  minime  Si,  Si 
la  relazione  geometrica  indicata  nel  teorema.  Queste  singolari  congruenze 
W,  le  cui  falde  focali  sono  superficie  minime,  furono  scoperte  da  Thybaut. 
Sulle  due  superficie  minime  focali  Si,  Si  si  corrispondono  non  solo  i 
sistemi  coniugati  ma  ben  anche  i  sistemi  ortogonali,  cioè  :  la  corrispon- 


ss 
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densa  fra  le  due  falde  focali  è  una  corrispondensfa  conforme.  Tale  infatti 
è  la  corrispondenza  fra  le  loro  coniugate  in  applicabilità  S,  S  del  teorema 
di  Guichard  (§.  263).  Si  osserverà  in  particolare  che:  U  linee  dicumr 
tu/ra  8i  corrispondono  sopra  Si ,  Si .  Per  questa  proprietà  le  congruenze 
di  Thybaut  si  ravvicinano  evidentemente  alle  congruenze  pseudosferiche. 
Inversamente  si  potrebbe  dimostrare  che  tutte  le  congruenze  W  le 
cui  falde  focali  sono  superficie  minime  si  ottengono  nel  modo  descritto. 
Tale  proposizione  inversa  risulta  dalle  ricerche  di  Thybaut  (1.  e),  il  quale 
ha  determinato  direttamente  queste  congruenze,  partendo  dalle  formole 
di  Weierstrass.  Noi  ci  limitiamo  qui  ad  osservare  che,  secondo  i  risul- 
tati stabiliti  :  Qualunque  superficie  ad  area  minima  appartiene  come  falda 
focale  ad  od^  congruenjsfe  di  Thybaut. 

§.  352. 
Le  saperflde  d'area  minima  in  geometria  ellittica  ed  iperbolica. 

Daremo  da  ultimo  un  breve  cenno  sulle  superficie  d'area  minima 
negli  spazi  a  curvatura  costante  ^^K  Non  ci  tratteniamo  qui  a  dimostrare 
che  anche  in  questi  spazi  le  superficie  rispondenti  al  minimo  d'area, 
per  un  assegnato  contomo,  sono  caratterizzate  dall'aver  nulla  la  curva- 
tura media,  ciò  che  si  fa  in  modo  perfettamente  analogo  come  per  Io 
spazio  eucUdeo. 

Questa  proprietà  vale  anzi  più  in  generale  per  uno  spazio  qualunque 
a  tre  dimensioni,  cioè:  In  qualunque  spazio  curvo  a  tre  dimensUm  k 
superficie  d^area  minima  hanno  nuUa  la  curvatura  media.  (Vedi  nota  in 
fondo  al  volume). 

Già  al  §.218  (I,  pag.  505)  ci  siamo  occupati  delle  superficie  minime 
dello  spazio  a  curvatura  costante  Eo,  riferite  alle  loro  linee  assintotiche. 
Riferendole  alle  linee  di  curvatura  u,  v  abbiamo  il  risultato  seguente: 

L'elemento  lineare  di  una  superficie  ad  area  minima  dello  spassio  a 
curvatura  costante  Eo,  riferita  alle  linee  di  curvatura  u,  v,  assume  la  forma 

(32)  &*  =  6^®  (dftt»  +  d^)  , 

i  raggi  principali  di  cwrvatura  ri ,  r^  essendo  dati  da 

(33)  n  =  c2»  ,     r,  =  —  626 


(^)  Le  prime  ricerche  su  queste  superficie  furono  esposte  nella  mia  memoria 
del  1888  (Atti  dei  Lincei  serie  4.*  voi.  IV).  Posteriormente  se  ne  occuparono 
Darboux  ed  altri  geometri  francesi  (vedi  Darboux  LeQons  t.  Ili  pag.  471  e  segg.) 
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e  la  fufmone  6  (t^,  v)  soddisfacendo  cdV equazione  caratteristica  a  derivate 
parziali 

Viceversa  a  qualunque  soluzione  della  (34)  corrisponde  una  superficie 
mìnima  dello  spazio  ellittico  od  iperbolico.  La  forma  di  questa  equa- 
zione (34)  suggerisce  subito  l'osservazione  seguente.  Operando  sulle  va- 
riabili ti,  V  una  sostituzione  ortogonale 

1M  =  Mi  cos  a  —  Vi  sen  a 
V  =  Mi  sen  a  -|-  Vi  cos  a  , 

dove  a  è  un  angolo  costante  arbitrario,  la  funzione  6  {u,v)  si  cangia  in  una 
funzione 

6i  (wi^t'i)  , 

che  soddisfa  evidentemente  alla  equazione 

y9i       yfti_   -26,       Tz  ^Oi 

Per  ciò  Telemento  lineare 

dèi  =  ^^'  (chA  +  dvl) 

appartiene  ad  una  nuova  superficie  minima  Si,  le  cui  linee  di  curvatura 
sono  le  Ui.Vi.  La  superficie  Si  ha  lo  stesso  elemento  lineare  e  gli  stessi 
raggi  principali  di  curvatura  della  S  ;  le  sue  linee  di  curvatura  tagliano 
le  antiche  sotto  l'angolo  costante  a.  Ne  deduciamo: 

In  qwdunque  spaeio  a  curvatura  costante,  come  nello  spaaio  euclideo, 
Offni  superficie  ad  area  minima  è  suscettibile  di  una  deformazione  continua 
nella  quale  si  conservano  invariati  i  singoli  raggi  di  curvatura;  le  nuove 
linee  di  curvatura  sono  ogni  volta  traiettorie  sotto  angolo  costante  delle 
antiche  linee  di  curvatura. 

In  particolare  quando  quosto  angolo  è  di  45  ^  le  linee  di  curvatura 
si  cangiano  in  assintotiche  e  reciprocamente,  sicché  abbiamo  anche  qui 
le  superficie  coniugate  in  applicabilità  del  Bonhet. 

Separiamo  ora  i  due  casi  dello  spazio  ellittico  ed  iperbolico.  Nel 
primo  caso  se  facciamo  Ko=4-l,  Tequazione  caratteristica  (34)  diventa 

Si?  +  3^  +  ^  senh  6  cosh  9  =  0; 
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questa,  con  cangiate  notazioni,  coincide  colla  (34*)  §.  331  (pag.  29^1 
dalla  quale  abbiamo  visto  dipendere  la  ricerca  delle  superficie  a  curva- 
tura costante  positiva  dello  spazio  euclideo.  Così  :  La  ricerea  ddU  sur 
perfide  ad  a/rea  mmima  deUo  spcmo  éUUHco  equivale  a  qudla  delle  smt 
perfide  a  curvatura  costanie  positiva  détto  spojsio  euclideo. 

Facciamo  ancora  le  osservazioni  seguenti.  Nello  spazio  ellittico  le 
superficie  minime  si  presentano  a  coppie  di  superficie  parallele  distanti 
fra  loro  di  un  quadrante  (superficie  polari).  Se  consideriamo  le  superficie 

medie  fra  le  due,  cioè  le  superficie  parallele  distanti  da  queste  di  7  , 

4 

ponendo 

Ti  ==  tg  «?i  , 

per  il  raggio  pi  principale  di  curvatura  della  parallela  considerata  avremo 


P« 


l+r, 


onde  Pi  pt  =  !•  Dunque:  Nàlo  spaeio  éUUtico  di  curvatura  £,=  +1  b 
due  superficie  paraMde  ad  una  superficie  minima  e  distante  da  questa 

di  —  hanno  la  curvatura  assoluta  costante,  positioa  ed  =2. 

Nel  caso  dello  spazio  iperbolico,  facendo  Eo=  - 1,  la  (34)  diventa 

g^,  +  g^=2cosh2e. 

Ci  contenteremo  qui  di  questi  brevi  cenni  sulle  superficie  minime 
negli  spazi  a  curvatura  costante,  rimandando  il  lettore  alla  memoria 
del  T.  IV  Serie  III*  degli  Annali  <^^  ove  si  stabilisce  l'estensione  a  questi 
spazi  dei  teoremi  di  Guichard  e  la  conseguente  teoria  delle  trasforma- 
zioni delle  superficie  minime. 


(^)  Sulla  deformazione  .dd  paraboloidi  di  rotazione  negli  spazi  di  carvatara 
costante. 


-•K-»- 


Capitolo  XXin. 


n  problema  di  Plateau  e  la  superficie  minima  di  Scliwarz 


Enunciato  del  problema  di  Plateau.—  Considerarioni  fondamentali  relative  alle  due  rappre- 
Bentazioni  conformi  della  superficie  minima  sulla  sfera  di  Oauss  e  sul  piano  della  va- 
riabile complessa  a.—  Caso  di  un  contorno  a  tratti  rettilinei  o  più  in  generale  di  un 
contomo  di  Sohwarz.  —  Caso  del  quadrilatero  sghembo  formato  da  due  coppie  di  spigoli 
opposti  di  un  tetraedro  regolare  (superficie  di  Schwars).—  Bete  ottaediica  sulla  sfera. — 
Rappresentazione  analitica  del  gruppo  di '24  rotazioni  della  rete  ettaedrica.—  Determi- 
nazione di  F  (t)  per  la  superficie  di  Sohwarz  :  F  (t)  =  —  .—  Verifiche  re- 

Vl_14x4+x8 

lative  al  oontomo.—  Studio  del  gruppo  di  movimenti  dello  spazio  che  lascia  invariata 
la  superficie  di  Schwarz.—  Proprietà  della  continuazione  analitica.—  Superficie  coniu- 
gata in  applicabilità  e  gruppo  corrispondente  di  movimenti.—  Teoremi  di  Schwarz  sulla 
variazione  seconda  dell'area  di  una  porzione  di  superficie  minima. 


§.  353. 
Ooiudderasioiii  fondamentali  snl  problema  di  Plateau. 

Formuliamo  la  questioae  fondaDAentale,  che  ha  dato  orìgine  alla  teorìa 
delle  superficie  minime,  nel  modo  preciso  seguente; 

Dato  un  contorno  chiuso,  costruire  una  porzione  continua  di  superfìcie 
minima  terminata  a  questo  contorno  e  priva  nelVintemo  di  punti  singolari. 

Sono  celebri  le  esperienze  di  Plateau,  colle  quali  questo  fisico  ha 
risoluto  sperimentalmente  il  problema  immergendo  il  contorno,  realizzato 
fisicamente,  nel  liquido  che  porta  il  suo  nome.  La  lamina  fluida,  che 
resta  sospesa  al  contomo,  si  conforma  appunto  a  superficie  d'area  minima. 

L'analisi  è  ben  lungi  dal  saper  risolvere  in  generale  il  problema  di 
Plateau;  però,  nel  caso  in  cui  il  contorno  è  formato  da  tratti  rettilinei 
e  in  un  altro  caso  più  generale,  che  verrà  fra  breve  indicato,  si  conosce 
una  serie  di  importanti  rìsultati  dovuti  a  Biemann,  Weierstrass  e  Schwarz. 

Noi  ci  limiteremo  qui  ad  esporre  un  primo  metodo,  che  si  o&e 
spontaneamente  in  questa  rìcerca  ed  è  fondato  sulla  teorìa  delle  rappre- 
sentazioni conformi  ;  questo  metodo  è  sufficiente  nei  casi  più  semplici, 
in  particolare  nel  caso  della  superficie  minima  di  Schwarz  limitata  al 
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quadrilatero  sghembo  formato  da  quattro  costole,  due  a  due  opposte,  di 
un  tetraedro  regolare.  Allo  studio  di  questo  caso  particolare,  tanto  inte- 
ressante sotto  molti  rapporti,  è  principalmente  dedicato  il  presente 
capitolo. 

Il  metodo  delle  rappresentazioni  conformi  basta  del  resto,  come  sopra 
è  avvertito,  solo  in  alcuni  casi  più  semplici.  Il  lettore  potrà  vedere  nel 
libro  di  Darboux  (t.  I,  p.  453  ss.)  T  esposizione  di  un  secondo  metodo 
più  generale  e  di  molto  maggiore  efficacia,  che  qui  siamo  costretti  a 
paenzionare  soltanto.^ 

Consideriamo  una  porzione  A  di  superficie  minima  limitata  ad  un 
contomo  chiuso  C  e  la  sua  immagine  sferica  B  che,  per  la  proprietà 
fondamentale  delle  superficie  minime,  dà  una  rappresentazione  conforme 
dell'area  A.  Ammettiamo  inoltre  che  quest'area  sferica  B  sia  ad  un  solo 
strato.  Riprendendo  poi  per  la  superficie  minima  S  le  notazioni  del  ca- 
pitolo precedente,  introduciamo  nuovamente  la  variabile  complessa 


^fy/2F{z)dv  , 


la  cui  parte  reale  u  e  il  coefficiente  v  dell'  immaginario  danno,  egus^liate 
a  costanti,  le  linee  di  curvatura  di  S  (§.  340). 

Se,  come  supporremo,  la  funzione  o  è  finita  continua  e  monodroma 
suir  area  A,  distendendo  i  valori  di  o  nel  suo  piano  complesso,  avremo 
dell'area  A  una  nuova  immagine  conforme  B'.  Cosi  l'area  sferica  B  e 
r  area  piana  B'  saranno  rappresentate  in  modo  conforme  Tuna  sull'altra 
e,  nota  la  legge  di  corrispondenza  dei  loro  punti,  si  conoscerà  com- 
pletamente la  superficie  S  in  quanto,  essendo  allora  nota  a  in  funzione 
di  t,  conosceremo  la  funzione  di  Weierstrass 


^^•>=m- 


che  individua  la  superficie. 

Ove  dunque  il  contomo  assegnato  C  sia  tale  che  ne  risulti  deter- 
minata tanto  l'area  sferica  B  quanto  l'area  piana  B',  il  problema  di 
Plateau  si  ridurrà,  per  quel  contorno,  al  ben  noto  problema  di  analisi 
di  rappresentare  in  modo  conforme  un'area  data  sopra  un'altra. 

La  circostanza  ora  accennata  si  presenta  appunto,  almeno  con  un 
certo  grado  di  indeterminazione,  quando  il  contorno  C  si  compone  di 
tratti  rettilinei.  Riguardo  all'  immagine  sferica  B,  avremo  in&tti  che  ad 


CONSIDERAZIONI  PBBUMINARI  343 

Ogni  tratto  rettilineo  r  del  contomo  G  corrisponderà  nel  contorno  di  B 
un  arco  di  cerchio  massimo  in  un  piano  normale  ad  r,  quindi  Tarea 
sferica  B  sarà  un  poligono  sferico,  il  cui  contomo  verrà  costituito  da 
archi  di  circolo  massimo  perfettamente  individuati  di  posizione.  In  se- 
condo luogo  se  consideriamo  Tarea  piana  B^  siccome  ogni  tratto  retti- 
lineo del  contomo  G  è  un'assintotica  per  la  superficie,  il  corrispondente 
tratto  del  contomo  di  B'  sarà  pure  rettilineo  e  parallelo  airuna  o  all'altra 
delle  bisettrici 

U  —  v  =  0     ,       ti-|-f;  =  0 

degli  assi  coordinati  sul  piano  B'.  Il  problema  di  Plateau  si  convertirà 
quindi  nel  caso  considerato  nelFaltro.  Rappresentare  in  modo  conforme 
il  poligono  sferico  B  sul  poligono  piano  rettilineo  B\ 

§.  354. 
Gaso  di  un  contomo  di  Schwarz. 

Le  considerazioni  stesse  valgono  ancora  in  un  caso  più  generale,  for- 
mulato da  Schwarz  nelle  Fortgesetzte  Untersmhungen  uber  MinimcUflà- 
chen  ^^^  nel  modo  seguente: 

Sia  data  una  catena  continua  chiusa  formata  di  tratti  rettilinei  e  di 
piani;  si  tmole  determinare  una  porzione  semplicemente  conthessa  di  super- 
fide  minima  limitata  dai  tratti  rettilinei  e  dai  piani  della  catena,  in  guisa 
che  la  superficie  tagli  ad  angolo  retto  questi  ultimi. 

1  tratti  rettilinei  del  contorno  C  sono  assintotiche  e  i  tratti  curvi- 
linei linee  di  curvatura  in  piani  normali  alla  superficie.  Le  immagini 
sferiche  di  questi  ultimi  tratti  sono  quindi  ancora  archi  di  circolo  mas- 
simo in  piani  paralleli  ai  piani  della  catena.  Sul  piano  o  la  loro  imma- 
gine è  perciò  un  tratto  rettilineo  parallelo  all'uno  o  all'altro  degli  assi 
coordinati.  Anche  in  questo  caso  generale  la  soluzione  del  problema  di 
Plateau  dipende  adunque  dalle  formolo,  che  danno  la  rappresentazione 
conforme  di  un  poligono  sferico  sopra  un  poligono  piano  rettilineo. 

Gonsideriamo  p.  e.  il  caso  più  semplice  in  cui  la  catena  sia  costi- 
tuita da  due  tratti  rettilinei  A  B,  A  G  terminati  in  B,  G  ad  un  piano, 
che  la  superficie  debba  tagliare  ortogonalmente.  Il  settore  A  B  G  di  su- 
perficie minima,  come  viene  realizzato  dall'esperienza,  ha  per  immagine 


<*)  MonatsbericTUe  der  Berliner  Akademie,  1772  —  Werke  Band.  I,  p.  126  ss. 
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sulla  sfera  un  triangolo  sferico  perfettamente  determinato.  La  sna  im- 
magine piana  B'  è  un  triangolo  rettangolo  isoscele  coir  ipotenusa  paral- 
lela ad  uno  degli  assi  coordinati. 

11  corrispondente  problema  di  rappresentazione  conforme  si  risolve, 
come  è  ben  noto,  per  mezzo  delle  serie  ipergeometriche. 

Supponiamo  ora  di  essere  riusciti  a  risolvere  per  un  assegnato  con- 
tomo di  Schwarz  il  problema  di  Plateau.  La  porzione  S  di  superfieie 
mìnima  richiesta  si  otterrà  dalle  formolo  di  Weierstrass,  facendo  muo- 
vere la  variabile  complessa  t  entro  il  poligono  sferico  B;  ma  esami- 
niamo, servendoci  dei  teoremi  di  simmetria  dimostrati  alla  fine  del 
§.  347,  ciò  che  accade  quando  si  consideri  la  continuazione  analitica  di 
questa  porzione  di  superficie,  continuando  analiticamente  la  fimzione  F  (t). 
Se  t  traversa  un  lato  l  del  poligono  B,  cui  corrisponda  un  tratto  retti- 
lineo r  del  contomo  di  Schwarz,  sulla  superficie  passeremo  dalla  por- 
zione S  alla  sua  simmetrica  rispetto  al  tratto  rettilineo  r  e  in  questa 
rimarremo,  finché  r  resta  entro  il  poligono  sferico  simmetrico  di  B  rap- 
porto al  lato  l.  Se  al  lato  Z  di  B  corrisponde  un  tratto  curvilineo  del 
contorno  di  Schwarz,  in,  un  piano  della  catena  normale  a  £,  la  concia- 
sione  è  del  tutto  simile;  si  passa  allora  da  £  a  una  nuova  porzione  l' 
simmetrica  rapporto  a  questo  piano.  Così,  nella  continuazione  analìtica 
della  superficie  minima,  alla  porzione  S  di.  superficie  troviamo  aderenti 
per  ciascun  lato  altrettante  nuove  porzioni  simmetriche  di  £. 

Su  ciascuna  di  queste  può  ripetersi  il  ragionamento  stesso  e  la  con- 
tinuazione analitica  della  nostra  superficie  consterà  di  infinite  porzioni, 
altematamente  simmetriche  e  congruenti.  In  generale  avverrà  che  una 
regione  finita  di  spazio  conterrà  infinite  di  quelle  porzioni.  Per  convin- 
cersene basta  considerare  il  caso  in  cui  due  tratti  rettilinei  del  contorno 
si  taglino  sotto  un  angolo  incommensurabile  con  ^.  La  questione  qui 
toccata  si  collega  coir  altra  dei  gruppi  di  mommenti  e  può  trattarsi 
senza  la  effettiva  conoscenza  della  porzione  di  superficie  minima  limi- 
tata al  contorno  assegnato  di  Schwarz.  Basta  infatti  osservare  se  i  ri- 
baltamenti attorno  ai  lati  rettilinei  del  contomo  e  le  simmetrie  rapporto 
ai  piani  generano  un  gruppo  continuo  o  discontinuo  ^^K 

Il  più  semplice  caso,  in  cui  la  superficie  minima  corrispondente  pre- 
senta una  regolare  diffusione  per  lo  spazio,  è  quello  appunto  che  pas- 


(^)  Veggansi  gli  sviluppi  del  testo  ai  §§.  seguenti  relativi  alla  superficie  di 
Schwarz. 
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siamo  ormai  a  trattare,  ove  il  contorno  di  Schwarz  è  un  quadrilatero 
sghembo  formato  da  quattro  spigoli  due  a  due  opposti  di  un  tetraedro 
regolare. 

Dei  sei  spigoli  di  un  tetraedro  regolare  A  B  C  D  sopprimiamone 
due  opposti  A  D,  B  G  e  consideriamo  la  porzione  S  di  superficie  minima 
limitata  al  quadrilatero  sghembo  A  B  D  G. 

Questa  superficie,  come  viene  realizzata  nella  corrispondente  espe- 
rienza di  Plateau,  è  simmetri'^a  rispetto  ai  piani  condotti  per  gli  spigoli 
soppressi  A  D,  B  G  normalmente  allo  spigolo  opposto  B  G  o  AD;  essa 
giace  tutta  neir  interno  del  tetraedro  fondamentale  A  B  G  D .  I  piani 
tangenti  nei  quattro  vertici  sono  appunto  le  faccio  del  tetraedro  e  le 
loro  pagine  positive  sono  quelle  interne  per  due  vertici  opposti  e  quelle 
esteme  per  gli  altri  due. 

Ne  risulta  che  l'immagine  sferica  di  £  è  un  quadrilatero  sferico 
A'  B'  G'  D'  cogli  angoli  di  120^.  Per  ottenere  un  tale  quadrilatero  sulla 
sfera,  basta  inscrivere  in  questa  il  cubo  e  i  quattro  vertici  di  una  faccia 
del  cubo  danno  appunto  i  vertici  del  detto  quadrilatero.  Ora  osserviamo 
che  il  piano  bisettore  del  triedro  B  G,  tagUando  normalmente  £,  la 
scinde  in  due  settori  simmetrici  A  B  G,  D  B  G,  che  hanno  per  immagine 
sferica  i  due  triangoli  sferici  A'  B'  G',  D' B'  G',  in  cui  la  diagonale  B'  G' 
scinde  il  quadrilatero  sopra  considerato. 

Possiamo  dunque  sostituire  al  nostro  problema  Taltro  più  semplice 
della  determinazione  del  settore  minimo  A  B  G,  limitato  da  due  tratti 
rettilinei  A  B ,  A  G  e  dalla  curva  B  G  in  un  piano  normale  alla  superficie. 
L' immagine  sferica  di  questo  settore  è  il  triangolo  sferico  A'  B'  G'  con 
angoli  di  120^60^60^  in  A',B',  G'  rispettivamente.  Ora  l'immagine 
piana  sul  piano  complesso  a  del  medesimo  settore  è  un  triangolo  ret- 
tangolo isoscele  ab  e  coir  ipotenusa  b  e  parallela  ad  uno  degli  assi 
sul  piano  0. 
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FlG.  8.» 


Per  trovare  la  funzione  F  (t)  di  Weierstrass,  conveniente  alla  nostra 
superficie,  bisogna  adunque  esprimere  o  in  funzione  di  t,  in  guisa  che 
il  triangolo  sferico  A'  B'  C  venga  rappresentato  in  modo  conforme  sul 
triangolo  piano  ab  e.  Ora  caliamo  da  A'  l'altezza  A' H',  dividendo  così 
il  triangolo  A'B'C  in  due  triangoli  simmetrici  A'B'H',  A'  CH'  e  de- 
componiamo nuovamente  ciascuno  di  questi  due  mediante  le  rispettive 
altezze  H'F,  H'G'  calate  da  H'  in  due  triangoli  simmetrici  minori. 

Se  una  decomposizione  del  tutto  analoga  effettuiamo  sul  triangolo 
piano  ab  e,  è  chiaro  che  basterà  rappresentare  in  modo  conforme  il 
triangolo  sferico  B'  H'  F  coi  rispettivi  angoli  di  60*^,  45®,  90**  sul  trian- 
golo piano  b  hf  cogli  angoli  di  45®,  45®,  90®  rispettivamente,  in  guisa 
che  i  vertici  si  corrispondano  nell'ordine  indicato.  La  funzione  o  (t)  che 
dà  questa  rappresentazione,  rappresenta  altresì,  estesa  a  tutto  il  triangolo 
A'  B'  (j,  questo  triangolo  sopra  ab  e. 

Per  effettuare  questa  rappresentazione,  noi  rappresenteremo  l'uno  e 
l'altro  triangolo  B'  F  H',  b  fh  in  modo  conforme  sul  semipiano  di  una 
variabile  complessa  ausiliaria  /s,  in  guisa  che  al  contorno  di  ciascuno 
corrisponda  l'asse  reale.  In  ciò  potremo  ancora  fissare  arbitrio  i  tre 
punti  dell'  asse  reale  sul  piano  z,  che  corrispondono  ai  vertici,  e  noi 
converremo  di  fissare  che  si  abbia 


0  =  0  mB\b 
z  =  l  inr,  f 
a  =co  in  W  j  h 
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§.  355. 
Rete  ettaedrica  sulla  sfera. 

La  funzione  ;er(t),  che  dà  la  rappresentazione  del  triangolo  sferico 
B'  F'  H'  sul  semipiano  0,  è  semplicemente  una  funzione  razionale  t  di 
24®  grado;  la  sua  inversa  t(£r)  è  la  così  detta  irrimonalità  deWottaedro. 
Noi  andiamo  rapidamente  a  stabilire  quelle  formolo  fondamentali  rela- 
tive alla  irrazionalità  dell'ottaedro  che  servono  al  nostro  scopo,  riman- 
dando per  uno  studio  più  dettagliato  al  libro  di  Klein  Uéber  das  Ikosaeder. 

Inscriviamo  nella  sfera  complessa  l'ottaedro  regolare  e  proiettiamo 
le  faccio  di  questo  sulla  sfera  dal  centro;  avremo  così  la  sfera  decom- 
posta in  8  triangoli  sferici  trirettangoli.  Decomponiamo  poi  ciascuno  di 
questi  triangoli  colle  tre  mediane  in  6  triangoli  parziali,  ciascuno  dei 
quali  si  dirà  un  triangolo  dementare. 

La  sfera  è  cosi  decomposta  in  una  rete  di  48  triangoli  elementari 
alternativamente  simmetrici  e  congruenti;  ciascuno  di  essi,  come  il  tri- 
angolo B'H'F  del  numero  precedente,  ha  gli  angoli  di.60^  45 ^  90^ 

Diremo  questa  rete  la  rete  oUaedrica  e,  per  distinguere  la  congruenza 
diretta  dall'inversa,  immagineremo  tratteggiati  i  24  triangoli  della 
rete,  che  sono  inversamente  congruenti  a  quello  da  cui  partiamo. 

Conviene  ora  che  diamo  alla  rete  ettaedrica  un'orientazione  fìssa 
sulla  sfera 

$«  +  Yf  +  C'  =  1    . 

Poniamo  due  vertici  dell'ottaedro  ai  poli  (0,  0,  ±  1)  e  situiamo  il 
quadrato,  formato  sul  piano  dell'equatore  C  =  0  dagli  altri  quattro  vertici, 
coi  lati  paralleli  agli  assi  0^  O/j.  Proiettiamo  stereograficamente  dal  polo 
t  a  00  la  rete  ettaedrica  sul  piano  dell'equatore  tratteggiando  i  trian- 
goli piani  che  sono  immagini  dei  triangoli  tratteggiati  della  rete,  otter- 
remo la  figura  qui  appresso  : 
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FiG.  9.»  —  (Rete  ettaedrica). 


I  triangoli  (tratteggiati)  della  rete  ettaedrica  si  riuniscono  quattri) 
a  quattro  attorno  ai  yertici  dell'ottaedro,  tre  a  tre  attorno  ai  punti 
medii  delle  faccio  (proiettati  sulla  sfera)  e  due  a  due  attorno  ai  ponti 
medii  delle  costole.  La  considerazione  diretta,  o  una  semplice  ispezione 
della  figura,  dimostra  subito  che  i  valori  della  variabile  complessa: in 
questi  punti  sono: 

l±i     ±l+i 


a)  T  =  00 


v/2  \/2 


nei  vertici  dell'ottaedro 


j.      _  1  ±v/3     — l±v^3      l±\/3.    — 1±\/3.       nei  puntimedii 
2  ./o  ^2  delle  faccie 


V'2 


\/2 


e)  t=±  1  ,  ±j ,  (l±v/2)  ^4^  ,  (1±V2)  ^ 


v/2 


V2 


.-(l±v/2)i±* 


rs  e 


-(1±V2)^*    .?! 


V2 


0 
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Costruiamo  ora  tre  polinomii  in  r  def  rispettivi  gradi  5,  8,  12,  dei 
quali  il  primo  (o  si  amiulli  del  primo  ordine  nei  punti  a)  eccetto  in  r  =«  co , 
il  secondo  w  nei  punti  b)  e  il  terzo  x  nei  punti  e).  Troviamo  subito,  col 
calcolo  effettivo: 

(1)    (tì  =  t(l+TO  ,  ir^l  — 14t*+t«,  X  =  1  +  33  t^— 33  x«— r". 


§.  356. 
Irrazionalità  dell'ottaedro. 

Ciò  premesso,  supponiamo  che  la  funzione  0  (x)  dia  la  rappresenta- 
zione conforme  del  triangolo  elementare  T  della  nostra  rete,  che  ha  i 
vertici  nei  punti  (v.  figura)  : 

,  =  0.  .  =  5^.  ._(V2-i)i±^, 

V2  V2 

coi  rispettivi  angoli  di 

sul  semipiano  (positivo)  is  in  guisa  che,  mentre  t  percorre  il  perìmetro 
del  detto  triangolo,  0  percorra  Tasse  reale,  ai  valori  scritti  di  t  nei  ver- 
tici corrispondendo  ordinatamente 

Estendiamo  0  a  tutto  il  piano  complesso  t  0  meglio  a  tutta  la  sfera 
complessa  t,  secondo  le  note  leggi  della  continuazione  analitica,  fissando 
quanto  segue.  Ogni  punto  t'  della  sfera  complessa  appartiene  ad  uno 
dei  48  triangoli  della  rete;  a  t^  corrisponde  nel  triangolo  fondamentale 
un  punto  omologo  t  e  per  valore  dì  0  in  z'  dobbiamo  assumere  il  va- 
lore stesso  che  ha  in  i,  0  il  valore  coniugato,  secondo  che  il  triangolo 
in  cui  trovasi  x'  è  direttamente  0  inversamente  congruente  col  fonda- 
mentale. La  funzione  0  (t)  è  così  estesa  a  tutta  la  sfera  complessa,  sulla 
quale  è  uniforme,  ed  ha  unicamente  per  punti  singolari  i  punti  a)  (ver- 
tici dell'ottaedro)  che  sono  per  z  (t)  poli  del  quarto  ordine.  La  0  (t)  è 
quindi  razionale  in  r  e  poiché  i  suoi  infinitesimi  sono  negli  8  punti  b) 
ove  si  annulla  w,  e  sono  del  3.®  ordine,  si  deduce  subito 
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ove  G  è  un  fattore  costante.  %1  valore  di  C  si  ottiene  immediatamote 
osservando  che  per  t  »  l  si  ha 

w=  -12    ,      co  =  2    ,      «  =  1  , 
onde 


r-       1    - 

1 
108 

e  però 

la  fonnola  richiesta  sarà 

(2) 

108  a>* 

Conviene  inoltre  osservare  le  forinole  seguenti.  La  funzione  ^s^  - 1  di- 
venta infinita  come  ^er  e  s' annulla  del  secondo  ordine  nei  punti  e)  ove 
X-0;  si  ha  per  conseguènza 

ove  (j  è  una  costante.  CSonfrontando  colla  (2),  si  ha  V  identità 

108  «tt*  +  «^  4-  108  C  X*  =  0  , 
dalla  quale,  facendo  p.  e.  t  =  0,  risulta 

^'  =  "108 

e  però  fra  i  polinomii  (1)  co,  w,  x  ha  luogo  T  identità 

(3)  108  tì>^  +  u^  —  X*  =  0  , 

che  si  verifica  anche  subito  direttamente.  Abbiamo  dunque  la  formola 

m  i.  _  1  =  -  a  +  33t^-33i«-T^y^ xL 

^^  108t^(l+rV  108tì>'' 

Le  formolo  (2),  (4)  dimostrano  che  la  derivata  di  a 

dz 

diventa  infinitesima  del  secondo  ordine  ove  2^  =  0  e  del  primo  ove  x-^ 
e,  poiché  essa  è  infinita  del  quinto  ordine  ove  (o^O  e  del  terzo  per 
X  =  C30 ,  non  ha  altri  infinitesimi  che  quelli  indicati.  Ne  risulta,  a  meno 
di  un  fattore  costante  A: 

^  =  a5^* 

di  iif 
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Per  determinare  A,  si  osservi  che  dalla  (2)  segue 


T  =  0   ^  ' 


e  però  A  =  —  .  Si  ha  adunque 


(5) 


dz 1   X  w^' 


dT""27    co^    ' 

la  quale  forinola  si  constata  subito  direttamente,  osservando  F  identità 

.      d^      ^     dw       . 
dz  dv  ^ 


§.  357. 
Verifiche  relatiye  alla  rappresentazione  conforme. 

Ottenuta  la  formola  (2)  per  la  nostra  rappresentazione,  potremo  fa- 
cilmente verificare  che  essa  dà  la  rappresentazione  conforme  voluta. 

È  utile  per  ciò  premettere  le  considerazioni  seguenti.  La  rete  ettae- 
drica può  portarsi  a  coincidere  con  sé  medesima,  sovrapponendo  un 
triangolo  elementare  della  rete  ad  uno  qualunque  dei  23  triangoli  ad 
esso  congruenti.  Ciascuna  di  queste  rotazioni  della  sfera  complessa  in 
sé  medesima  è  analiticamente  rappresentata,  per  la  formola  di  Cayley 
(cap.  Ili,  I,  pag.  Ili),  da  una  sostituzione  lineare  sulla  variabile  com- 
plessa t.  Le  24  sostituzioni  lineari,  compresa  V  identità,  corrispondenti 
alle  rotazioni  che  riportano  in  sé  medesima  la  rete  ettaedrica,  formano 
evidentemente  un  gruppo;  questo  dicesi  il  gruppo  dell'ottaedro  (o  cubo). 
Determiniamo  in  primo  luogo  le  effettive  espressioni  delle  sostituzioni 

del  gruppo.  Osserviamo  anzitutto  la  rotazione  di  -  attorno  al  diametro 

dell'ottaedro  che  congiunge  i  punti  t  =  0,  t=  oo  (asse  polare);  essa  ha 
l'espressione 

t'  =  i  T 

e  ripetuta  dà  luogo  alle  4  sostituzioni  (compresa  l' identità)  : 
t'  =  i'-T  ,     (r  =  0,  1,  2,  3). 
Il  ribaltamento  dell'ottaedro  attorno  all'asse  06  permuta  fra  loro  i 
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punti  i:  =  0,  r=  00  e  lascia  fissi  i  due  punti  rss+l,  t»  -1;  esso  è  rap- 
presentato per  ciò  dalla  sostituzione 

la  quale,  combinata  coUe  quattro  precedenti,  dà  luogo  alle  8  sostituzioni 

t'  =  i't    ,      t'  =  ^(r  =  0,l,2,3), 
che  nel  gruppo  dell'ottaedro  formano  un  sottogruppo  (del  diedro).  Con- 

2  TZ 

sideriamo  poi  una  rotazione  d'ampiezza  -^  attorno  alla  congiungente 

ó 

ì  punti  medii  di  due  faccio  (parallele)  opposte  dell'ottaedro,  rotazione 
che  appartiene  evidentemente  al  gruppo.  Scegliamo  ad  esempio  quella 
rotazione  di  questa  specie,  che  scambia  fra  loro  ciclicamente  i  tre  yer- 
tici  dell'ottaedro 

1 +i  I—i 

t  ==  00     ,       T  =  ,       T  =  

V2  V2 

nell'ordine  indicato,  e  quindi  i  diametralmente  opposti 

l+i  — 1+i 

t=0,      T= ■ ,       t=  ■ . 

V2  V2 

Scrivendo  la  sua  espressione  analitica  secondo  la  formola  di  Cayley 


^'  =  1^7^.    ««o.f-pft>  =  i. 


troviamo  subito 


onde 


—  1   +*  n  i 


^,^(l+t)t  +  V2 


V2t  — (1— i) 
Combinando  questa  colle  8  precedenti,  si  hanno  le  24  sostìtozioni 
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del  gruppo  dell'ottaedro  sotto  la  forma  normale: 

^  V2t  — (1— i)  V2t  — (1+i) 

(l+i)t  +  V2  '  (1  — i)t  +  V2 

r  =  0  ,     1  ,     2  ,     3  . 

Verifichiamo  ora  direttamente  che  la  formola  (2)  ci  dà  la  rappre- 
sentazione conforme  domandata.  Per  ciò  osserviamo  in  primo  luogo  che 
questa  funzione  0  (t)  rimane  invariata,  effettuando  suirargomento  t  una 
qualunque  delle  24  sostituzioni  (6)  del  gruppo  dell'ottaedro  (^).  Ad  ogni 
valore  di  a  corrispondono  quindi  24  valori  di  t  legati  ad  uno  di  essi 
dalle  sostituzioni  (6)  del  gruppo;  la  funzione  algebrica  t  {a)^  i  cui  24 
rami  si  deducono  da  uno  fisso  colle  sostituzioni  lineari  (6),  prende,  se- 
condo Klein,  il  nome  di  immonàlUà  déU^oUaedro, 

Sul  contorno  di  ogni  triangolo  elementare  la  funzione  a  (t)  è  reale, 
il  che  basterà  verificare  per  un  determinato  triangolo,  sul  contorno  di 
ogni  altro  riprendendo  a  (t)  gli  stessi  valori.  Ora  sui  due  lati  rettilinei 
del  triangolo  fondamentale  T  coi  vertici  in 

(a)x  =  0.    .  =  ^.    .=:(v'2-l)L±Ì 
V^2  >/2 

a  (t)  è  evidentemente,  reale,  essendo  già  t^  reale.  Sul  terzo  lato  curvi- 

J'q 1 

lineo,  ;?(t)  prende  gli  stessi  valori  che  sul  lato  rettilineo  da  t  =  ^^ — 3— 

v/2 
a  t  a  1  del  triangolo  omologo,  coi  vertici  in 

Vs-l  -  1+i 

•  V2  V2 


(^)  Ciò  risulta  dal  calcolo  diretto,  la  proprietà  enunciata  essendo  evidente 
per  le  prime  8  sostituzioni  (6)  e  per  Taltra 

V2-(l-t) 

verificandosi  facilmente;  ma  risulta  anche  semplicemente  dall*osservare  che  le 
dette  sostituzioni  permutano  fra  loro  1  vertici  dell*ottaedro,  come  pure  i  punti 
medii  delle  faccio, 

18 
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e  però  è  ancora  reale.  Percorrendo  r  il  contorno  del  triangolo  T,  nel 
senso  positivo,  z  percorre  T  asse  reale  da  —  oo  a  -f-  qo  sempre  nello 
stesso  senso,  poiché  altrimenti  ad  un  valore  reale  di  e  corrispondereb- 
bero più  di  24  valori  per  t.  Facciamo  ora  muovere  r  nell'inferno  di  T; 
&  si  muoverà  nel!' iw^erno  di  uno  dei  due  semipiani,  e  poiché  inversa- 
mente ad  ogni  valore  di  z  corrisponde,  o  nel  triangolo  T,  o  nel  sao 
simmetrico  rapporto  all'asse  reale,  un  valore  di  t  <^),  si  vede  che  ad 
ogni  punto  z  in  quel  semipiano  E  corrisponde  un  punto  t  nel  triangolo  T. 

dz 

Poiché  inoltre,  per  la  (5),    w-  non  s'annulla  mai  né  diventa  infinita  in 

T,  salvo  nei  vertici,  si  vede  che  la  rappresentazione  di  T  sopra  E  è 
appunto  conforme  <*) . 


§.  358. 
Determinaiione  della  superficie  minima  di  Schwarx. 

Per  determinare  la  superficie  minima  di  Schwarz,  rimane  ora  da 
rappresentare  in  modo  conforme  il  triangolo  rettangolo  isoscele  hf\ 
(§.  354)  nel  piano  a  coir  ipotenusa  h  h  parallela  ad  uno  degli  assi,  sap- 
poniamo all'asse  reale,  sul  semipiano  positivo  £^,  in  guisa  che  si  abbia 

£P  =  0in6    ,      £f=lin/*    ,      ^=ooinA. 

La  nota  formola  di  Schwarz-Ghristoffel  per  la  rappresentazione  con- 
forme di  un  poligono  rettilineo  sopra  un  mezzo  piano  dà 


z^  (z-\) 

(y7    \  8 
^j  reale  positivo,  risulta 


(*)  Invero  dei  24  indici  di  x,  che  corrispondono  a  un  «valore  di  e,  se  ne  trova 
uno  in  ciascuno  dei  24  triangoli  congruenti  della  rete  ettaedrica. 

(')  Il  semipiano  E  è  quello  in  cui  il  coefficiente  dell*  immaginario  in  z  è 
positivo,  giacché,  percorrendo  l'asse  reale  da  — oo  a  +«  »  deve  restare  alla  sinistra. 
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essendo  A  reale;  dunque  (^) 

l^Y^iA" ^ .    «  =  Ae^*  f ^ 

La  funzione  F  (t)  di  Weìerstraaa  per  la  superficie  minima  di  Schwarz 
si  otterrà  dalla  formola 


F(x)=:i(^y=»:A*_i_/^V 


nella  quale,  sostituendo  a 


^'  *"i  'f 


i  loro  valori  in  funzione  di  i  dati  dalle  formolo  (2),  (4),  (5)  otteniamo, 
a  meno  di  un  fattore  costante  reale  (^,  che  influisce  solo  sulla  grandezza 
assoluta  della  superficie: 


tt>*      \/l  - 14  t*  +  X* 
La  superficie  mmma  di  Schware  è  dunque  domita  dotte  formole 

1-t»  e  t(i  +  x*) 


«  =  R  /    ■  —  dx    ,    y  =  R    /    ,  —dx, 

jVl-Ut^  +  x*  yVl-14t*  +  t» 

/2T<fe 
V/1-I4t*  + 


*-B ^ 


(*>  Ponendo  e3»t*,  si  ha 

dt 


r  dt 


8  =  2Ai 


'-.(5=) 


La  quadratura  porta  alle  funzioni  ellittiche  lemniscatiche  e  precisamente, 
nelle  notazioni  di  Weierstrass,  si  lia 

con  a  costante  reale,  gli  invarianti  g^^g^  di  p  avendo  i  valori 

yg 1 

W  Si  osservi,  che  se  x  percorre  il  tratto  rettilineo  da  t  a  0  a  x  = ,  sono 


reali  tanto  /~V  quanto  Vi -Ut* -fi»  . 
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Ed  ora  andremo  appunto  a  verificare  che,  se  manteniamo  T  indice  dì  : 
sulla  sfera  complessa  entro  uno  dei  6  quadrilateri  sferici  con  angoli  di 
120'',  che  corrispondono  alle  faccio  del  cubo  inscrìtto,  avremo  una  porzione 
di  superficie  minima,  limitata  a  quattro  spigoli  due  a  due  opposti  di  nn 
tetraedro  regolare. 

Il  terzo  integrale,  che  figura  nelle  formolo  (7),  si  riduce  subito  ad 
un  integrale  ellittico  (di  1/  specie)  colla  sostituzione 

gli  altri  due  sono  apparentemente  iperellittici,  ma  si  riducono  nnovam^te 
a  integrali  ellittici  con  convenienti  sostituzioni,  come  ora  vedremo. 

Conviene  anzi  tutto  per  ciò  girare  gli  assi  coordinati  attorno  all' asse  ^ 
di  45''  e  ciò  faremo,  sostituendo  a 

a?-y     a;  +  y 

V^2    '    v2 

nuovamente  ^,  y;  avremo  pel  tal  modo 

a:  =  R   /  — =-  -====:  dt  ,  y  =  R   /  ~^  7===:  dr  , 
J   \^  ^'l-Ui'-^^  J    \/2    v/l-14t*  +  t» 

/2'cdz 

Inoltre  fisseremo  che  t  si  muova  entro  il  quadrilatero  sferico  con  an- 
goli di  120®  che  ha  i  vertici  nei  punti  corrispondenti  ai  valori  di  t 

v/3-1     ,    , Villi      ,       V3-1       ,       iVinl 
V2  V2  V2  V2 

e  fisseremo  altresì  il  limite  inferiore  comune  dei  tre  integrali  nel  punto 

\/3-l 

c=  -  a= zr-  j 

V2 
talché  le  formolo  che  definiscono  la  porzione  di  superficie  minima,  sulla 
quale  dovremo  fare  le  indicate  verifiche  sono  le  seguenti: 

/ti— i        1  — it*  rtl+i        1+ir* 

..TT  ,/r=u7+?  "■"'"'Llf  vi^Ti^/^ 

Xt        2tdt      , 
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Converrà  nello  stesso  tempo  tener  presente  che,  avendo  rotato  attorno 
air  asse  e  di  45<^,  le  formolo  (5)  §.  340  (pag.  311)  danno  pei  coseni  di 
direzione  della  normale  alla  superficie 

T+To+Ì(t-To)  t-hTo-Ì(T-To)  t  Tp— 1 

(8^        X^     TU  ,     X  =     ,_  ,     Z  =  • 

V2(ttb  +  1)  V^2(Tto  +  l)  TTo  +  1 

Da  queste  formolo,  limitando  nel  modo  anzidetto  il  corso  di  t,  ogni  ambi- 
guità è  sparita,  se  fissiamo  il  valore  del  radicale  in  un  punto  e  noi,  ponendo 

Vi  — 14t*+t»' 

fisseremo  senz'altro  che  sia 

F(0)  =  +1. 

Notiamo  poi  che  gli  8  punti  di  diramazione  del  radicale  essendo  nei 

vertici  del  cubo 

±a  ,    ±--  ,    ita  ,    ±-  , 
•  a  a 

basterà  eseguire  nel  piano  complesso  t  quattro  tagli  da  a  fino  ad  -  , 

li                                               i 
da  —  a  fino  a ,  da  i  a  fino  a  -  e  infine  da  —  ia  fino  a e 


a 


a 
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nel  piano  così  tagliato  la  F(t)  diventerà  una  funzione  continua  e  mono-     | 

droma,  dappertutto  finita  salvo  che  agli  8  punti  indicati. 

i 

! 
§.  859.  I 

Verificbe  relative  al  contorno. 

Cominciamo  le  nostre  verifiche  dal  ricercare  le  linee,  che  corrispon- 
dono sulla  porzione  di  superficie  minima  considerata  alleasse  reale  ed 
immaginario  del  piano  r  ed  alle  loro  bisettrici. 

1.^  Indichiamo  con  p  una  variabile  reale;  avremo  lungo  Tasse  reale 


indi 
(9) 


i:  =  p  ,    — a<p:^a, 

^  =  -^P(l-p')F(p)(ip  ,     y=-^  p(l-p*)F(p)dp. 
V2j— a  V2j— a 

z^    p2pF(p)do, 

e  però 

D'altronde,  lungo  questa  linea,  si  ha  per  le  (8*) 

X-Y  =  0; 

dunque:  U  piano  x^y  taglia  normalmente  S,  cioè  è  un  piano  di  simme- 
tria per  2. 

2.®  Lungo  r  asse  immaginario  è 

t  =  i  p    ,    dc=^idp 

e  indicando  con  Xq,  y^  z^  i  valori  di  rv,  y,  j?  in  t  =  0,  mentre  r  percorre 
Tasse  immaginario,  avremo 

/  x-x,=  ^  Al-p«)F(p)di> 

1  rp 

(9*)  (  y-yo= — -/    (1— p")F(p)     -a^p^a 

z  —  0^  =—    r2p.F{p)dp 
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e  però 

iz?  +  y  =  ajo  +  yo . 

Lungo  questa  linea  di  S,  è.  per  le  (8*),  X  -f-  T  =  0,  cioè  il  piano 
^  -{-  y  =  a^o  +  yo  è  piano  di  simmetrìa  per  S. 

3.<^  Lungo  la  bisettrice  delF  angolo  formato  dalle  direzioni  positive 
degli  assi,  si  ha 

intendendo  per  V^^il  valore 
e  risolta  quindi 


^0 


vr+u?+?  •  '="  ■  '=' 


per  p  compreso  fra  —  a  e  +  a.  Il  punto  corrispondente  sulla  superficie 
descrìve  un  tratto  rettilineo  parallelo  all'asse  Oa^. 
4.®  Lungo  la  seconda  bisettrice  si  ha 

I  —  i 


i  =  \-trj    ,     V-*  = 


V2    ■ 
Ìndi 

rp    (l-p')dp 

e  il  punto  {x,  y,  jgr)  descrìve  un  tratto  rettilineo  parallelo  all'asse  Oy.  La 
porzione  S  di  superficie  minima  possiede  adunque  intanto  i  due  piani 
dì  simmetria 

x  —  y  =  0    ,    a?  +  y  =  iKo  +  yo 

e  due  assi  di  simmetria,  che  àono  le  parallele  condotte  per  (Xo,  yo,  ^o) 
agli  assi  Ox,  Oy. 
Poniamo 

A»  ^  r(l-pOF(o)dp  =  -l=  r(l-p')F(p)dp  , 
V2J-a  v/2-/0 

B=    /     2pF(p)dp=-    ApF(p)dp, 
•/-a  Jo 
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ed  avremo 

^  =  yo  =  A    ,    -0^0  =  B . 

Risulterà  poi  dal  seguente  §:  B=— A;  per  ora  osserTiamo  cht 
le  (9),  (9*)  permettono  di  calcolare  i  valori  di  x,  y,  z  ai  quattro  veitic; 
a,  h,  Cy  d  in  funzione  di  A,  B.  Designando  questi  valori  coli'  apposizioiìe 
degli  indici  a,  b,  e,  dy  troviamo  infatti 

/  aJa  =  2  A  ,  ya  =  2  A  ,  ^^  =  0 

l  a;^  =  2  A  ,  y^  =  0      ,  £?,,  =  2  E 

(1<^)  ^  ru,  =  0  ,  yo  =  0      ,  £^.  =  0 

«d  =  0  ,  yd  =  2  A  ,  j?d  =  2  B . 

§.  360. 

Bidiudone  a  integrali  éllittid. 

Come  abbiamo  avvertito,  i  due  primi  integrali  nelle  formole  (8) 
si  possono  ridurre  essi  pure  ellittici  e  precisamente,  come  ora  vedremo, 
alla  forma  stessa  del  terzo.  Osserviamo  per  ciò  dapprima  in  generale 
che  il  differenziale 

a  +  ftt  +  cT* 

Vi  — 14t*+T» 

essendo  a,  6,  e  costanti,  ove  si  operi  una  delle  24  sostituzioni 

del  gruppo  delF  ottaedro  (§.  357),  si  trasforma  nel  differenziale  omologo 

Vl-14t'*+t^ 

dove  il  polinomio  a'  +6'  t'+<?'  ^>  eguagliato  a  zero,  ha  per  radici  i  valori 
di  t"  che  corrispondono,  secondo  la  sostituzione  eseguita,  alle  radici  di 

a  +  6t4-(jt*  =  0. 

Ora  nei  due  differenziali 

/-.        1— it»        ,  -        l  +  it*        , 

>/l  — 14t*+x«  yi_i4t*  +  t» 

le  radici  dei  numeratori,  eguagliati  a  zero,  sono  in  ciascuno  gli  indici  di 
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due  vertici  opposti  dell'ottaedro  che,  con  convenienti  sostituzioni  del 
gruppo  deir ottaedro,  possiamo  trasportare  in  0,  oo,onde  il  primo  e 
secondo  integrale  nelle  (8)  si  ridurranno  (salvo  un  fattore)  al  terzo. 
Scegliamo  per  prima  sostituzione  quella  che  produce  sui  vertici  dell'ot- 
taedro le  permutazioni  circolari 

(o,-VT,-v/^)  ,   (co,  Vi  ,  V^)  <*» 

e  per  la  seconda  T  inversa  di  questa.  Avremo  per  la  prima  sostituzione 

^_Vi  t  —  yj-i 

e  quindi  per  la  seconda 

(11*)  t  =  ^L_l_,,.=  v 3L_. 

r — \-t  r  —  v* 

Per  queste  rispettive  sostituzioni  risulta,  eseguendo  il  calcolo: 

/-T     (l~ÌT*)d[T      _        2zdi' 

V -*  —  

Vi— 14t*+t«        V'I— 14t'N-t'« 


Vi  — 14t^  +  t«       Vi— l^t^'Ht"" 

ove  soltanto  rimarrà  ben  da  fissare  quale  è  il  ramo  del  radicale  da  sce- 
gliersi nel  secondo  membro. 

Se  r indice  di r  resta,  come  sopra,  nel  quadrilatero  ah  e  d,  gli  indici 
di  z\  t^'  si  muoveranno  rispettivamente  nei  quadrilateri  adiacenti  cdd^  c\ 
e  b  6V  (fig.  10*).  Avendo  ora  F  (x"),  F  (t")  il  significato  preciso  del  §  358 
importa  decidere  quale  è  il  segno  da  scegliersi  nelle  formolo 

(   y/^(l— Ìt*)F(t)dr=±2T'F(T')eÌT' 

(a)  ^     

(  v/i  (l+it*)F(t)dr  =  ±2t^F(OÉZt". 


(1) 


3*  intende  sempre  che  V^ ,  V~i  abbiano  i  significati 


V2  Va 
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Basta  per  ciò  osservare  quello  che  accade  nell' intorno  del 
V  =  0,  trascurando  le  potenze  superiori  di  t.  Abbiamo 

t  =  0        ,        t'  =  — v/T 
F(0)  =  +  1    .    F(-n/^=  +  |(») 

*'  =  — 2»*, 
onde  risulta 

^~i  (1  — it*)F(t)  dc=-  V^  <Jt 

Similmente 

t^=_V^    ,    F(0  =  +r   .    <it"  =  2i* 

Vi  (  1  +  i  t*)  F  (t)  dt  =  VT  rfr 

2T"F(t'0*  =  — Vi  *, 

e  però  in  ambedue  le  forinole  vale  il  segno  inferiore.  Le  formole  (8), 
che  definiscono  £,  possono  quindi  scriversi  nel  modo  seguente: 


(12) 


2t'F(t)dr,     y=  — R   I     2r''F(r")it, 
•a  ./—a 

^  =  R  /    2tF(T)*, 

OYe  s' intende  che  z  si  muova  entro  il  quadrilatero  ah  ed,  partendo  dai 
punto  e,  e  t',  t"  seguano  i  cammini  corrispondenti  nei  quadrilateri  adia- 
centi ce  i à  ,  ce'  Vh. 

Indicando  con  i\,  t"o  le  coniugate  di  t',  t",  scriviamo  le  (12)  così: 

/  A'  rt'o 

a?=-/    t'F(tO(it'-   /    t'oFo(t'o)dt'o 
(12*)  »=  -  /    t"F(r")  rft«  -   /  '^oFoCt^o)*?**. 

r  =    /    r  F  (t)  efc  +    /   'ioF,(t,)*o  • 


W  E  invero  sul  tratto  rettilineo  da  0  a  —V  t' ,  F  (t)  è  sempre  reale  e  non 
8*  annulla. 
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Possiamo  ora  vedere  facilmente  quale  è  il  contorno  di  2,  corrispon- 
dente al  contorno  ab  ed  del  quadrilatero,  in  cui  si  muove  t.  E  infatti, 
se  X  descrìve  il  tratto  e  6,  vediamo  che 

to  -  .  .  .  descrive  ed 
'i ed 

t'o ^ 

t" e? 

t"o e?  . 

Ora  F  (t)  è  puramente  immaginario  lungo  ed  e  però  daUe  (12*)  risulta 

y  =  0,    a:  +  j9  =  0    lungo  e  6  . 
Similmente  si  vede  che  si  ha 

^  =  0,    y  +  jer  =  0    lungo  e  d  . 

I  due  tratti  corrispondenti  del  contomo  di  2l  sono  dunque  due  segmenti 
rettilinei  d'uguale  lunghezza,  inclinati  Tuno  sull'altro  di  60^ 

Basta  ora  riferirsi  alle  proprietà  di  simmetria  osservate  al  §.  359, 
per  concluderne  che  il  contorno  di  S  è  formato  da  quattro  segmenti 
rettilinei  d'eguale  lunghezza,  inclinati  ciascuno  sui  due  adiacenti  di  60^ 
Inoltre  segue  dal  numero  citato  che  £  contiene  altre  due  rette,  cioè  le 
congiungenti  i  punti  medii  dei  lati  opposti  ;  queste  sono  normali  fra  loro 
e  si  tagliano  nel  centro  del  tetraedro  regolare.  Poiché  inoltre,  per  quanto 
precede,  si  ha: 

iP6  +  ^&  =  0  ,   yd  +  ^d  =  0  , 

dalle  (10)  risulta,  come  si  era  affermato: 

.    B  =  - A  ; 

la  lunghezza  l  degli  spigoli  del  tetraedro  è  quindi  data  da 

Z  =  2  A  V  2  . 
U  integrale 

2tF(t)*, 


dal  quale  dipende  la  nostra  superficie,  colla  sostituzione 
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si  riduce  all'integrale  ellittico 

dt 


J2-V3V1-I4 


ovvero 


J2-V3 


—14^  +  ^ 
dt 


V[(2_V3)'— ^]  [(2+V3)*-^]  * 

che  definisce  t  come  funzione  ellittica  di  u  col  modulo 

h  =  (2-V3)»  ; 
invero  risulta  _ 

t  =  (2— V3)  sn  [(2+V3)  u  +  K]  . 

§.  361. 
Gontinnazione  analitica  della  superficie  di  Schwarx. 

Introducendo  così  nelle  (12)  le  funzioni  ellittiche,  possono  studiarsi 
varie  interessanti  questioni  relative  alla  superficie  minima  di  Schwarz,  in 
particolare  quelle  che  ne  riguardano  la  continuazione  analitica.  Noi  riman- 
diamo per  questo  studio  alla  memoria  di  Schwarz,  dalla  quale  abbiamo 
tolto  gli  sviluppi  precedenti  (^),  e  qui  ci  limitiamo  soltanto  a  constatare 
come  i  teoremi  di  simmetria  relativi  alle  superficie  minime,  insieme  a  con- 
siderazioni elementari  sui  gruppi  di  movimenti,  permettano  di  seguire  la 
continuazione  analitica,  in  particolare  di  osservare  la  tripla  periodicità 
della  superficie  di  Schwarz  nelle  direzioni  dei  tre  assi  coordinati. 

La  continuazione  analìtica  di  £  si  ottiene  ribaltando  successivamente 
£  attorno  a  ciascuno  dei  suoi  lati,  e  medesimamente  operando  sulle  por- 
zioni contigue  ottenute. 

Ora,  proponendoci  di  studiare  la  costituzione  del  gruppo  G  di  mori- 
menti  dello  spazio,  che  lascia  invariata,  nella  sua  totalità,  la  superficie  di 
Schwarz,  osserviamo  che  per  ogni  tale  movimento  la  porzione  fondamen- 
tale £  andrà  in  una  congruente  V,  alla  quale  possiamo  pure  arrivare  per 
successivi  ribaltamenti  attorno  ai  lati  di  porzioni  congruenti  a  S,  via  yi& 
contigue.  Per  ciò  il  movimento  più  generale  del  gruppo  6,  che  porta  l 


W  BesUmmung  einer  specieUen  Minimalfldche,  Werke,  Band.  I,  pag.  6,  ss. 
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in  S',  si  ottiene  combinando  il  movimento  ottenuto  per  gli  indicati  ribal- 
tamenti con  un  movimento  che  trasforma  1  in  sé  medesima.  Questi  ultimi 
movimenti  sono  evidentemente  (oltre  l'identità)  tre  soltanto  e  cioè  i  ribal- 
tamenti attorno  alle  tre  congiungeiiti  i  punti  medii  delle  costole  opposte 
del  tetraedro  regolare  da  cui  siamo  partiti. 

Ricordiamo  ora  che  due  movimenti  dello  spazio  A,  B  si  compongono 
in  un  terzo  movimento,  che  indichiamo  con 

AB, 

ponendo  a  sinistra  quello  eseguito  prima.  Se  con  A"^  indichiamo  il  movi- 
mento inverso  di  A,  il  movimento 

B'  =  A-^BA 

dicesi  il  trasformato  di  B  per  meeeo  di  A  e,  secondo  un  teorema  di  Jordan, 
esso  non  è  altro  che  il  movimento  stesso  B,  eseguito  attorno  air  asse, 
in  cui  si  trasporta  Tasse  centrale  di  B  pel  movimento  A. 

Il  gruppo  G  si  genera  adunque,  combinando  i  ribaltamenti  elementari 
attorno  ai  lati  del  quadrilatero,  che  limita  2,  coi  tre  ribaltamenti  sopra 
indicati.  Una  proprietà  essenziale  di  questo  gruppo,  che  ora  andremo  a 
riiscontrare,  è  quella  di  essere  disconùmm,  cioè  di  non  contenere  movi- 
menti infinitesimi  (^) .  Esso  contiene,  come  sottogruppo  invariante  d'indice 
24,  un  gruppo  di  traslazioni,  generato  da  tre  traslazioni  elementari  di 
eguale  ampiezza  secondo  tre  direzioni  ortogonali. 

Prendiamo  il  quadrilatero  fondamentale  ab  e  dy  appunto  orientato 


(')  Jordan.  —  Sur  les  groupes  de  mouvements  (Annali  di  matematica,  serie 
n,  t.  n,  pag.  167). 

Bicordiamo  brevemente  la  dimostrazione  di  questo  teorema  essenziale  pel 
nostro  scopo.  —  Sia  r  Tasse  centrale  di  A,  r*  quello  di  B  ed  r"  la  posizione  che 
f^  acquista,  dopo  eseguito  A.  Essendo  P  un  punto  qualunque  dello  spazio,  P  la 
nuova  posizione  di  P  dopo  eseguito  A,  e  Q  il  punto  ove  P  si  trasporta  pel  mo- 
vimento B,  osserviamo  Tefifetto  di  A-^  B  A  sopra  F  che  è  evidentemente  un  punto 
arbitrario  dello  spazio.  Pel  movimento  A"^  B  il  punto  F  si  trasporta  in  Q  e  se 
consideriamo  i  due  punti  P,  Q  e  Tasse  r',  vediamo  che  A  trasporta  P  in  F,  r* 
in  r"  e  Q  in  un  punto  Q*  che  giace  rapporto  a  F,  r"  come  Q  rapporto  a  P,  r*. 
Ora  si  passa  da  P  a  Q  col  movimento  elicoidale  B  attorno  alleasse  centrale  r*  e 
però  lo  stesso  movimento,  eseguito  attorno  a  r",  trasporta  F  in  Q*. 

(S)  I  gruppi  discontinui  di  movimenti  sono  stati  studiati  da  Schdnfliess 
{Maih.  Annalm,  Bd.  28,  29). 
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come  risultava  nel  §  359,  talché  ponendo 

A;  =  2A=  --2B, 
per  le  coordinate  dei  vertici  avremo 

a  =  (i,i,0),    6  =  (t,0,  — i)  ,     c  =  (0,0,0),     (i  =  (0,t, -t). 

Numerando  poi  i  lati  ab,  he,  ed,  da  successivamente  con  1,  2,  3,  4, 
indichiamo  con  Si,  S«,  S3,  S4  i  movimenti  dello  spazio  che  consistono  in 
un  ribaltamento  attorno  ai  lati  1,  2,  3,  4.  Di  più  indichiamo  con  Ss,  Si 
i  rispettivi  ribaltamenti  attorno  alle  congiungenti  i  punti  medi!  dei  lati 
opposti  ab,  ed,  e  ad,  bc  del  quadrilatero,  infine  con  S7  il  ribaltamento 
che  risulta  dal  combinare  S5,  S«,  ribaltamento  che  avviene  attorno  alla 
congiungente  i  punti  medii  dei  due  spigoli  soppressi  ac,  bd  del  tetraedro. 


l 


Pio.  11.* 
Le  sostituzioni  elementari  del  gruppo  0  saranno  appunto 

Si  ,  Sf  ,  S3  ,   S4  ,  S5  ,  Se  ,  S7 

e,  per  le  loro  espressioni  analitiche,  troveremo 

&i)  af  =  2k  —  x  ,  ^  =  J  +  i9  ,  5^=  — t4-y 

St)af=  —  z  ,  t/=-  —  y  ,  sl=—x 

Ss)  af  =  —  x  ,  ^  ^  —  e  ,  sfz=z  —  y 

&^s{  =  k  +  z  ,  y'  =  2*— y,  y  =  -i+a? 

Ss)  x=x  ,  ì/  =  k  —  y  y  /=  —  k  —  0 

Se)  af  =  k  —  x  ,  ì/  =  y  ,  y=— ifc  — 0 

^)(xf  =  k  —  x  ,  i{  =  k  —  y  ,  /  =  j0^    , 
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dove  ogni  yolta,  x,  y,  z  indicando  le  coordinate  di  an  punto  P  qualunque 
dello  spazio,  con  vS.jf,»  si  denotano  quelle  del  punto  P',  in  cui  va  P 
dopo  il  corrispondente  movimento. 

Ciò  premesso,  consideriamo  i  due  movimenti  del  gruppo  G: 

T  =  S3  Si  05    ,       X  =  S2  S4  Sa  ; 
per  le  loro  espressioni  analitiche  troviamo 

T  =  83  Si  Ss)    a:'  =  a;  -f  2  *  ,    y'  =  y  ,    d  =  z 

r=S,S4Se)    a!  =  x  ,j/  =  y-h2i,y  =  ier, 

onde  si  vede  che  T,  T  sono  due  traslazioni  d' ampiezza  2  "k  parallele 
rispettivamente  agli  assi  Oj?,  Oy.  Formiamo  inoltre  la  sostituzione  (a 
periodo  3) 

U  =  SiS»)    af  =  h  —  y,    ^=  —  Tc  —  z,    •  =  :»  — 2* 
e  la  sua  inversa 

U'  =  SjSi)    a?'  =  2*  +  £f,    ^^h  —  x,    sl=—Tt—y, 
e  trasformiamo  T  per  mezzo  di  U,  cioè  consideriamo  il  movimento 

r  =  u-'Tu. 

Vediamo  che  T*  ha  P  espressione 

r)a^  =  a?,    !/  =  y,    ^  =  0  +  2*, 

cioè  Y'  è  una  traslazione  della  medesima  ampiezza  2  %  parallela  alleasse 
delle  z.  Le  tre  traslazioni  T,  T,  T"  generano  il  gruppo  di  traslasAm% 
che  indicheremo  con  F,  le  cui  operazioni  hanno  la  forma  generale 

a^  =  a?  +  2mft,    ^  =  y  +  2n*,    /  =  ^  +  2jpJ, 

dove  m,  n,  j?  sono  numeri  interi  qualunque  positivi  o  negativi. 

Il  gruppo  r  è  evidentemente  un  sottogruppo  di  G;  di  più  esso  è  vnvor 
riante  in  G,  cioè  permutabile  con  tutte  le  operazioni  di  G,  il  che  si 
constata  subito  osservando  che  ciascuna  delle  operazioni  elementari 

Si  ,   Ss  ,  •  •  •  •  S7 

di  G  trasforma  una  traslazione  di  F  in  un'altra  traslazione  di  F. 
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§.  362. 
Diacontìnuìtà  dd  gruppo  G  della  superficie  di  Schwan. 

Vogliamo  ora  dimostrare  che  F  indice  di  F  rapporto  a  6  è  finito  e 
precisamente  eguale  a  24,  dopo  di  che  la  discontinuità  di  6  sarà  ac- 
certata. 

Per  ciò  introduciamo,  per  brevità  di  linguaggio,  alcune  denomina- 
zioni ;  diciamo  che  due  operazioni  A,  B  di  G  sono  equivalenH  rapporto 

a  r,  se  si  ha 

A  =  B^  , 
indi 

B  =  Ars 

essendo  t  una  traslazione  in  F,  e  per  significare  questa  equivalenza 

scriviamo 

A  =  B  . 

Ora  osserviamo  che,  se  fra  quattro  movimenti  di  6  hanno  luogo  le 
relazioni  d'equivalenza 

A  =  B    ,      A'  =  B'  , 

per  la  permutabilità  di  F  con  ogni  operazione  di  G,  risulterà 

AA'  =  BB'  . 

Ciò  premesso,  e  posto  come  sopra 

U  =  Si  S,    ,      U-'  =  S,  Si  , 

consideriamo  le  12  operazioni  di  G 

Ìl      ,    Sr         ,    Se         f     Sj 
U     ,    S5U     ,    SeU     ,    StU 
u-^ ,   S5  u-^   Se  u-^ ,   s,  u-^ 

due  qualunque  delle  quali  non  seno  equivalenti  rapporto  a  I ,  come  d 
accertiamo  costruendo  le  loro  espressioni  effettive,  che  sono  le  seguenti: 


1)   «'-a; 

.  y'  =  y       ,   *^  =  * 

S,)  i>f  =  x 

,    i/  =  Tt-y     ,    ^=-A-* 

S,)     3f  =  li-X 

,    y'=y        ,    y=-*-« 

S,)  a^  =  i-» 

,    ìf  =  Tc-y    ,    li  ==^  z 
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V)af^k-y 

,    y«  -h-e  ,    /«.  -2*+« 

S,U)aJ'  =  y 

,    y(  =  8        ,    /=-2h+x 

S,U)aJ'  =  *-y 

,     ]/   =  g           ,      t^m-i-X 

STU)a^  =  y 

,    t/"  -h-g  ,    y^-i-a? 

U-')a/=r2*+» 

,    y^h-x,    é^'-k-y 

SkU-»):^=»t-* 

,    ff  =  h-x,    /=-2ft+y 

s.u-')*'=*-« 

,    j^  =  a:       ,    *'=-ft-y 

S,tJ-')a/  =  2*+« 

,    y'  ==  «       ,    «'=-2*+y 

Al  contrario,  se  componiamo  due  qualnnqne  delle  12  operazioni  di 
questa  tabella,  il  loro  prodotto  risulta  equivalente  ad  una  delle  12  ope- 
razioni stesse,  tìtb  che  si  vede  semplicemente  osservando  le  equivalenze 
elementari: 

US5    =SeU      ,     tJSe=STU      ,     US7   3S5tT 

Ora  r  operazione  S2  di  0  non  ha  la  sua  equivalente  nel  quadro  supe- 
riore e  però,  costruendo  le  12  operazioni  di  6 

/  Sg         ,     S5  St  ,,     Se  S»  ,87  S» 

p)  JuS,    ,    S5US,     ,    S.US,     ,    S7US, 

(u-^S.  ,    SjU-^S,  ,    SaU-^S,  ,    S7U-*St, 

esse  non  saranno  equivalenti  fra  loro  né  con  le  12  a),  mentre  il  prodotto 
dì  una  a)  per  una  p)  è  equivalente  ad  una  p)  e  il  prodotto  di  due  p) 
ad  una  a),  come  risulta  dalle  equivalenze  elementari 

Sj  S5  ==  ^  Sf  y     S2  Sa  =  Se  Sf  ,     Sg  U  •=■  yj"  0%  • 

Ogni  operazione  di  G  è  equivalente  ad  una  (ed  una  sola)  delle  24  ope- 
razioni a),  p).  Per  dimostrarlo,  basta  provare  la  cosa  per  le  sostituzioni 
elementari  di  G;  ora  si  ha 

Si  =  U  Sj  ,    Ss  ^=  S5  U  St  ,    S4  ==  Se  Sg , 

ciò  che  prova  la  proprietà  enunciata. 

Ogni  sostituzione  di  G  si  ottiene  quindi  prendendo  una  delle  24 
sostituzioni  a),  p)  e  aggiungendo  ai  secondi  membri  della  sua  espressione 

S4 
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analitica  multipli  arbitrarti  di  2  X;.  Così  adunque  è  dimostrato  il  teorema 
enunciato  : 

B  gruppo  di  mavimentì  0  è  discontinuo  e  contiene  come  sottogruppo 
invariante  (f  indice  24  il  gruppo  di  tradatfioni  F. 

§.  363. 
La  saperflcie  completa  di  Schwars. 

Conosciuta  per  tal  modo  la  costituzione  del  gruppo  O  di  movi- 
menti, che  lasciano  invariata  la  superficie  di  Schwarz,  è  facile  formarsi 
un'  idea  del  modo  come  la  primitiva  porzione  I  si  continua  analiticamente 
dando  luogo  air  intera  superficie  di  Schwarz.  Questa  ammette,  come  si  è 
visto,  tre  traslazioni  elementari  in  sé  medesima  nel  senso  delle  tre  con- 
giungenti i  punti  medii  di  due  costole  opposte  nel  tetraedro  regolare  pri- 
mitivo, e  di  ampiezza  eguale  al  doppio  di  questa  minima  distanza  h  fra 
due  costole  opposte.  Immaginando  lo  spazio  diviso  in  infinite  celle  cubiche 
contigue  di  lato  =  2  A;,  è  chiaro  che  basterà  conoscere  della  superficie  di 
Schwarz  la  porzione  compresa  entro  uno  di  questi  cubi,  in  ogni  altro  cubo 
essendovi  una  porzione  della  superficie  congruente  per  traslazione  alla 
iniziale. 

Consideriamo,  come  cubo  iniziale,  quello  compreso  fra  i  quattro  piani 

x  =  ±ìc    ,    y  =  ±k    ,    0  =  ±k. 
Il  tetraedro  regolare,  coi  vertici  nei  punti  (§.  361) 
(?  =  (0,0,0),    a  =  (kh,0)    ,    6  =  (*,0,— ft),    (l=(0,*,-l), 
ha  i  tre  vertici  a,  6,  d  nei  punti  medii  delle  costole  del  cubo,  concorrenti 
nel  vertice  (*,  k,  —  k)  di  questo,  e  il  quarto  vertice  e  nel  centro  del  cubo 
stesso.  Soppressi  i  due  spigoli  ca,  bd  del  tetraedro,  consideriamo  la  por- 
zione 1  di  superficie  di  Schwarz  limitata  al  quadrilatero abcd.  Ribaltiamo 
S  attorno  al  lato  ed  in  £i,  indi  £i  attorno  alla  nuova  posizione  ài  caia 
Is,  indi  £,  attorno  alla  nuova  posizione  di  ed  e  cosi  di  seguito.  Otteniamo 
così  6  porzioni  di  superficie  di  Schwarz  (S  compresa)  interne  al  cubo, 
tutte  fra  loro  congruenti  che  si  riuniscono  attorno  al  vertice  comune  e, 
ove  hanno  lo  stesso  piano  tangente,  mentre  gli  altri  loro  vertici  sono  tutti 
in  punti  medii  delle  costole  del  cubo  <^).  Gli  eflfettivi  valori  delle  coor- 


(*)  Per  riconoscere  chiaramente  le  circostanze  geometriche  indicate  nel  testo, 
sarà  utile  al  lettore  un  modello  solido  degli  spigoli  del  cubo,  nel  quale  mediante 
fili  si  potranno  inserire  i  6  quadrilateri^  che  limitano  le  porzioni  considerate 
della  superficie  di  Schwarz. 
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dinate  dei  vertici  di  queste  6  porzioni  sono  i  seguenti: 


2)  (0,0,0)    ., 

,     {i.0-k) 

,    {Jc.Jc,0) 

(0,*.-*) 

S.)  (0.0,0)    , 

,     (-*,*.  0) 

.    (-k.0,-*)  , 

(0,  *.  -*) 

£^(0,0,0)   , 

,     (-*.*.  0) 

,    (0,*,*) 

(-*.o,*) 

2.)  (0,0,0)    , 

,   (o,-*.ft) 

,   (-*,-*,o)  , 

(r-k,0,lc) 

so  (0.0,0)    , 

.    (0,-A,ft) 

.   (*.o.ft) 

(ft,-*.o) 

2»)  (0,0,0)     , 

,     {h,0,-Jc) 

.     (0.-*,-^)'  , 

(*,-*.  0). 

Ora,  se  si  prende  uno  qualunque  dei  6  quadrilateri  curvi  £<,  la  sua 
continuazione  analitica  lungo  un  lato  uscente  da  ^  è  evidentemente  fra 
le  2  stesse;  la  continuazione  analitica  di  £{  lungo  un  lato  uscente  dal 
vertice  opposto  a  e,  si  ottiene  invece  per  traslazione  d'ampiezza  2  A?  da 
una  delle  altre  6  porzioni  £<.  Per  verificarlo  basterà  considerare  la  por- 
zione I,  le  altre  5  trovandosi  nelle  medesime  condizioni.  Il  ribaltamento 
di  £  attorno  ad  ab  dà  in  effetto  la  porzione  ^i  traslata  di  2  A;  nel  senso 
dell'asse  delle  a;  e  il  ribaltamento  di  I  attorno  ad  ad  dà  medesimamente 
la  porzione  Is.  traslata  di  2k  parallelamente  air  asse  delle  y. 

Così  adunque  Finterà  regione  di  superficie  di  Schwarz  intema  al  cubo 
è  formata  dalle  6  porzioni  li  ;  indi  la  superficie  si  riproduce  periodica- 
mente negli  altri  cubi,  diffondendosi  regolarmente  per  tutto  lo  spazio. 

§.  364. 
La  superficie  coniugata  in  applicabilità. 

Diciamo  ora  brevemente  della  superficie  coniugata  in  applicabilità, 
egualmente  considerata  da  Schwarz,  che  gode  anch'essa  di  proprietà 
notevoli,  affatto  analoghe  a  quelle  della  superficie  studiata  nei  paragrafi 
precedenti  <*).  In  particolare  vedremo  che  anche  questa  nuova  super- 
ficie minima  S'  si  divide  in  infiniti  quadrilateri  curvi  congruenti,  a 
contorno  rettilineo,  e  in  ogni  porzione  finita  dello  spazio  entra  soltanto 
un  numero  finito  di  questi  quadrilateri.  Consideriamo  sulla  superficie  S 
primitiva  due  dei  quadrilateri  curvi  adiacenti  a  uno  spigolo  A  B;  i  quattro 
piani  di  simmetria  dei  due  quadrilateri  limitano  sull'esagono  formato 
dalla  loro  riunione  un  nuovo  quadrilatero,  i  cui  lati  sono  archi  di  geo- 


<*)  Le  sue  equazioni  si  ottengono  dalle  (8Ì  §  358  prendendo  degli  integrali  nei 
secondi  membri  i  coefficienti  dell'immaginario  anziché  le  parti  reali. 
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detiche  piane  di  eguale  lunghezza  e  i  cui  angoli  sono  di  60*  per  due 
vertici  opposti  e  di  90®  per  gli  altri  due.  Ora  sulla  superficie  S'  coniugata 
in  applicabilità  questo  quadrilatero  si  muta  in  un  quadrilatero  a  contomo 
rettilineo  e  però:  La  superficie  minima  8'  contiene  if^niti  quadrilateri 
curvi  a  contorno  rettilineo,  i  cui  lati  Jumno  eguale  lungheasa,  con  due 
angeli  di  60^  in  due  vertici  opposti  e  gli  altri  due  di  90^  (^). 

Partendo  da  questa  osservazione,  possiamo,  affatto  analogamente  come 
nei  paragrafi  precedenti,  determinare  il  gruppo  di  movimenti  dello  spazio, 
che  riproduce  la  superficie  S'  e  studiare  quindi  la  continuazione  analitica 
di  ogni  quadrilatero  curvo  di  S\ 

Sia  A  B  G  D  un  tale  quadrilatero,  gli  angoli  in  A,  C  essendo  di  60" 
e  quelli  in  B,  D  di  90®,  e  numerando  i  lati  A  B,  B  C,  C  D,  D  A  con  1, 2, 3, 4. 
indichiamo  con 

Si    ,    Sf    ,    S»    ,    S4 

i  ribaltamenti  attorno  a  questi  rispettivi  lati. 

Combinando  questi  movimenti  elementari,  possiamo  passare  da  questo 
quadrilatero  ad  ogni  altro  sulla  superficie.  Per  avere  le  operazioni  ele- 
mentari del  gruppo  G,  che  lascia  invariata  la  superficie,  basterà  dunque 
associarvi  i  movimenti,  che  lasciano  invariato  il  quadrilatero  A  B  C  D. 

Ora  questi  consistono  soltanto  nel  ribaltamento  attorno  alla  conginn- 
gente  i  punti  medii  di  A  C,  B  D,  ribaltamento  che  indicheremo  con  S5. 

Se  con  Tzyj2  indichiamo  la  lunghezza  comune  dei  quattro  spigoli, 
si  vedrà  subito  che,  situando  convenientemente  il  quadrilatero  A  B  G  D 
rispetto  agli  assi,  per  le  coordinate  dei  vertici  si  avranno  le  espressioni 

A  =  (0,0,0)  ,    B  =  (i,0,i)  ,     G  =  (0,0,2*)  ,    D  =  (0,*,t). 

Ne  segue  che  le  operazioni  elementari  del  gruppo  G  sono  rappresen- 
tate analiticamente  dalle  formolo: 

Si)  a^  =  if  ,  y^=  -y  ,  y  =  aj 

SO  a<  =  2t-^  ,  ì/^-y  ,  if  =  2h-x 

S,)a^«-a?  ,  y"  =  2t-*  ,  y  =  2*-y 

S4)  0^=  -a?  ,  y'  =  ^  ,  sf  =  y 

S^)  sif  =  y  ,  ^  =  x  ,  y  =  2*-«. 


(^)  Per  ottenere  un  tale  quadrilatero,  basta  riunire  due  fietccie  di  un  ottaedro 
regolare  addenti  per  uno  spigolo  e  sopprimere  lo  spigolo  comune. 
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Be  si  osservano  poi  le  relazioni 

S5  bj  05  =  S4     y     05  Sa  Ss  =  Si  f 

si  vede  che:  L'méero  gruppo  Q  si  genera  eóUe  tre  80sHtt$ìri(m  dementari 
Si,  St,  Sb. 

Ora  consideriamo  le  due  sostituzioni  di  G 

H  ==»  S5  Si    ,    K  =  Si  St , 

che  hanno  le  espressioni  analitiche 

H)a?'=24-0,    i/-"X    ,    y  =  y 
K}af  =  z  ,    y"  = -a?    ,    sf  =  2h-y; 

le  loro  terze  potenze  sono  le  traslazioni 

'K!)  !xf  =  2Jc'{-x    ,    y'=  -2ft+y    ,     /  =  2*+j0^. 

La  trasformata  di  IP  per  mezzo  di  Ss  è  la  nuova  traslazione 

S2IPS,)  j/  =  2A;+a;    ,    j/  =  2*+y     ,     y=-2ft+if 

e  combinando  questa  colle  precedenti,  si  vede  che  esistono  in  G  le  due 
traslazioni 

^'  =  ^  ,    ^^  =  ^+4*,    d  =  Q, 

Inoltre  la  trasformata  di  E'  per  Si  essendo 

Si  B?  Si  ,    a^  =  2  ft+a?  ,    j/  =  2  i+y  ,    /  =  2  ft+^er  , 
risulta  che  anche  la  traslazione 

appartiene  a  6. 

Dunque  il  gruppo  6  contiene  tutte  le  traslazioni  della  forma 

a/  =  a:+2wi,    ^=y+2ni,    y  =  ier+2pi, 

dove  m,  n,  p  sono  numeri  interi  tutti  pari  o  tutti  dispari,  soggetti  cioè 
alla  condizione 

m  ^n^p  (mod  2)  . 

Le  traslazioni  della  forma  precedente  formano  evidentemente  un  sot- 
togruppo r  di  6,  e,  come  ora  vedremo,  in  G  non  vi  sono  altre  trasla- 
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zioni  ^^K  Intanto  yerìfichiamo  facilmente  che  E  è  invariante  in  6,  poiché 
le  operazioni  elementari  Si,  Ss,  S5  di  G  trasformano  F  in  sé  medesimo. 
Come  al  §.  362,  ripartiamo  le  operazioni  di  G  in  classi  di  operazioni 
equivalenti  rispetto  a  F.  Se  poniamo 

Se  =  Sj  Si  , 

le  tre  sostituzioni  Si,  S9,  Se  coir  identità  formano  un  gruppo  quadrinoado 
(Vìerergruppe).  Ponendo  poi 


U  =  84  s. . 

U-'  =  Si 

s. , 

e  costruendo  le  24  operazioni 

/  1        .    8, 

8. 

8. 

U       ,    S.U      , 

S.U      , 

8,U 

U-'     .    SxU-'    , 

8,U-'    , 

S.U-' 

1      Ss   ,    Si  S5      , 

8.85      , 

8.  85 

[  U  Ss  .   s.  u  s. , 

8.  U  85  , 

8,  US, 

\  US,  ,    81  US,, 

8,  U  8,  , 

8,  US, 

si  vedrà  che  esse  formano  un  sistema  completo  di  operazioni  non  equi- 
valenti rispetto  a  F,  onde  risulta: 

Il  gruppo  G  contiene  come  sottogruppo  invernante  cF  indice  24  U  gruppo 
di  traslazioni  F. 

In  particolare  ne  risulta  la  discontinuità  del  gruppo  G,  quindi  la 
proprietà  della  superficie  minima  S'  di  diffondersi  regolarmente,  in  modo 
triplamente  periodico,  nello  spazio. 

§.  365. 

Variazione  seconda  di  nn  pezzo  di  snperflde  minima. 

Chiuderemo  questi  studi  sulle  superficie  d'area  minima,  ritornando 
al  problema  di  minimo  da  cui  siamo  partiti,  per  far  conoscere  nei  loro 
tratti  fondamentali  le  importanti  ricerche  di  Schwarz  sidla  variaeUme 


W  Per  traslazioni  elementari  di  F  possono  prendersi  evidentemente  le  tre 
sedenti  : 

sc!  =  x+2k  ,    i/  =  y+2k  ,    s^  =  z+2k  . 
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seconda  dell'area  di  un  pezzo  di  superficie  minima (^),  dalle  quali  risulta 
in  particolare  che  se  una  superficie  ha  in  ogni  punto  nulla  la  somma 
dei  raggi  principali  di  curvatura,  ogni  sua  porzione  convenientemente 
ristretta  gode,  rispetto  al  contorno  mantenuto  fisso,  della  proprietà  di 
minimo  che  ha  servito  a  definirla. 

Essendo  S  una  superficie  minima,  riferita  alle  sue  linee  di  curvatura 
u,  v,  sia 

il  suo  elemento  lineare,  indi 

efo^  =  1  {df^+d^ 

quello  della  sfera  rappresentativa,  e 

ì  suoi  raggi  principali  di  curvatura. 

Consideriamo  una  porzione  di  S  limitata  ad  un  contorno  G  e  una 
superficie  S' infinitamente  vicina  a  S,  limitata  allo  stesso  contorno.  Sopra 
ogni  normale  di  S  la  S'  staccherà  un  segmento  infinitesimo  che  indi- 
cheremo con 

essendo  e  una  costante  infinitesima  e  ^  una  funzione  di  u,  t? ,  che  riter- 
remo finita  e  continua  insieme  alle  sue  derivate  parziali  prime  in  tutta 
la  porzione  di  S  considerata  e  assoggettata  soltanto  ad  annullarsi  lungo 
il  contomo  C. 

Paragoniamo  Tarea  di  S  racchiusa  da  C  con  quella  corrispondente 
di  S^  tenendo  conto  soltanto  dei  termini  colla  prima  e  seconda  potenza 
di  6.  Per  le  coordinate  x\  y\  si  del  punto  F  di  S',  corrispondente  a  un 
punto  P  di  S,  abbiamo  evidentemente 

a^^aJ  +  etfX,    !/=y  +  e(fY,    £^  =  ^  +  s  tf  Z  . 


Calcolando  i  coefficienti  KF,  G'  dell'elemento  lineare  di  S', 
yando  le  formolo 

esser- 

ax 
a«  ~ 

1  die 

"  X  aw 

ax 
'  a»~' 

1  da; 

X  a»' 

(*)  Werke  Bd.  I,  pag.  151  ss. 
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ottoDiamo 


^..j.+..j+4|+..g 


du  dv 


onde 


La  differenza  8  S  »  S'  -  S  delle  due  aree  è  data  quindi,  a  meno  di 
infinitesimi  d'ordine  superiore  al  2.^,  da 

l'integrale  doppio  essendo  esteso  alla  regione  di  S  considerata»  o,.ciò 
che  è  lo  stesso,  alla  regione  sferica  corrispondente.  È  questa  la  forma 
data  da  Schwarz  alla  variazione  (seconda)  dell'area  di  una  superficie  mi- 
nima, dalla  quale  si  traggono,  mediante  alcune  considerazioni  ausiliarie, 
le  notevoli  conseguenze  che  passiamo  ad  esporre. 


§.  366. 
Proprietà  effettìTft  di  minimo. 

Consideriamo  un'altra  superficie  minima  arbitraria,  che  si  fapda  cor- 
rispondere a  S  per  parallelismo  delle  normali  e  sia  £  la  regione  di 
questa  nuova  superficie  corrispondente  a  quella  considerata  di  S  ;  le  due 
regioni  sono  per  conseguenza  rappresentate  sulla  medesima  regione  della 
sfera,  che  indicheremo  con  a.  Se  W.  indica  la  distanza,  del  piano  taa- 
gente  a  £  dall'origine,  W  è  una  soluzione  dell'equazione  (I,  pag.  174) 

(14)  A',  W  +  2  W  =  0  , 

essendo  A's  W  il  parametro  differenziale  secondo  di  W  calcolato  per  l'ele- 
mento lineare  sferico. 

Supponiamo  ora  che  questa  soluzione  W  dell'equazione  (14),  ossia 
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noa  si  aiiiiaUi  in  nessun  puato  della  regione  sferica  a  né  al  contorno, 
il  che  equivale  a  dire  che  nessun  piano  tangente  in  un  punto  della  re- 
gione S  passi  per  Torigine.  Potremo  porre  allora  la  quantità  sotto  il 
segno  integrale  nella  (13)  sotto  la  forma: 

[duj  '^\9v)  \    ~\\du    W  duj   '^[dv     W  dvj 

'^  du\w  du)'^  dv\w  dvj' 

talché  r  integrale  (13)  si  scinderà  in  tre  parti,  delle  quali  le  due  ultime 
sono  identicamente  nulle,  come  si  vede  integrando  per  parti  e  ricordando 
che  ^  al  contomo  si  annulla.  Resta  adunque 

e  poiché,  per  qualsiasi  scelta  della  funzione  (p,  V  integrale  del  secondo 
membro  risulta  essenzialmente  positivo  (^),  ne  segue  che  ogni  superficie 
S'  infinitamente  vicina  a  S  e  limitata  al  medesimo  contomo  ha  effetti- 
vamente un'area  maggiore  di  S.  Possiamo  enunciare  questo  risultato 
sotto  la  forma  data  da  Schwarz  : 

Una  poraione  di  superficie  a  curvatura  media  nuUa  possiede  eertamenée 
Varca  minima  fra  tutte  le  superficie  mfinitamente  vicine  ad  essa,  limitate 
al  medesimo  contomo,  se  esiste  una  porzione  M  di  superficie  détta  stessa 
specie  corrispondente  per  paràUdismo  ddle  normali  alla  primitiva  e  tale 
che  nessun  piano  tangente  in  punti  di  M  passi  per  un  punto  fissato  netto 
spasio. 

In  particolare,  se  per  la  nuova  superficie  minima  si  prende  la  su- 
perficie stessa,  si  vede  che  la  porzione  considerata  di  S  godrà  effetti- 
vamente della  proprietà  di  mìnimo  se,  guardata  da  un  punto  conveniente 
dello  spazio,  presenterà  per  contorno  apparente  una  linea  tutta  estema 
alla  regione  considerata. 

Riferendoci  invece  alla  rappresentazione  sferica  o,  potremo  dire  che 
la  proprietà  di  minimo  avrà  sicuramente  luogo  se  esiste  una  soluzione  W 


(^>  -h'  integrale  potrebbe  infatti  soltanto  annullarsi  per 
(j>  =r  e  W    (e  costante)  ; 
ma  allora  ^  non  si  annullerebbe  al  contomo. 
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della  (14*)  positiva  in  tutta  la  regione  a,  incluso  il  contorno.  Ora,  osser- 
vando p.  e.  che  della  (14*)  sono  soluzioni  particolari 

X  ,    Y  ,    Z  , 

vediamo  in  particolare  che  se  la  regione  cj  è  tutta  interna  a  una  mezza 
sfera,  la  condizione  precedente  è  soddisfatta  e  conseguentemente  ogni 
regione  di  superficie  a  curvatura  media  nulla,  la  cui  immagine  sferica 
sia  intema  a  una  metà  dalla  sfera,  godrà  della  proprietà  del  minimo 
di  area. 

Osserviamo  in  fine  che  della  (14*)  si  può  dare  l'integrale  generale, 
introducendo  la  variabile  complessa 

sulla  sfera  (§.  340),  dopo  di  che  essa  prende  la  forma 

MM  ?!Z  _L  ^  a         8W         _ 

^^^^  da'  "^  a?»  "^  (a«  +  p*  +  1)«  ~  ^  • 

Ora,  essendo  W  la  distanza  del  piano  tangente  di  una  superficie  mi- 
nima dairorigine,  supponendo  espresse  le  coordinate  del  punto  di  con- 
tatto colle  formolo  (11)  §.  341  di  Weierstrass,  e  calcolando 

W  =  Xa;-|-  Yy  fZ^r  , 

troveremo  per  l'integrale  generale  della  (15),  omettendo  il  fattore  nu- 
merico 2: 

W  =  R 


^W-,TTT^» 


ove  f(x)  indica  una  funzione  arbitraria  della  variabile  complessa  t. 


Capitolo  XXIV. 


Le  superficie  pseadosferìche  e  la  trasfonoazione  di  Bàcldond 


Problema  di  Canohy  per  le  superficie  a  corvatura  costante.  —•  Esistenxa  della  superficie 
pseudosferioa  con  dae  assegnate  linee  assintotiohe  di  diverso  sistema.  —  Deformasioni 
di  nna  superficie  pseudosferioa  con  un'  assintotica  rigida.  —  Le  congruenze  pseudosferiche 
e  la  trasformazione  di  Bftcklund.  —  La  trasformazione  complementare.  —  Deformazioni 
infinitesime  delle  due  falde  di  una  congruenza  pseudosferica.  —  Le  evolute  delle  super- 
ficie pseudosferiche.  —  Il  problema  di  Tcheb  johef  e  le  reti  corrispondenti  sulle  superficie 
a  curvatura  costante.  —  Movimenti  delle  reti  sulla  superficie  nei  quali  ogni  punto  si 
trasporta  a  distanza  geodetica  costante.  —  Nuova  interpretazione  geometrica  della 
trasformazione  di  BScklund  e  conseguenze.  —  Teorema  di  permutabilità  per  le  trasfor- 
mazioni di  BScklund  e  sue  applicazioni.  —  Superficie  complementari  delle  superficie 
pseudosferiche  di  rotazione  e  delle  superficie  d' Enneper.  —  Composizione  di  due  trasfor- 
mazioni (reali)  opposte  di  Bftcklund.  —  Relazione  colle  superficie  applicabili  sulla  loga- 
ritmica di  rotazione  e  sul  catenoide  accorciato.  —  La  trasformazione  di  Lie  e  le  sue 
relazioni  colle  trasformazioni  complementari  e  di  BScklund. 

§.  367. 
n  problema  di  Oauchy  per  le  superficie  a  curvatura  costante. 

Volgendoci  ora  allo  studio  delle  superficie  a  curvatura  costante, 
cominciamo  da  alcune  osservazioni  generali  relative  al  problema  di  Gauchy, 
cioè  al  problema  di  determinare  una  tale  superficie,  assegnata  che  ne 
sia  una  striscia  analUicai^K 

Se  con  £f  =  jsf{x,  y)  indichiamo  V  equazione  ordinaria  della  superficie, 
e  adottiamo  per  le  derivate  parziali  di  z  le  consuete  notazioni  di  Monge, 
per  esprimere  che  la  curvatura  della  superficie  è  la  costante  E  abbiamo 
(I,  pag.  144)  r  equazione  del  secondo  ordine 

(1)'  rt^^  =  K{\+p'  +  ^'. 

Assegnare  una  curva  G  per  la  quale  la  superficie  S  debba  passare 
e  lungo  di  essa  i  piani  tangenti  equivale  a  dare  lungo  G 

a?,  yy  ^,  i?,  2 

come  funzioni,  che  si  suppongono  analitiche,  di  un  parametro,  p.  e.  del- 
l'arco 5  di  G. 

(^)  Cf.  al  §  347  la  trattazione  del  problema  analogo  per  le  superficie  minime. 
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I  teoremi  generali  di  Gauchy  (^)  assicurano  che  esiste  una  ed  una 
sola  soluzione  analitica  della  (1),  che  soddisfa  alle  condizioni  iniziali 
imposte,  salvo  il  caso  eccezionale  in  cui  lungo  G  risulti 

(2)  dir  rfj?  +  dfy  dg  =  0 . 

Ora  questa  esprime  che  le  normali  assegnate  lungo  C  coincidono 
colle  binormali  della  curva  stessa,  come  si  vede  osservando  che  ritenendo 
per  la  curva  G  le  solite  notazioni  si  ha 

pa  +  ?P  — T==0 
e  questa  dififerenziata,  con  riguardo  alla  (2),  dà 

JP€  +  «T1  — C  =  0. 

Abbiamo  dunque  intanto  il  risultato: 

Esiste  una  ed  una  scia  superficie  analUica  colia  cwrvatwra  eosktnie 
assegnata  E,  che  contiene  una  striscia  analitica  prosata  ad  arhUrio.  Fa 
eccezione  il  caso  in  cui  i  piani  tangenti  della  striscia  coincidono  coi  piani 
osculatori  della  curva. 

Esaminiamo  ora  il  caso  escluso.  La  teoria  generale  ci  dice  allora 
che  il  problema  proposto  è  impossibile  se  insieme  alla  (2)  non  sussiste 
Taltra 

dpdq  —  K(l'\'P*  +  g^*dxdy  =  0\ 

che  per  la  (2)  stessa  equivale  alla 

(3)  def  +  K(l+p'  +  (zTi^  =  0, 

ed  è  invece  indeterminato  se  sussistono  insieme  la  (2)  e  la  (3).  Se  E 
è  positiva,  la  (3)  è  manifestamente  assurda,  come  risulta  anche  geome- 
tricamente dair  osservare  che,  per  le  condizioni  del  problema,  la  curva  G 
dovrebbe  risultare  un' assintotica  della  superficie. 
Quando  E  è  negativa,  poniamo 

la  (3)  esprime  che  la  torsione  della  curva  G  deve  essere  costante  =  :5^ , 
come  risulta  altresì  dal  teorema  d'Enneper.  Essendo  infatti 

P -,   a ^, 


(*)  Vedi  p.  e.  Gk)URSAT.  LeQons  sur  les  équatUms  aux  derivées  parOMes,  pag.  ! 
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differenziando,  col  tener  conto  delle  formolo  di  Frenet,  si  trova  appunto 
dalla  (3) 

1  —  1 

Volendo  occuparci  nel  presente  capitolo  particolarmente  delle  super- 
ficie pseudosferiche,  comincieremo  dal  precisare  in  questo  caso  il  grado 
d'indeterminazione  del  problema,  dimostrando  che  si  può  assegnare 
ancora  ad  arbitrio  una  seconda  linea  assintotica  dell'altro  sistema. 

§.  368. 
Superficie  pseudosferiche  con  due  assegnate  assintotiche. 

Il  teorema  ora  accennato  fu  già  indicato  da  Lie  nelle  sue  ricerche 
sulle  superficie  pseudosferìchè  e  formulato  poi  da  Backlund  che  ne  ha 
dato  altresì  una  dimostrazione  fondata  su  considerazioni  infinitesimali  ^^K 
Precisando  anche  i  segni  delle  torsioni,  il  teorema  si  enuncia: 

DcUe  due  curve  C,  Qf  con  torsiani  costanti  eguali  e  di  segno  contrario^ 
che  escono  da  un  medesimo  punto  dello  spaj9Ìo  avendovi  lo  stesso  piano 
osculatore,  ma  tangenti  distinte,  esiste  una  superficie  pseudosferica  di  raggio 
eguale  ed  raggio  comune  di  torsione,  che  contiene  C,  C  come  curve  as- 
sintotiche. 

Facendp  per  semplicità  il  raggio  R  delle  superficie  pseudosferìchè  »  1, 
ricordiamo  (§.  76,  I,  pag.  161)  che  F  elemento  lineare  della  superficie 
pseudosferica  riferita  alle  assintotiche  a,  p  assume  la  forma 

(4)  &•  =  <fci*  +  2  cos  fi>  eia  dp  +  rf3* , 

dove  la  funzione  a>  (a,  p)  soddisfa  air  equazione  a  derivate  parziali 

e  viceversa  ad  ogni  soluzione  a>  della  (5)  conrisponde  una  superficie 
pseudosferica  determinata. 

Ora  osserviamo  che  le  curvature  geodetiche  —  ,  —  delle  linee  as- 
po   Pp 

sintetiche  a,  p,  le  quali  coincidono  salvo  il  segno  colle  curvature  assolute, 

sono  date,  per  la  forma  (4)  dell'elemento  lineare,  dalle  formolo: 

1  3tìy     ^ diù 

p^~'"ap  '  pp~     3a  ' 


W  Om,  ytor  ecc.  pag.  19. 
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Se  supponiamo  che  le  assintotiche  assegnate  G,  (T  siano  rìspettiTa- 
mente  le  p  =  0  ,  a  ==  0 ,  l' assegnare  queste  assintotiche,  cioè  il  loro 
raggio  di  prima  curvatura  in  funzione  dell'arco,  equivarrà  a  dare 


\3ajp  =  o 


in  funzione  di  ot,  e 


in  funzione  di  3-  Poiché  inoltre  conosciamo  il  valore  iniziale  (Aq  di  (o 
per  a  =  p  =  0  ,  sarà  nota  o)  tanto  lungo  la  p  =  0 ,  che  lungo  la  a  =  0. 
Dovendo  poi  co  soddisfare  alla  (5),  vediamo  che  il  teorema  enunciato 
equivale,  mutate  le  notazioni,  al  seguente  teorema  d'analisi: 
V  equazione  a  derivale  parziali 

ammette  una  soluzione  z^  che  per  y=zO  si  riduce  ad  una  funzione  data 
(f  (x)  della  Xy  e  per  x  =  0  ad  una  funzione  data  ^  (y)  della  y,  supposto 

Dimostreremo  questo  teorema  adoperando  il  metodo  delle  approssi- 
mazioni successive  di  Picard,  raggiungendo  così  una  generalità  molto 
maggiore  di  quella  che  consentirebbero  i  metodi  generali,  nei  quali  si 
presuppongono  funzioni  analitiche.  Ci  basterà  infatti  supporre  che  le 
funzioni  7  (x),  ']>  (y),  arbitrariamente  date,  siano  finite  e  continue  ed 
ammettano  derivate  prime  '/(a?),  ^'(y)  pure  finite  e  continue. 

§.  369. 
Applicaxione  d«l  metodo  delle  approsBimazioni  succesàye. 

Dimostreremo  l'esistenza  della  soluzione  cercata  z  in  un  campo  qua- 
lunque finito  per  le  due  variabili  indipendenti  x,  y,  nel  quale  le  condizioni 
enunciate  per  cp  {x),  ']>  (y)  siano  soddisfatte. 

Prendiamo  dapprima  la  funzione 

z,^'f{x)  +  ^(y)^r^  (0)  =  T  {x)  +  ^})(y)-'j»  (0)  , 
che  soddisfa  alle  condizioni  iniziali 

(^1)  y-O  =  ?  (X)  ,       (eO  a.-o  =  *  (y)  , 
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ed  inoltre  alla  equazione 

dxdy 

Indi  costruiamo  la  funzione  0^  che  soddisfa  alle  medesime  condizioni 
iniziali  ed  alla  equazione 

avremo 


=  ^1  +   /      /    seuzidxdy  . 


Poi  da  01  deduciamo  nel  medesimo  modo  una  nuova  funzione 


r^  ry 

^8  =  ^1  f   /      /    sen  0%dxdy  , 
^0  •^'0 


che  soddisfa  alle  condizioni  iniziali  ed  alla  equazione 

Cosi  continuiamo  indefinitamente,  costruendo  la  serie  infinita  di  funzioni 
(a)  ^1 ,  ^t ,  ^  .  .  .  .  5h  .  .  .  .     , 

ove  il  termine  generale 

rx  ry 
^n  =  ^1  +  /      /    sen  0^1  dxdy  , 


soddisfa  alle  condizioni  iniziali  ed  airequazione 
(p)  ||  =  8enir^.  . 

Ora  asseriamo  che:  La  serie 

(7)  jS  =  01+  O^i-Zi)    +  {02-0t)   +    .    .    .     -f   i^n-^f^l)   +    .    .    . 

converge  in  egucd  grado  m  ogni  campo  finito  per  x,  y  e  rappresenta  la 
sdtmone  cercata  ddla  (6). 

Per  dimostrarlo  cominciamo  dalPosservare  che  essendo  |senje^i|<;i, 
si  ha 

(t)  \s^t  —  ey\<\xy\  . 
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Ora 

e  poìehè 


-'i'f'M^H'P)'''" 


mentre  per  la  (y) 

-(^■)<^. 

avremo 

w      i^-^i<j^'"jri''||.,i.fa*<±i|. 

In  generale,  se  si  suppone  verificata  la  diseguaglianza 


(1  .  2  .  .  .  (n  -  1))*  • 
si  avrà 


--'•-XT""('"^)""('"^)'^* 

1         ri*i  ri»!,    ,  , 


e  però 

cioè 

(1  .  2  .  3  .  •  .  n)«  * 

dunque  la  diseguaglianza  (e)  sussiste  in  generale. 

Dopo  ciò  la  convergenza  in  egual  grado  della  serie  (7)  risulta  eyi- 
dente  dal  confronto  colla  serie 

^  +  (TT2p  +  (1.2.  3)*  +  "  "^  (1  .  2  .  3  .  .  «y  "^  •  •  • 

Ora,  la  somma  dei  primi  n  termini  della  (7)  essendo  jer^,  possiamo 
dire  che  £r^ ,  al  crescere  di  n,  converge  in  egual  grado  per  tutti  1  ponti 
del  campo  verso  a.  La  funzione  a,  sempre  finita  e  continua,  soddisfa 
alle  condizioni  iniziali 

resta  a  provare  che  soddisfa  la  (6).  Ora  ciascun  termine  della  serie  (7) 
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ammette  la  derivata  seconda  rapporto  ad  rr,  y  e,  a  causa  della  (^),  là  serie 
deUe  derivate  è 

(8)   sen  iri+(8eii  jst  -  seni^O+Cseii^s  -  sen  ih)  + .  .+(seii  a^  -  sen  jer^i)  +  . . . 

La  somma  dei  primi  n  termini  di  questa  è  sen  0n,  ed  al  crescere  di  n 
all'infinito  converge  in  egucìl  grado  verso  sen  z,  come  z^  verso  e.  La  (8) 
è  dunque  alla  sua  volta  convergente  in  egual  grado  e  la  sua  somma  è 
sen  e.  Dunque  la  funzione  z  rappresentata  dalla  (7)  ammette  la  derivata 
seconda  mista  e  si  ha 

TT-TT  =  sen  2? .  e.  d.  d. 
cxdy 

§.  370. 
Caso  analitico. 

Col  metodo  delle  approssimazioni  successive  abbiamo  riconosciuta 
resistenza  di  una  superficie  pseudosferica  con  due  assegnate  assintotiche 
in  un  caso  di  grande  generalità.  Però  non  possiamo  assicurare  che  la 
soluzione  trovata  sia  l'unica  possibile  del  problema. 

Ma  poniamoci  ora  nel  caso  consueto  della  teoria  delle  equazioni  a 
derivate  parziali  del  secondo  ordine,  cioè  nel  caso  analitico,  e  dimo- 
striamo il  teorema: 

Se  le  due  curve  assintotiche  assegnate  C,  G^  sono  analìtiche,  vi  ha  una 
ed  una  scìa  superficie  pseudosferica  anaUtica  che  le  contiene. 

Supponiamo  infatti  che,  essendo  «p  {x\  ^  (y)  funzioni  analitiche  asse- 
gnate di  ic, y,.cioè  sviluppabili  in  serie  di  Taylor  per  potenze  di  a?,  y 
rispettivamente,  sia  e  una  soluzione  analitica  della  equazione 

•     3^  =  ^^^"' 
che  soddisfi  alle  condizioni  iniziali 

z  =  ^(x)    per y  =  0 
^  =  'j,  (y)    per  a;  =  0 . 

Queste  condizioni  iniziali,  insieme  colla  ^-^  =  sen  -f  e  le  equazioni 

che  ne  provengono  per  successiva  derivazione,  determinano  completa- 
mente, nel  punto  iniziale  x  =  0 ,  y  =  0 ,  i  valori  di  tutte  le  derivate 

3"*+^jg 
3rr  3y*  ' 

26 
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e  risultano  quindi  determinati  in  modo  unico  tutti  i  coefficienti  a».,»  dello 
sviluppo  di  0 

0...4O     0    ..« 

(2)  »=2    2«<».-«'"!'" 

per  serie  doppia  di  Taylor.  Ciò  dimostra  intanto  T  unicità  della  soluzione 
analitica  z,  supposta  esistente.  Ma  viceversa,  determinati  i  coefficienti 
a«,„  nel  modo  ricorrente  anzidetto,  un  teorema  generale  di  Goursat  <^^ 
ci  assicura  che  la  serie  costruita  è  convergente  in  un  certo  campo  finite, 
onde  risulta  la  verità  della  proposizione  ^^L 

Nel  caso  speciale  nostro  possiamo  raggiungere  più  semplicemente 
lo  scopo  paragonando  T  equazione  proposta 


^0 

=  sen  £f 


dx  dy 


con  quella  di  Liouville 


(t)  ^'  =  /ir_L  v^«  » 


— —  ==p' 
dxdy 

il  cui  integrale  generale  è  notoriamente  dato  da 

(X  +  Y)' 

essendo  X,  Y  funzioni  arbitrarie  di  x,  y  rispettivamente. 

Per  fissare  le  idee  si  supponga  cheifo  =  ?  (0)  =  ^^)  sia  positivo;  se 
si  costruiscono  i  due  sviluppi  in  serie  (Q)  per  la  proposta  e  per  l'equa- 
zione di  Liouville,  si  vede  subito  che  i  coefficienti  a',^,^  per  la  seconda 
sono  tutti  positivi  e  si  ha 

Ma  il  secondo  sviluppo  è  convergente,  perchè  dalla  forma  esplicita  (t) 
dell'integrale  generale  dell'equazione  di  Liouville  risulta  direttamente 
l'esistenza  dell'integrale  regolare  cercato;  dunque  anche  l'altro  sviluppo 
è  convergente  e.  d.  d. 


<*)  Vedi  Legons  sur  V  integration  des  équaHom  aux  dérivées  partieUes  du 
secmd  ordre,  T.  I  pag.  184  (§.  82). 

(')  Nella  prima  edizione  del  presente  libro,  come  pure  nella  traduzione 
tedesca,  l'esistenza  deUa  soluzione  analitica  si  conclude  dal  metodo  stesso  delie 
approssimazioni  successive.  Al  rigore  della  dimostrazione  manca  la  prova  della 
convergenza  in  egual  grado  dei  corrispondenti  sviluppi  in  un  campo  complesso 
per  X,  y. 
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Un  caso  particolare  merita  speciale  attenzione.  Supponiamo  che  le 
funzioni  assegnate  f  (x),  ^  (y)  si  riducano  alla  medesima  costante  a.  Allora 
si  vede  facilmente  che  sono  nulle,  per  a?  =  0,  y  =  0,  tutte  le  derivate 

quando  w  4=  n,  e  per  ciò  0  è  funzione  del  prodotto  x  y.  Posto 

x^xy  ,    0  =  f{i), 

abbiamo  per  f(i)  l'equazione  differenziale  ordinaria  del  2.''  ordine 

tf +r  =  senA 

che  possiede  dunque  uno  ed  un  solo  integrale  regolare  nell'intorno 
di  T  =  0,  che  nel  punto  si  riduce  ad  un  valore  prefissato  /i.  Quale  è  il 
significato  geometrico  di  questa  soluzione?  Se  si  ricordano  le  osserva- 
zioni al  §.  368,  si  vede  subito  che  le  due  assintotiche  assegnate  C,  C  si 
riducono  in  questo  caso  a  due  rette  che  s'incrociano,  onde  risulta:  Due 
rette  che  si  tagliano  individuano  una  ed  una  sola  superficie  pseudosferica 
analitica  che  le  contiene.  Queste  singolari  superficie  pseudosferìche  dipen- 
dono da  una  costante  arbitraria,  l'angolo  delle  due  rette. 

§.  371. 
Deformajdoni  con  un'assintotica  rigida. 

Applichiamo  il  teorema  generale  dimostrato  nei  §§.  precedenti  a  veri- 
ficare per  le  superficie  pseudosferiche  la  proprietà  generale  indicata  alla 
fine  del  §.  110  (I,  pag.  243),  secondo  la  quale  la  superficie,  supposta  fles- 
sìbile ed  inestendibile,  può  deformarsi  ancora  in  infiniti  modi  mantenendo 
rigida  una  linea  assintotica. 

Sulla  superficie  pseudosferica  S,  individuata  dalle  due  assintotiche 
C,  C  e  colla  forma  (4)  dell'elemento  lineare,  consideriamo  un  sistema 
di  linee  geodetiche  parallele  (nel  senso  non  euclideo)  spiccate  dai  punti 
della  assintotica  C,  la  cui  equazione  sia  ^  ==  0.  Applicando  le  formolo 
(e)  §.  182  (I,  pag.  406)  ed  indicando  con  9  l'angolo  d'inclinazione  di 
queste  geodetiche  sulla  p  =  0,  avremo  lungo  questa  curva  C  la  formola 

-y  =  sene, 
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ossia 

(10)  ^=-.i-.8en9, 

'  da  Pq 

essendo  -  la  ciu'vatura  geodetica  (od  assoluta)  della  linea  C.  Viceversa, 

Po 

se  6  soddisfa  la  (10),  le  geodetiche  uscenti  dai  punti  della  p  =  0,  nella 
direzione  assegnata  da  6,  saranno  parallele. 

Ciò  posto,  tengasi  fìssa  la  G  e  si  faccia  variare  C  ad  arbitrio:  la 

funzione  dì  a  data  da  —  rimarrà  sempre  la  stessa,  e  per  ciò  si  soddisferà 

Po 

alla  (10)  conservando  a  6  il  medesimo  valore.  Dunque  per  due  diverse 

configurazioni  S,  S'  della  superficie  pseudosferica  la  stessa  funzione  6 

definirà  per  Tuna  e  per  l'altra  superficie  un  sistema  di  geodetiche 

parallele.  Applicando  la  S  sulla  S' in  guisa  da  sovrapporre  i  due  sistemi 

di  geodetiche  parallele  considerati  ed  un  punto  della  p  =»  0  sopra  S  al 

corrispondente  della  p  =  0  sopra  S',  si  vede  subito  che  l'intera  assin- 

totica  p  =  0  dell'una  si  sovrapporrà  alla  p  =  0  dell'altra.  Ne  concia- 

diamo:  Le  defomumani  di  una  superficie  pseudosferica  S,  per  le  quali 

resta  rigida  un' assintoéica  C,  si  ottengono  semplicemente  quando  dette 

due  assintotiche  C,  C  che  individuano  la  superficie,  si  tenga  fissa  laC  e 

si  faccia  variare  arbitrariamente  di  forma  la  seconda  C.  Conformemente 

alla  teoria  generale,  vediamo  che  queste  deformazioni  dipendono  da  una 

funzione  arbitraria,  dalla  flessione  di  C  alla  quale  è  da  aggiungersi, 

come  costante  arbitraria,  l'angolo  wo  sotto  cui  C,  C  s'incontrano. 

9(0 
Osserviamo  ancora  che,  tenendo  fisso  %,  non  solo  ^  ma  w  stesso 

non  varierà  lungo  G;  e  siccome  i  raggi  principali  di  curvatura  della 
superficie  sono 

(0  (0 

tgg,   -cotg  , 

vediamo  che:  Uria  superficie  pseudosferica  può  deformarsi  ancora  in  infir 
niH  modi  restcmdo  rigida  un' assintotica  e  lungo  di  essa  conservando 
invariati  i  raggi  principali  di  curvatura. 

Sitomando  alle  deformazioni  generali  che  lasciano  rìgida  un'assin- 
totica,  vediamo  che  una  tale  deformazione  è  definita  se  si  assegna  sulla 
superficie  S  una  curva  T,  uscente  da  un  punto  di  C,  che  dopo  la  defor- 
mazione debba  trasformarsi  in  assintotica  V.  Conosceremo  infatti  di  F" 
la  flessione,  che  eguaglia  la  curvatura  geodetica  di  F  e  la  torsione 
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come  ss  —1.  È  chiaro  inversamente  che  questa  curva  F  può  darsi  ad  ar- 
bitrio. In  particolare  se  la  F  è  un  circolo  geodetico  dopo  la  deformazione 
che  la  rende  assintotica  diventerà  un'elica  circolare;  più  in  particolare 
ancora  se  F  è  geodetica,  dopo  la  deformazione  si  rettìfica. 

In  fine  osserviamo  la  facile  conseguenza  delle  considerazioni  prece- 
denti: IVacciate  ad  arbìtrio  suUa  superficie  pseudosferica  due  curve  uscenti 
da  un  medesimo  punto,  esist^  una  deformounone  ddla  sty^erficie  che  le 
rende  ambedue  assintciiche. 

§.  372. 
Trasformazione  di  BacUund. 

I  teoremi  sviluppati  nei  §§.  precedenti  assicurano  resistenza  di  super- 
ficie pseudosferiche  corrispondenti  a  date  condizioni  ai  limiti;  ma  per 
trovare  le  effettive  forme  di  queste  superficie  nello  spazio  non  ci  danno 
altro  modo  che  quello  di  sviluppi  in  serie.  I  progressi  più  importanti 
nella  teoria  delle  superficie  a  curvatura  costante  in  generale,  e  di  quelle 
pseudosferiche  in  particolare,  sono  stati  ottenuti  mediante  speciali  metodi 
di  trasformazione  che  permettono  di  dedurre  da  una  superficie  nota  a 
curvatura  costante  infinite  nuove  superficie  della  medesima  natura,  e 
ciò  con  operazioni  analitiche  che  richieggono  al  massimo  quadrature  e, 
sotto  certe  condizioni  che  appariranno  nel  seguito  della  nostra  trattazione, 
si  riducono  a  semplici  operazioni  algebriche  e  di  derivazione. 

La  prima  e  più  semplice  trasformazione  delle  superficie  pseudosfe- 
riche che  si  conobbe  deriva  dal  teorema  già  segnalato  al  §.  136  (I,  pag.  294), 
che  enunciamo  ora  sotto  la  forma  seguente: 

Sopra  una  superficie  pseudosferica  S  di  raggio  R  si  tracci  un  sistema  od^ 
di  linee  geodetiche  parallele  e  suUe  loro  tangenti,  a  partire  dal  punto  di 
contatto  e  nd  senso  stesso  del  paraUdismo,  si  porti  un  segmento  costante  »  B; 
U  luogo  degli  estremi  di  questi  segmenti  è  una  nuova  superficie  pseudosfe- 
rica S^  dd  medesimo  raggio  B. 

La  superficie  pseudosferica  S'  è  dunque  la  complementare  della  S 
rispetto  ad  un  sistema  di  geodetiche  parallele  ;  per  questa  ragione  diremo 
questa  la  trasformcunone  complementare. 

Ogni  superficie  pseudosferìca  ha  oo^  trasformate  complementari, 
che  sono  le  traiettorie  ortogonali  dei  circoli  di  raggio  B  tracciati  nei 
piani  tangenti  di  S,  col  centro  nel  punto  di  contatto  (§.  272,  pag.  146) 
Per  poter  applicare  alla  superficie  pseudosferica  S  la  trasformazione 
complementare  basta  conoscere  sopra  la  S  le  linee  geodetiche. 
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La  trasformazione  complementare  fu  notevolmente  generalizzata  da 
Bàcklund  per  mezzo  di  una  trasformazione  che  porta  il  suo  nome.  L'esi- 
stenza e  le  proprietà  di  questa  trasformazione  furono  già  stabilite  in 
varii  luoghi  del  presente  trattato,  in  particolare  al  Cap.  X  §.  150 
(I,  pag.  323)  dove  sono  state  definite  le  congruenze  pseudosferiche  e  sta- 
bilite le  loro  proprietà  fondamentali  ed  al  Cap.  XVI  §.  250  (pag.  76), 
ove  è  dimostrata  l'esistenza  di  oo*  congruenze  pseudosferiche  di  cui  sia 
assegnata  la  prima  falda  focale  S.  Riassumiamo  i  risultati  quivi  ottenuti 
col  teorema:  Data  una  superficie  pseudosferica  di  raggio  R  e  scelto  un 
angolo  costante  arbitrario  o,  esistono  oo  ^  congruenze  pseudosferiche  di  cui  ^ 
è  una  falda  focale,  la  distanza  focale  sopra  ogni  raggio  essendo  =  R  cos  -5 
e  quella  dei  punti  limiti  =  R.  La  seconda  falda  S'^  è  una  nuova  superficie 
pseudosferica  di  raggio  R;  sopra  S,  S'  si  corrispondono  le  linee  di  Cifra- 
tura e  le  assintotiche,  e  gli  archi  corrispondenti  di  assintotiche  sono  eguali. 

Diremo  che  si  passa  dalla  superficie  pseudosferica  S  alla  S'  mediante 
una  trasformazione  di  BàcUund.  In  particolare  quando  o  =  0  la  trasfor- 
mazione di  Bàcklund  diventa  una  trasformazione  complementare. 

Così  ogni  superficie  pseudosferica  S  ammette  oo'  trasformate  dì 
Bàcklund;  per  individuare  una  di  queste  trasformate  basta  assegnare 
un  raggio  della  congruenza  pseudosferica  (una  tangente  di  S)  e  il  secondo 
piano  focale  per  questo  raggio. 


§.  373. 
Le  forinole  della  trasformazione  di  Bàcklund. 

Riferendo  la  superficie  pseudosferica  S  alle  sue  linee  di  curvatura  w,  t?, 
andiamo  ora  a  stabilire  le  formolo  effettive  per  la  trasformazione  di 
Bàcklund.  Potremmo  dedurle  dalle  formolo  più  generali  stabilite  al  §.  250; 
qui  preferiamo  stabilirle  direttamente  appoggiandoci  sulle  proprietà  già 
note  deUa  trasformazione. 

Indicando  con  R  il  raggio  della  superficie  pseudosferica,  per  il  d^ 
riferito  alle  linee  di  curvatura  abbiamo  (Cf.  §.  330,  pag.  290) 

(11)  d5«  =  R*  (cos'  e  du^  +  sen«  9  dv^ , 
i  raggi  principali  di  curvatura  essendo  dati  da 

(12)  ri  =  — RtgO,    r2  =  RcotO, 
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eO(w,t;)  soddisfacendo  all'equazione  caratteristica  a  derivate  parziali 

(13)  g^-g^  «=  sene  cose. 

Osserviamo  ancora  la  forma  dell'elemento  lineare  sferico  rappre- 
sentativo 

(14)  d^  =  sen*  6  rf»»  +  cos*  8  <to* . 

Colle  solite  notazioni  della  teoria  generale  delle  superficie  (Cf.  §.  254), 
abbiamo  le  formolo  riassunte  nella  tabella  seguente: 

'  ^  =  Bcos9X..    -gj^=g^X,-senex,,  -^ g^X.  . 


(A) 


^^  =  seuex. 
I-Rseaex..    ^=gx..  ^|-*=-|^X.+coseX3  . 

^^ cosex.. 

alla  quale  dobbiamo  ricorrere  nei  nostri  calcoli. 

Sia  S'  una  trasformata  di  Backlund  della  S;  il  segmento  MM'  che 
unisce  due  punti  corrispondenti  ha  la  lunghezza  costante 


MM'  =  Rcoso, 

essendo—  —  a  l'angolo  dei  due  piani  focali,  cioè  T angolo  delle  due 

normali  nei  punti  corrispondenti  M,  M'.  Prendiamo  come  incognita  l'an- 
golo ^  d'inclinazione  del  segmento  MM'  sulla  linea  di  curvatura  v,  cioè 
sulla  direzione  (Xi,  Yi,  Zi);  i  coseni  di  direzione  del  segmento  Mivr 
sono  dati  da 

cos  y  Xi  +  sen  ^  X, ,  cos  f  Yi  +  sen  y  Yj ,  cos  <p  Zj  +  sen  y  Z, , 

e  quindi  le  coordinate  ed,  y\  si  di  M'  da 

(15)  a?'  =  a:  -}-  R  cos  o  (cos  9X1  +  sen  y  X,) , 

colle  analoghe  per  %/,  /. 

Dobbiamo  ora  determinare  la  funzione  9  (t«,  t;)  in  guisa  che  la  con- 
gruenza generata  dai  raggi  MM'  sia  pseudosferica,  e  la  superficie  S' 
luogo  di  M'  sia  la  seconda  falda  della  superficie  focale.  Per  questo  dob- 
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biamo  semplicemente  esprimere  che  la  normale  in  M'  alla  S'  è  normale 
al  raggio  MM'  e  forma  colla  normale  in  M  alla  S  T  angolo  costante 

~  —  0.  Indicando  con  X's,  Y'»,  Z'3  i  coseni  di  direzione  della  normale 

alla  S',  vediamo  che,  cangiando  se  occorre  a  in  —  o,  possiamo  porre 

(16)  X's  =  cos  0  (sen  y  Xi  —  cos  y  X,)  -  sen  a  Xe 

con  formolo  analoghe  per  T,  TI.  Esprimiamo  ora  tutte  le  condizioni  del 
problema  scrivendo  le  due  condizioni 

(17)  2X3^  =  0     .        2X',|=0. 

Ma  dalle  (15),  derivando  con  riguardo  alle  (A),  deduciamo 

I  1^  =  |Rco8e-Rco8<38en9g+|)|x.+Rco8aco8?g4-|).X.- 

—  R  COS  0  cosy  sen  6  Xs 

(18)  { 

^^=-Rcosasen?^+^X,+|R8enO+Rcosacosy(^+|-^ 
-f-  R  cos  0  sen  9  cos  6  Xs , 
e  le  (17)  calcolate  ci  danno  per  Tincognitatp  le  due  equazioni  simultanee: 

3y  ,  36  _  cos  6  sen  y  +  sen  q  sen  9  cos  y 
3m    3t?  cos  3 

(B) 

9y  ,  36 sen  6  cos  y  -|-  sen  0  cos  6  sen  y 

3i;  3m  cos  a 

queste  sono  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  cui  deve  soddisfare  7. 
Se  si  forma  la  condizione  d'integrabilità  per  le  due  equazioni  simul- 
tanee (B)  (che  possiamo  riguardare  come  un'equazione  ai  differenziali 
totali  per  y),  si  trova  subito  che  essa  si  riduce  appunto  alla  (13)  che  è 
soddisfatta  da  6.  Il  sistema  (B)  è  dunque  illimitatamente  integrabile, 
come  del  resto  sapevamo  già  dal  §.  250  ;  nella  soluzione  più  generale  7 
entra  una  costante  arbitraria,  che  risulta  fissata  dando  il  valore  iniziale  Cq 
di  y  in  un  punto  Mo  di  S. 
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§.  374. 
Veriflclie  delle  proprietà  della  trasformazione  di  Bftckliind. 

Andiamo  ora  a  verificare,  mediante  le  formolo  ottenute  (B),  le  altre 
proprietà  già  note  della  trasformazione. 

Le  (17),  avendo  riguardo  alle  (B),  diventano 

—  =Rcos<p|  (cosBcoscp  —  senosenesen^)  Xi  + 
(eoa  e  Ben  (p  +  sen  o  sen  6  cos  (p)  Xt —  cos  o  sen  6X3 1 
X-  =R8en<p  (sene  cos  y  +  sen  0  cos  9  sen  f)  Xi  + 

(sen  6  sen  y  —  sen  0  cos  6  cos  f)  Xj  +  cos  0  cos  6X3 
e  per  T  elemento  lineare  ds'  di  S'  danno 
(20)  &'•  =  R*  (cos»  (pdu*  +  sen»  rp  d^) . 

Ora,  se  deriviamo  la  prima  delle  (B)  rispetto  ad  ti,  la  seconda  ri- 
spetto a  v,  e  sottragghiamo  osservando  le  (B)  stesse,  troviamo  che  f 
soddisfa  alla  sua  volta,  come  6,  T  equazione  (13) 

g^-.gJ  =  sen9COS9, 

onde  risulta  confermato  che  la  superficie  S^  è  pseudosferica  di  raggio  R. 
D'altronde,  derivando  le  (16)  e  confrontando  colle  (19),  si  deducono 
le  formolo: 

,^^^      ax's     1  ,      daf       ar,        i    ,     a»' 

(^«^     "3;r  =  R*8^-3ti  '    17=- R^^*^-ai^- 

Queste  ci  dicono  che  anche  sulla  S'  le  linee  u,  v  sono  linee  di  cur- 
vatura, e  i  raggi  principali  di  curvatura  di  S'  sono 

/i  =  -  R  tg  y    ,      /,  =  R  cot  9  . 

L'angolo  ^  ha  dunque  per  la  superficie  pseudosferica  S'  lo  stesso 
significato  che  V  angolo  6  per  la  primitiva  S  ;  esso  eguaglia  in  ogni  punto 
la  metà  dell'angolo  dello  assintotiche. 
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Le  assintotiche  sulla  S'  hanno  come  sulla  S  le  equazioni 

u  —  t;  =  costante    ,      u  -{-  v  =■  costante  , 

cioè  le  assintotiche  si  corrispondono  sopra  S,  S'.  Inoltre  dalle  (18),  (20) 
risulta  subito  che  gli  archi  corrispondenti  di  assintotica  sono  eguali. 

Così  risultano  direttamente  confermate  tutte  le  proprietà  delle  con- 
gruenze pseudosferiche  già  osservate  al  Gap.  X  (I,  pag.  323).  Ed  ora 
aggiungiamo  le  osservazioni  seguenti.  Se  manteniamo  air  angolo  o  un 
valore  fisso,  V  integrazione  delle  (B)  fa  derivare  da  S  una  semplice  infi- 
nità di  superficie  pseudosferiche  trasformate  S';  le  diremo  le  trasformate 
di  S  mediante  la  trasformazione  di  Bàcklund  B^ .  Prendendo  per  inco- 
gnita nelle  (B)  in  luogo  di  7  la  funzione 

A  =  tg  -  9  , 

queste  assumono  la  forma  di  un'equazione  ai  differenziali  totali  per  A 
del  tipo  di  Riccati.  Basterà  dunque  conoscerne  una  soluzione  particolare 
per  ottenere  tutte  le  altra  con  quadrature;  così:  se  di  una  superficie 
pseudosferica  S  si  conosce  una  trasformata  di  Bdcldund  per  la  trasfor- 
ina0ione  B^ ,  ttUte  le  altre  si  avranno  con  quadrature. 

La  nota  proprietà  delle  equazioni  del  tipo  di  Biccati,  che  il  rapporto 
anarmonico  di  quattro  soluzioni  particolari  è  una  costante,  si  traduce 
poi  qui  geometricamente  nel  teorema: 

Quattro  superficie  derivate  da  una  pseudosferica  S  per  trasformamne 
di  Bdcldund  B^  tagliano  ttUti  i  circoli  di  raggio  R  cos  0  descritti  nei 
piani  tangenti  di  S,  ed  centro  nel  punto  di  contatto,  in  un  gruppo  di  quattro 
punti  di  rapporto  anarmonico  costante. 

Si  noti  ancora  che  questi  circoli  sono  traiettorie  isogonali,  sotto  Tan- 

gole  1^-3,  delle  superficie  S' trasformate.  Volendo  applicare  ad  una  delle 

superficie  S'  derivate  la  medesima  trasformazione  di  Bàcklund  B^  ,  è  da 
osservarsi  che  conosciamo  già  una  delle  trasformate  della  S',  cioè  la 
primitiva  S;  con  quadrature  si  troveranno  dunque  le  altre. 

A  questo  punto  vediamo  già  che  T  applicazione  successiva  ed  illimi- 
tata della  medesima  trasformazione  B^  alle  nuove  superficie  via  via  ot- 
tenute si  potrà  eseguire  con  sole  quadrature.  Ma  fra  breve,  per  mezzo 


TRASFORMAZIONE  COMPLEMENTARE  395 

del  teorema  dì  permutabilità,  potremo  notevolmente  perfezionare  il  me- 
todo di  trasformazione,  come  già  è  stato  indicato  al  §.  251  per  mi  caso 
più  generale. 

§.  375. 

Gaso  della  trasformazione  complementare. 

Si  è  già  osservato  che  per  g  =  0  la  trasformazione  di  Backlund  di- 
venta la  trasformazione  complementare  Bo.  Mora  la  S  ed  una  sua  tra- 
sformata S'  sono  le  due  falde  dell' evoluta  di  una  superficie  W,  i  cui 
raggi  principali  di  curvatura  sono  legati  dalla  relazione 

fi  —  rg  =  R  . 

Le  formolo  del  §.  373  si  semplificano  in  questo  caso  nel  modo  seguente. 
Le  (B)  diventano 


(B*) 


à  +  di  =  ^^«»s^^? 

^  +  ;^-  =  —  sen  0  cos  <p 


formolo  che  furono  date  la  prima  volta  da  Darboux  come  espressione 
analitica  della  trasformazione  complementare. 

Le  linee  inviluppate  sopra  S  dai  raggi  della  congruenza  formano  un 
sistema  di  geodetiche  parallele  ed  hanno  per  equazione  differenziale 

(21)  cos  6  sen  ^  du  —  sen  6  cos  <p  rfv  =  0  ; 

l'equazione  differenziale  delle  loro  traiettorie  ortogonali,  cioè  degli  ori- 
cicli  paralleli,  è  quindi 

(22)  cos  9  cos  ?  du  +  sen  0  sen  9  dv  =  0  . 

In  virtù  delle  (B*)  il  primo  membro  di  questa  è  un  differenziale 
esatto;  dunque  colla  quadratura 

(23)  ^=  f  (cos 6  cos ^  du  +  sen 0  sen 9  dv) 

si  avrà  Tequazione  in  termini  finiti 

^  =  costante 
dei  detti  oricicli. 
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Essendo  poi 

Al  4)  =  1        A,  (f  =  -  1  , 

i  parametri  differenziali  essendo  calcolati  rispetto  ali*  elemento  lineare 
(18)  di  S,  risulta  dal  §.  47  (I,  pag.  100)  che  sarà  e^  un  fattore  inte- 
grante del  primo  membro  della  (21),  come  del  resto  facilmente  si  verifica. 
Ora  se  si  pone 

(24)  z  =  I  e^  (cos  6  sen  tp  du  —  sen  8  cos  (p  dv)  , 
dalle  (23),  (24)  risulta  subito 

cos*e  du*  +  8en*e  (fo«  =  df  +  a""^*  dt*, 

formola  che  mostra  T  elemento  lineare  di  S  ridotto  alla  forma  geodetica 
della  pseudosfera. 

Sulla  superficie  complementare  S'  T  equazione  differenziale  delle  geo- 
detiche parallele  inviluppate  dai  raggi  della  congruenza  è  invece: 

sen  6  cos  ?  du  —  cos  0  sen  9  (ft;  =  0 
ed  ammette  é~~^  come  fattore  integrante.  Ponendo 

Ti  =  /  c""^  (sen  6  cos  <p  dw  —  cos  9  sen  y  dv)  , 

ne  segue 

cos*  <p  du^  +  sen*  9  dt^  =*]**  -f  ^^  dti* , 

formola  del  tutto  analoga  alla  precedente. 

Osserviamo  in  fine  che  se  con  £,  yj,  C  si  indicano  i  coseni  di  direzione 
del  raggio  della  congruenza  pseudosferica,  dati  da 

5  =  cos  y  Xi  +  sen  9  X2    ecc.  , 
si  ha 

3£ 

g-=  -  cos  9  sen*  (p  Xi  -f  cos  6  sen  y  cos  ?  X,  —  sen  0  cos  9  X« 

3* 

^  =  sen  e  sen  f  cos  'f  Xi  —  sen  6  cos*  y  Xg  +  cos  0  sen  cp  X^  > 

dv 

e  quindi 

dS*+ drf+d(,^=^  (cos  6  sen  y  dw-sen  ^  cos  y  dt;)*+  (sen  6  cos  ?>  ìm-cos  6  sen  ?  &)*, 

cioè 

(25)  dS*  +  rf>3*  +  dC  =  c-^*  di*  +  ^  *i*. 
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Questa  forinola  ci  dà  T elemento  lineare  sferico  rappresentativo  della 
congruenza  pseudosferica  normale  riferito  alle  immagini  r,  t^  delle  svi- 
luppabili; queste  linee  dividono  la  sfera  in  rettangoli  infinitesimi  d'area 
costante.  Viceversa  tutti  i  sistemi  ortogonali  sferici  di  quedta  specie  si 
ottengono  nel  modo  superiore  (Gf.  la  nota  al  §.  150,  I,  pag.  324). 

§.  376. 

Le  deformaziom  infinitesime 
delle  due  falde  di  una  congruenza  pseudosferica. 

Una  congruenza  pseudosferica  essendo  una  congruenza  W,  ciascuna 
falda  della  superficie  focale  è  suscettibile  di  una  deformazione  infinite- 
sima in  cui  ciascun  punto  si  muove  nella  direzione  parallela  alla  normale 
nel  punto  corrispondente  dell'altra  falda  (§§.242,  243).  Ne  risulta: 

Ogni  superficie  pseudosferica  è  stésceitibile  di  a>^  deformcunoni  infini- 
tesvme,  nétte  quali  la  direzione  detto  spostamento  di  ciascun  punto  è  incli- 
nata di  un  angolo  costante  i  prefissato  sulla  superficie. 

Per  fissare  perfettamente  la  deformazione  basterà  assegnare  per  un 
punto  della  superficie  la  direzione  dello  spostamento.  Facilmente  poi  si 
vedrebbe  che  le  uniche  deformazioni  infinitesime  delle  superficie  pseudo- 
sferiche in  cui  le  direzioni  degli  spostamenti  dei  punti  sono  inclinate 
sulla  superficie  di  un  angolo  costante  si  ottengono  nel  modo  descritto 
dalle  congruenze  pseudosferiche. 

Utilizzando  le  formolo  dei  §§.  precedenti,  determiniamo  ora  l'ampiezza 
p  dello  spostamento  che  subisce  ciascun  punto  della  superficie  pseudo- 
sferica S  parallelamente  alla  normale  (X's,  Y's,  Z\)  della  trasformata  S' 
di  Backlund  nella  deformazione  infinitesima  considerata.  Le  condizioni 

^du    du    """'      ^dv    dv     ~" 

^  dx 3(pr,)  ,  V ?? 9(pr»)  _ 

^du      dv       ~^  ^dv      du      ~^ 

danno  concordemente,  a  causa  delle  (19)  (19*)  : 

31ogp  ___  cos  6  cos  y  -  sen  q  sen  6  sen  y 
du  cos  o 

(26)         ; 

31ogp  _^  sen  6  sen  y  -  sen  q  cos  9  cos  y 
dv     ~  coso 
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La  condizione  dMntegrabilità  è  identicamente  soddisfatta  a  cansa 
delle  (6),  e  si  ha  di  qui  p  con  una  quadratura. 

Calcolando  similmente  l'ampiezza  dello  spostamento  nella  deforma- 
zione infinitesima  che  ricevono  i  punti  della  seconda  falda  S'  parallela- 
mente alle  normali  della  S,  si  trova  subito  che  essa  è  Y  inversa  della 

primitiva,  cioè  =  —  . 

Un'altra  notevole  proprietà  di  queste  deformazioni  infinitesime  si 
rileva  calcolando,  secondo  la  formola  (2*)  §.  224  (pag.  5)  : 

2  sen  e  cos  e  (  ^      dv      Su      ^      du      dv 

la  funzione  caratteristica  4>  della  deformazione.  Si  trova  infatti  dalle 
formolo  precedenti  4>=  -p,  cioè:  Nelle  deformazioni  infinitesime  consi- 
derale delle  superficie  pseudosferiche  V ampiezza  dello  spostamento  egvLaglìa 
la  componente  secondo  la  normale  della  rotazione  subita  dalVelemenJto  su- 
perficiale. 

§.  377. 
Evoluta  di  una  saperficie  pseodosferica. 

Applichiamo  le  ricerche  fatte  fin  qui  sulle  superficie  pseudosferiche 
alla  considerazione  delle  loro  evolute  che,  secondo  il  teorema  di  Wein- 
garten,  costituiscono  la  classe  completa  delle  superficie  non  rigate  appli- 
cabili sul  catenoide  (I,  pag.  293). 

Considerando  la  superficie  pseudosferica  S  definita  dalle  formole  al 
§.  373,  ed  indicando  con  Xi.yi,  Zi  le  coordinate  del  primo  centro  di  cur- 
vatura di  S,  abbiamo 

iTi  =  a?  —  ri  Xs  =  a;  +  R  tg  9  X3  , 

da  cui  derivando  otteniamo  per  le  formole  (A)  pag.  391 

3^  ^  JR^  ^       JR^  36  ^ 
du       cos  6       '    cos'  6  du    * 
(27) 

a»  "cos'éa»^' 

e  quindi  per  l'elemento  lineare  da^  della  prima  £alda  Si  dell'evoluta 
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abbiamo 

(  co8*e  '  cos*e  ' 

e  ponendo 

Rtg«  =  p  , 
si  ha 

che  è  la  forma  tipica  dell' elemento  lineare  del  catenoide. 

Ora  ricordiamo  che  alle  assintotiche  della  evolvente  pseudosferica  S 
corrispondono  ancora  sulla  evoluta  S,  le  assintotiche  (I,  pag.  282),  come 
si  potrebbe  anche  subito  constatare  colle  formolo  precedenti.  Ciò  posto, 
prendiamo  un'assintotica  della  S,  p.  e.  la  ««  =  v,  e  consideriamo  le  normali 
alla  S  lungo  di  essa.  Queste  formano  una  superficie  rigata  £  luogo  delle 
binormali  alla  curva  di  torsione  costante  ti- v;  la  >;  tocca  la  Si  lungo 
Tassintotica  u  =  v,  che  è  dunque  assintotica  anche  sopra  I.  D'altronde  la  £  è 
applicabile  sopra  Si,  e  vogliamo  ora  constatare  questa  notevole  circostanza 
che:  ndP applicabilità  di  £  sopra  Si  i  punH  deU' assintotica  comune  u=iv 
corrispondano  a  se  stessi.  Indicando  infatti  coir  apice  zero  le  quantità 
prese  sopra  S  lungo  la  u  =  t;,  per  le  coordinate  ^  y),  C  di  un  punto  qua- 
lunque di  £  abbiamo 

€  =  a^o,  +  ^X!?>,  T]  =  /)  +  «Y!?>,  C  =  ^r+<Zi\ 

essendo  t  la  lunghezza  di  generatrice  che  intercede  fra  (oé%  y%  tf^)  e 
(iy  Y],  C)-  Prendendo  a  variabili  indipendenti  sopra  Iìslu  eia, t,  abbiamo 

|^==(Rcose  +  ^sene)Xr  +  (Rsene  — ^cose)XS?» 

e  quindi 

cfé*+dYi«  +  dC*  =  dl?  +  (R'+  f)du', 

che  si  identifica  con  (28)  ponendo 

<  =  p  =  R  tang  60 , 

onde  risulta  dimostrata  la  nostra  asserzione. 

§.  378. 
Le  quattro  falde  della  evoluta  nella  trasformazione  di  Bftcklimd. 

Siano  ora  due  superficie  pseudosferiche  S,  S' trasformate  V  una  del- 
l' altra  per  trasformazione  di  Backlund  ed  essendo  M,  M'  due  punti  cor- 
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rispondenti  di  S,  S\  consideriamo  sulle  due  rispettive  normali  in  M,  ÌT 

le  coppie  corrispondenti  dei  relativi  centri  principali  di  curvatura  che 

indichiamo  con 

(M,,  M.),    (M'x,  M'.), 

I  luoghi  di  questi  quattro  punti  sono  le  quattro  falde  delle  evolute 
di  S,  S',  che  indicheremo  con 

Si ,    Ss  ;    Si,    S  2 . 

Darboux  ha  fatto  T osservazione  interessante  (^)  chele  congiungentì 
Mi  M'i,  Mi  M'j  toccano  rispettivamente  in  questi  punti  le  falde  Si  S'r,  St,  S',, 
cioè  le  dette  rette  generano  due  congruenze  W  che  hanno  rispettivamente 
le  coppie  (Si,  S'i)  (S»  S',)  per  falde  focali. 

Per  dimostrarlo  si  indichino  con  Xi  yi  Zi  le  coordinate  di  Mi,  con 
^i,  "ilii^x  quelle  di  M'i;  avremo 

a?i  =a:  +R«^0X3 


/  ,  R  cos  o  —     _.  .       ^ 

Xi  =  x  -] Xi — R sen  o  tg  ?>  X3 

COS  rz 


ossia  per  le  (15),  (16) 

e  quindi 

R         (  1 

af. — aji  =  — n I  cosocos6Xi  — (sen6cos'f+senocos6  8en?))X3  . 

*  COS  9  COS 'f(  ^  *       I 

Ora,  siccome  la  normale  in  Mi  alla  Si  ha  per  coseni  di  direzione 
Xt,  Yt,  Z2  e  si  ha 

2X«Ki-a:i)  =  0, 

sì  vede  intanto  che  la  Mi  M\  tocca  in  Mi  la  Si.  Similmente  i  cos^ 
di  direzione  della  normale  in  M'i  alla  Si  sono 

Xf  ,    Y2  5    Zf , 

dove  per  le  (19) 

X',  =  (sen  6  cos  y  +  sen  0  cos  9  sen  'f  )  Xi  + 
+  (sen  9  sen  9  —  sen  0  cos  9  cos  y)  X2  +  cos  0  cos  9  X3 , 
onde  si  deduce  anche 

^X\{x\-x,)  =  0. 

dunque  la  Mi  M\  tocca  inoltre  in  M'i  la  S'i. 


W  Leg^ns,  t.  Ili,  pag.  438. 
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Come  si  vede,  i  quattro  lati  del  quadrilatero  Mi  Ms  M's  M'i  generano 
quattro  congruenze  W  le  cui  falde  focali  sono  i  luoghi  dei  vertici.  È 
questo  dunque  un  caso  particolare  del  teorema  dimostrato  al  §  248, 
presentandosi  qui  di  più  la  notevole  circostanza  che  le  due  congruenze  W 
generate  dai  lati  opposti  Mi  Ms,  M'i  ÌIL\  sono  congruenze  normali. 

§.  379. 
n  problema  di  Tchebychef. 

Due  superficie  pseudosferiche  S,  S',  trasformate  di  Bàcklund  Tuna 
dell'altra,  avendo  la  medesima  curvatura  costante,  sono  certamente  appli- 
cabili runa  sull'altra  in  oo^modi  diversi.  Ora  fra  queste  oo* applicabilità 
di  S  sopra  S'  ve  ne  ha  una  notevole,  che  si  può  costruire  geometrica- 
mente quando  sopra  una  delle  due  superficie  siano  note  le  linee  geode- 
tiche. Per  stabilire  questo  risultato  siamo  condotti  a  riguardare  la  tra- 
sformazione di  Bàcklund  sotto  un  nuovo  aspetto,  che  si  collega  al  così 
detto  problema  di  Tchebychef  ^^K 

Data  una  superficie  qualunque  S  esistono,  come  ora  dimostreremo, 
infiniti  sistemi  doppi  di  curve  (a,  p)  che  danno  all'elemento  lineare  la 
forma 

(29)  (is*  =  da«  +  2cos2e.  (fadp  +  ($*. 

Ogni  quadrilatero  curvilineo  racchiuso  da  quattro  curve  coordinate 

ha  evidentemente  i  lati  opposti  di  eguale  lunghezza  e  diremo  anche  per 
ciò  con  Voss  <*)  che  le  linee  (a,  p)  formano  su  S  un  sistema  di  curve 
equidistanti.  Se  si  fanno  crescere  a  e  p  per  incrementi  infinitesimi  costanti, 
la  superficie  è  ricoperta  dalla  rete  (a,  p)  a  maglie  parallelogrammiche, 
che  diciamo  una  reU  di  Tchebychef.  Immaginiamo  lungo  le  linee  (a,  p) 
disteso  un  doppio  sistema  di  fili,  che  pensiamo  perfettamente  fiessibili  ed 
inestendibili:  questa  rete  (o  stoffa)  potrà  deformarsi  restando  fissi  sui 
fili  i  loro  punti  d'intersezione,  ma  variando  ad  arbitrio  l'angolo  sotto 
cui  si  incontrano.  Così  p.  e.  potremo  trasformare  la  rete  in  un  reticolo 


(*)  Vedi  Darboux  t.  Ili,  pag.  133  e  206. 

(*)  Uéber  àquidistante  Curvensysteme  auf  krummen  Fldchen  (Catalog  der 
naathem.  Ausstellung  za  Numberg,  1893). 
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piano  cartesiano.  Il  problema  di  Tchebychef  di  costruire  sopra  una  super- 
ficie data  S  i  sistemi  di  linee  (a,  ^)  che  danno  all'  elemento  lineare  la 
forma  (29)  può  dunque  dirsi  il  problema  di  rivestire  la  data  superficie. 
La  risoluzione  del  problema  di  Tchebychef  dipende  da  un'equazione 
a  derivate  parziali  del  2.^  ordine,  che  Darboux  forma  (1.  e.)  nel  modo 
semplice  seguente.  In  primo  luogo  introducendo  a  linee  coordinate  u,  v, 
in  luogo  delle  a,  p,  le  loro  curve  diagonali 

a  +  p  =  costante  ,    a  —  p  =  costante  , 

e  precisamente  ponendo 

a-f  p  =  t*  ,      a  — p  =  t;, 
la  (29)  diventa 

(30)  &*  =  cos*edwH  sen'e  dtf , 

e  viceversa  da  questa  forma  del  (fe*  si  ritoma  alla  (29).  Ora  prendendo 
i  parametri  differenziali  rispetto  al  (2s^  di  S,  dato  sotto  qualunque  forma 

ds^=iaiidai-\'2aitdxidxi+andai  , 
si  ha  dalla  (30) 

A  1  A  1         36       „^       .     ,      2sene3e 

àiU  = Yà  >      ^8  W  = s Tn  ^    >      V  (tt  ,   Al  tt)  = -TE-  -^   , 

cos^e  '  sen9cos^e3t*  '        v  »     i  /        ^gsg  g^  . 

da  cui: 

(31)  2  A,w(Aif«— 1)  =  v(m,  ^,u). 

Per  la  funzione  incognita  u  di  Xi,  Xt  è  questa  T  annunciata  equazione 
a  derivate  parziali  del  2.^  ordine.  Viceversa  se  u  soddisfa  a  questa 
equazione,  prendendo  a  linee  coordinate  sulla  S  le  linee  u  -  costante  e 
le  loro  traiettorie  ortogonali  v  =  costante,  si  potrà  dare  all'elemento  lineare, 
disponendo  del  parametro  v,  la  forma  (30). 

E  infatti,  supposto 

la  (31)  d  dà 


e  quindi  integrando 


J.9G   ,       1     3E 
Gaw"^  1  — Eaw~    ' 


G  =  (i_E)V*, 


indicando  con  V  una  funzione  della  sola  v.  Cangiando  il  parametro  v,  si 
può  fare  V  =  1  e  si  ha  quindi  la  (30)- 
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Venendo  ora  al  problema  di  Tchebychef  pel  caso  particolare  delle 
superficie  a  curvatura  costante,  vediamo  che  nel  caso  della  curvatura 
nulla  il  problema  è  immediatamente  risoluto  (Cf.  §.  219,  I,  pag.  507). 
Disegnate  infatti  nel  piano  due  curve  arbitrarie  C,  F,  uscenti  da  un  punto 
P,  si  otterrà  la  più  generale  rete  di  Tchebychef,  costituita  da  curve  con- 
gruenti per  traslazione  rispettivamente  a  C  e  T. 

Per  una  superficie  pseudosferica  ogni  rete  di  Tchebychef  è  una  rete 
di  assirUoHche  virtuali  della  superficie,  cioè  ogni  tale  rete,  per  una  defor- 
mazione ordinaria  perfettamente  determinata  della  superficie,  diventa  la 
rete  delle  assintotiche. 

Per  la  sfera  ogni  rete  di  Tchebychef  è  costituita  dalle  immagini 
delle  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferica.  (Cf.  §.  76, 1,  pag.  160). 

In  ciò  che  precede  ci  siamo  riferiti  alle  forme  delle  superficie  pseu- 
dosferiche ed  alla  loro  immagine  sferica  nell'  ordinario  spazio  euclideo. 
Ma  se  consideriamo  più  in  generale  le  superficie  a  curvatura  costante  K 
in  uno  spazio  di  curvatura  costante  Kq,  possiamo  enunciare  sotto  forma 
unica  il  teorema  (Cf.  §.218,  I,  pag.  505):  Una  rete  di  Tchebychef  sopra 
una  superficie  a  curvatura  costante  K,  immaginando  la  superficie  immersa  in 
uno  spaaio  di  curvatura  costante  Ko  >>  E,  è  una  rete  di  assintotiche  virtuali. 

In  fine,  riguardo  al  problema  generale  di  Tchebychef,  osserviamo 
ancora  che  si  può  riguardare  come  intuitivo  che  per  individuare  sopra 
una  superficie  data  una  tale  rete,  è  lecito  assegnare  ad  arbitrio  due 
curve  su  S  uscenti  da  un  medesimo  punto,  sulle  quali  debbano  disten- 
dersi due  fili  prefissati  della  rete.  Per  le  superficie  a  curvatura  costante, 
positiva  0  negativa,  noi  abbiamo  dimostrato  in  tutto  rigore  la  proprietà 
nei  §§.  368,  369;  per  il  piano  la  cosa  è  immediatamente  evidente 
(Cf.  sopra). 

§.  380. 

Scorrimenti  delle  reti  di  Tchebychef  sulla  sfera. 

Premesse  queste  osservazioni  sul  problema  di  Tchebychef,  ripren- 
diamo la  considerazione  di  due  superficie  pseudosferiche  S,  S'  derivate 
runa  dall'altra  per  trasformazione  di  Bàcklund  Bs.  Le  immagini  delle 
loro  assintotiche  danno  sulla  sfera  due  reti  di  Tchebychef,  applicabili 
runa  sull'altra,  in  guisa  che  due  punti  corrispondenti  delle  due  reti 

si  trovano  a  distanza  (sferica)  geodetica  costante  =  ;r^  —  o.  Vediamo 
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dunque  che:  sopra  una  superficie  a  curvatura  costante  positiva  una  rete 
di  Tchebychef  si  può  trasportare  per  flessione  stilla  superficie  in  guisa  che 
tutti  i  punti  si  spostino  sulla  superficie  di  un  tratto  geodetico  costante.  In 
generale  diremo  scorrimento  di  una  rete  di  Tchebychef  uno  spostamento 
per  flessione  della  rete  sulla  sfera  (o  su  qualunque  superficie  applicabile) 
quando  sia  dotato  di  quella  proprietà. 

Andiamo  ora  a  dimostrare  il  teorema  inverso:  Se  due  reti  di  Tche- 
bychef sulla  sfera  sono  applicabili  V  una  suW  altra  e  i  loro  punti  corri- 
spondenti hanno  disianza  sferica  costante^  esse  sono  le  immagini  sferiche 
delle  assi/ntotiche  di  due  superficie  pseudosferiche  S,  S',  trasformate  runa 
ddV  altra  per  trasformazione  di  BacUund. 

In  altre  parole  noi  veniamo  a  dimostrare  così  che:  se  due  superficie 
pseudosferiche  S,  S'  d'egual  raggio  si  corrispondono  punto  a  punto  in  guisa 
che  siano  soddisfatte  le  condizioni  seguenti:  \.^  le  assintotiche  si  corrv- 
sponda/no  ad  archi  eguali,  2.^  le  normali  in  punti  corrispondenti  facciano 
angolo  costante^  con  una  conveniente  traslazione  di  una  delle  due  superficie 
si  potranno  rendere  focali  di  una  congruenza  pseudosferica. 

Per  la  dimostrazione,  in  luogo  delle  curve  delle  due  reti,  conside- 
reremo le  loro  curve  diagonali  {u,  v).  Quelle  della  prima  rete  saranno 
le  immagini  sferiche  delle  linee  di  curvatura  di  una  superficie  pseudo- 
sferica S,  per  la  quale  varranno  le  formole  del  §.  273,  e  si  avrà  pel 
corrispondente  ds'*  sferico 

ds'^  =  sen*  6  du*  +  cos'  6  dt^ . 

Indicando  con  (X's,  Y's,  Z\)  il  punto  della  seconda  rete  corrispondente 
al  punto  (Xs,  Ys,  Z»)  della  prima,  potremo  prendere  per  X's,  Y's,  Z'sle 
espressioni  (16),  essendo  (p  un  angolo  ausiliario,  e  a  un  angolo  costante. 

Ora  dalle  (16),  derivando,  si  ha  per  le  (A): 


3X^3 
du 


=  j  —  sen  0  sen  6  +  cos  o 


(32) 


\ 


+  eoa  0  sen  9  (  =^  +  x-j  X,  —  cos  o  sen  9  sea  ip  X» 

3X',  /3?  ,  ae\  , 

^=  coso  008^(3^43^)  + 

sena  cos8  -|-cos<3  senylg^+g-j  X«  -cosocosBcosyXs, 
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e  ponendo 

esprimiamo  le  condizioni  necessarie  sufficienti  cui  deve  soddisfare  f  colle 

due  equazioni 

F  =  0  ,     K  +  &  =  1. 

Calcolandole  effettivamente  per  mezzo  delle  (32),  troviamo: 
I  cos  o  (g^+gj:)  —  sen  cj  sen  9  cos  y   X  coscrf^^+^j+senocosOsen?)  = 
•=  —  sen  6  cos  9.  cos  6  sen  9 

r^®  °\^'^dvì~^^^^  ^®^®  ^^^^    +  coso(^+^j+senocosesen^   = 

=  sen*  e  cos*  <p  +  cos*  ^  sen*  f , 
e  quindi  le  formolo 

(^  +  g-j  —  sen  0  sene  cos  9  =  ±  cos  6  sen?) 
fr^  +  57)  +  senocos6sen<p=Tsenecosy, 


(  coso 
(o) 

cos  (3 


0  le  altre 

L  coso 


^  +  ^j  —  sen  0  sene  cos  9  =  ±  sene  cos  9 

(6)  j  g        ^ 

[  cos  ^  (o^  +  ar)  ^"  ^^^  0  cos  e  sen  (p  =  T  cos  e  seny . 

Senza  alterare  la  generalità  possiamo  prendere  sì  nelle  (a)  che  nelle  (b) 
il  segno  superiore,  il  caso  opposto  equivalendo  a  cangiare  a  in  n-^-o, 
ciò  che  per  le  (16)  ha  per  effetto  di  sostituire  alla  seconda  rete  la  dia- 
metralmente opposta.  Le  formole  (a)  coincidono  allora  colle  formolo  (B) 
pag.  392  della  trasformazione  B3  di  Backlund,  onde  le  due  reti  sferiche 
di  Tchebychef  saranno  appunto  nella  relazione  enunciata. 

Quanto  al  caso  (b)  esso  è  impossibile,  come  si  vede  subito  formando 
la  condizione  d'integrabilità  rispetto  a  9  delle  due  equazioni 

3cp   ,  36         1  4"  sen  o       ^ 

x^  +  ^  =  — ' sene  cos  9 

du      dv  coso  ^ 


a©    ,   30         1  +  sen  o       ^ 

^  +  ^= ■ cosOsencp, 

3t;   '   3tt  coso  ^ 
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ciò  che,  tenendo  conto  deUa  (13) 

g^,-^  =  sene  cose, 

dà  r  equazione  assurda 

(1  +  sen  af  +  cos*  o  =  0 . 

§.  381. 
Scorrimenti  delle  reti  di  Thebychef  sulle  superficie  pseudosferidie. 

n  risultato  ottenuto  al  §.  precedente  rende  naturale  la  domanda  se 
anche  sulle  altre  superficie  a  curvatura  costante,  negativa  o  nulla,  le 
reti  di  Tchebychef  ammettono  scorrimenti.  Lasciamo  da  parte  il  caso 
della  curvatura  nulla  (^),che  non  ha  qui  per  noi  interesse  e  del  resto 
si  tratta  in  modo  perfettamente  analogo  e  volgiamoci  al  caso  di  una 
superficie  pseudosferica.  Prendiamo  per  .semplicità  =  1  il  raggio  R 
della  superficie  pseudosferica  e,  trattandosi  di  studiare  proprietà  inerenti 
alla  geometria  sulla  superficie,  riguardiamo  questa  come  un  piano  non 
euclideo  (iperbolico),  servendoci  degli  sviluppi  ai  §§.  183  e  seguenti 
(I  pag.  407). 

Supposto  di  avere  una  prima  rete  di  Tchebychef  nel  piano  non 
euclideo,  sia 

/  ds^  =  cos*  9  du*  +  sen*  6  dv* 

il  quadrato  dell' elemento  lineare  del  piano  riferito  alle  curve  diagonali 
della  rete  (§.  379). 

Indichino  ora  (§.  183) 

Xq  ,   Xi  ,   Xf 

le  coordinate  di  Weierstrass  di  un  punto  del  piano  e 

.   1     dXj  1     dXi 

^*~cos^  a^  '  ^*  "sene  3^ 

le  coordinate  delle  rette  tangenti  nel  punto  (u,  v)  alle  linee  coordinate 


(*)  Sul  piano  è  evidente  che  le  reti  di  Tchebychef  ammettono  in  primo  luogo 
come  scorrimenti  le  co'  traslazioni  del  piano.  Oltre  a  questi  vi  ha  un'altra 
serie  oo  '  di  scorrimenti,  che  possono  per  es.  farsi  corrispondere  alle  trasformazioni 
di  B^lcklund  per  le  superficie  a  curvatura  nulla  nello  spazio  ellittico  (Cf.  il 
Gap.  Xiy  e  la  mia  memoria  nel  t.°  XXIV  degli  Annali  di  matematica). 
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u,  V.  Per  le  forinole  della  tabella  (A*)  aUa  fine  del  Gap.  XU  (I  pag.  412), 
avremo 

(33)  ; 

^  =  8ene^,.^=^r„.  ^1 ^^^  S,  +  sen  9  a,, 

Essendo  ora  7  una  conveniente  funzione  di  u,v,  e  S  una  lunghezza 
costante,  conduciamo  per  ogni  punto  (xq  Xi  x^)  un  segmento  =  8  inclinato 
dell'angolo  7  sulle  linee  t;;  per  le  coordinate  afi  dell'estremo  avremo 
(§.  183,  formolo  (22),  I,  pag.  410): 

(34)  afi  =  cosh  8  ic<  +  senh  8  (cos  fii  +  sen  f  7]<) . 

Di  qui  derivando,  coli' osservare  le  (33),  si  trae 

— -i=s8enhScos?ico88a;,4-|cosh8cos6-8enh88en«^+^|  Si  + 

+  8enli8co8  9^+H.ij< 

-^  =  senh8sen'f  sen6a:< — senh8seny(~4-^)£<  + 


+    cosh  8  sen  6  f  senh  8  cos  9  (?^+^)  l* 


Esprimiamo  ora  che  mentre  il  punto  {x^  Xi  ost)  descrive  la  rete  di 
Tchebychef 

u  —  v  =  costante    ,      w  +  t;  =  costante  , 

il  punto  (fl/o  ^1  ^2)  descrive  una  seconda  rete  di  Tchebychef  applicabile 
sulla  prima.  Per  ciò  calcolando  dalle  (35) 

ds'*  =  dxl  +  cbfl  —  €hfl  =  E'  dw*  +  2 r  dudv  +  &  dtf  , 

dobbiamo  scrivere  le  due  condizioni 

F  =  0    ,      E'  +  G'  =  1  . 

Ma  dalle  (35),  -ricordando  che  si  ha 

a^,  +  i4  —  4  =  -i  ,   £!  +  a~SJ=i,    -nì  +  fi  —  yi^i  , 
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F  =  senh*8(|+|)g+^)+8enh8co8h88eneco8?g+^ 

-  senh 8  cosh  8  cos  9  sen  <p  (5^+^)  -  senh*8  sen 6  cos 6  sen y  cob  y 

\ov     cu/ 

(35  *)  (  E'  =  senh*  8  (g£ +^)  -^  2  senh  8  cosh  8  cos 6  sen  (p  (g^+gr) 


1 


-  senh*8  cos*6  cos*y+cosh*8  cos'O 

G'  =  senh*8  (5^+^)  +2  senhS  coshS  senO  cos^pf^+^-l 
\pv     duj  \dv     cuj 

-  senh*  8  sen*  6  sen*  (p + cosh*  8  sen*  6  , 


e  quindi  le  richieste  condizioni  si  esprimono  colle  due  equazioni 
senh  8  (g^  +  ^)  -  cosh  8  cosO  seuf)    < 

X  jsenh8  (x^+x- J+cosh8  sen9  cos(p|=  —  senO  cos6  sen9  cosy 

I  senh  81^+  ^)— cosh  8  cos  6  sen  9 1  + 

senh  6  (g^+g;:)  +  cosh  8  sen  6  cos  9    =sen*6  cos*  j?  +  cos*6  sen*y. 

Queste,  risolute,  danno  le  formolo: 

/  senhS Ix-^+^l  —  cosh8 cos6 seny  =± sen6 cosy 

(«) 

I  /9(p     36\ 

f  senh  5 1  ^+^1  +  cosh  8  sen  6  cos  y =  +  cos  6  sen<p, 

ovvero  le  altre 

(drù      36\ 
^+^1  —  coshS  cos6  seny  =s=±  cos9  seny 


(P) 


\ó 

(d(p     d6\ 
senh8(^^+^|  +cosh8sen6cosy=+sen6cos?»  . 

L'ultimo  caso  si  esclude  subito,  le  corrispondenti  equazioni  per  f 
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essendo  incompatibili  (cf.  la  fine  del  §  precedente),  e  nel  primo  caso 
ponendo 

C08c  =  tgh8,    sena=±^. 

veniamo  ad  identificare  le  formolo  (a)  precisamente  colle  (B)  §.  373 
(pag.  392)  che  ci  davano  Tespressione  analitica  della  trasformazione  di 
Backlond.  D'altronde  le  formolo  (35^^),  essendo  soddisfatta  la  (a),  danno 
subito 

(37)  ds''  ==  daf\  +  dafl  —  dafl  =  cos*?  du*  +  sen'tpd^. 

Così  è  dimostrato,  come  si  voleva,  che  anche  sulle  superficie  pseudo- 
sferiche una  rete  di  Tchebychef  è  suscettibile  di  oo*  scorrimenti,  e  si 
vede  subito  che  uno  scorrimento  è  individuato  appena  sia  fissato  il  punto 
della  superficie  nel  quale  si  trasporta  un  determinato  punto  della  rete. 


§.  382. 
Applicabilità  delle  due  Calde  di  una  congniensa  psendosferica. 

Dopo  queste  ricerche  riesce  molto  facile  pervenire  alla  costruzione 
geometrica,  già  accennata  al  principio  del  §.  379,  per  stabilire  una  re- 
lazione d'applicabilità  fra  le  due  falde  S,  S'  di  una  congruenza  pseudo- 
sferica, cioè  fra  due  superficie  pseudosferiche  derivate  Tuna  dall'altra 
per  trasformazione  di  Backlund.  Si  ricordi  infatti  (§§.  373,  374)  che, 
essendo  6,  f  legati  dalle  formolo  (B)  sopra  citate,  gli  elementi  lineari 
della  S,  S'  sono  rispettivamente 

efe«  =  R«  {cos'6  du^  +  sen'e  cfo») 

d!^  =  R*  (co8*9  du^  +  sen*<p  dff)  . 

Se  nelle  formolo  del  §.  precedente  in  luogo  di  porre  R=  1,  lasciamo 
questo  raggio  indeterminato,  le  (36),  (37)  si  scrivono 

(36*)  cos  a  =  tgh  (  p  j    ,      sen  o  =  ± 


cosh 


(s) 


(37*)  <fe'*  ==  R*  (cos*  (p  du*  +  sen»  y  dt^ , 

e  quest'  ultima  combina  precisamente  col  efo*  della  S'.  Se  si  osserva  poi 
che  f  ha  il  medesimo  significato  nelle  formolo  al  §.  373  come  in  quelle 
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del  §.  precedente  e  quindi  l'arco  geodetico  che  sopra  S  va  dal  punto 
{xo  Xi  Xi)  al  punto  {afo  oix  rz^s)  è  tangente  in  M  ^  (u,  t;)  al  raggio  M  H' 

della  congruenza  pseudosferica,  mentre  per  la  (36*)  R  cos  o  =  B  tgh  (^| 

ha  il  segno  stesso  di  $,  si  può  formulare  il  seguente  teorema: 

S^ano  S,  S'  d^e  superficie  pseudosferiche  di  raggio  R,  derivate  Vuna 
dcUr altra  per  trasfomumone  di  BàcMund  B^^  ^  e  sia  Mìi'  una  coppia  di 
punti  corrispondenti  sopra  S,  S".  Si  prolunghi  il  raggio  M  M' geodeticamente 
sopra  S,  nd  senso  stesso  da  M  verso  M',  e  su  questo  prolungamento  geo- 
detico dd  raggio  si  stacchi,  a  partire  da  M,  un  segmento  M  Mi  "=  3  costante 
e  tale  che  si  abbia 

(A)  tgh(i)  = 


COS  0  . 


Gorì^  ogni  punto  M'  di  S'  darà  un  punto  Mi  sopra  S:  Ut  superficie  S 
è  allora  applicabile  sulla  S  in  guisa  che  ogni  punto  ÌS!  viene  a  coincidere 
per  V applicabilità  cól  corrispondente  Mi. 

Osserviamo  subito  che  se  la  costruzione  si  fa  sulla  superficie  S' invece 
che  sulla  S,  si  viene  ancora  a  stabilire  una  relazione  d'applicabilità  fra 
S  e  S';  ma  questa  non  differisce  dalla  precedente,  come  risulta  dal  si- 
gnificato simmetrico  dei  due  angoli  0,  9. 

È  poi  notevole  che  la  relazione  fra  cs  e  8  data  dalla  (A)  coincide 
precisamente  colla  formola  che  in  geometria  non  euclidea  lega  T  angolo 
a  di  parallelismo  e  la  distanza  S  del  punto  da  cui  sono  spiccate  le  due 
parallele  ad  una  retta  (I,  pag.  397).  Nel  caso  della  trasformazione  com- 
plementare si  ha  a  a  0,  indi  3  =  00 ,  e  la  costruzione  diventa  illusoria. 

Un  notevole  corollario  della  proposizione  dimostrata  è  il  teorema 
seguente: 

Se  di  una  superficie  pseudosferica  S  si  conoscono  le  linee  geodetiche 
ed  il  loro  arco,  sopra  qualunque  sua  trasformata  di  BàcMund  S' per  una 
trasformazione  B^  {con  0  4=  0)  si  conosceranno  altrest,  in  termini  finiti,  le 
linee  geodetiche. 

E  infatti,  note  le  geodetiche  di  S  (ed  il  loro  arco),  colla  costruzione 
data  sopra  si  stabiliscono  le  formolo  di  una  delle  applicabilità  di  S 
sopra  S',  e  da  queste  si  hanno,  in  termini  finiti,  le  geodetiche  di  S', 
corrispondenti,  nell'applicabilità,  alle  geodetiche  di  S. 

Pel  caso  invece  di  una  trasformata  complementare  So  sappiamo  sol- 
tanto che  bastano  quadrature  per  ottenere  le  linee  geodetiche  di  So*  Si 
conosce  infatti  sopra  So  un  sistema  di  oricicli  paralleli,  come  corrispon- 
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denti  agli  oricicli  paralleli  di  S  normali  ai  raggi  della  congruenza,  con 
una  quadratura  si  trovano  le  geodetiche  ortogonali  (Cf.  §.  182, 1,  pag.  405). 
In  fine  osserviamo  che,  mediante  le  considerazioni  sulle  reti  di  Tcheby- 
chef,  abbiamo  dato  alla  trasformazione  di  Bàcklund  un  significato  inerente 
puramente  alla  geometrìa  sulla  superficie.  Ricordando  le  osservazioni 
alla  fine  del  §.  379,  è  facile  concluderne  che  non  solo  nello  spazio  euclideo, 
ma  in  qualunque  spazio  di  curvatura  costante,  esistono  le  trasformazioni 
di  Bàcklund  per  le  superficie  di  curvatura  costante,  purché  la  loro  cur- 
vatura relativa  sia  negativa. 

§.  383. 
n  teorema  dì  permutabilità  per  le  trasformazioni  dì  Bàcklund. 

Un  importante  perfezionamento  dei  metodi  di  trasformazione  delle 
superficie  pseudosferiche  si  ottiene  facendo  uso  della  proposizione  che 
ho  chiamato  U  teorema  di  permuéabilUà  e  che  già  trovasi  esposto  nel 
presente  trattato  al  §.  251  (pag.  80),  pel  caso  più  generale  delle  super- 
ficie della  classe 

K= 1 

Vogliamo  ora  svilupparne  le  conseguenze  pel  caso  speciale  delle  super- 
ficie pseudosferiche.  In  primo  luogo  torniamo  ad  enunciare  il  teorema 
nel  caso  attuale  sotto  la  forma  seguente: 

Se  di  una  superficie  pseudosferica  S  si  conoscono  due  diverse  superficie 
pseudosferiche  derivate  Si,  Sj,  per  trasformazioni  di  Bàcklund  Boj,  Ba,,  a 
costanti  oi,  a,  differenti,  esiste  ima  quarta  superficie  pseudosferica  Ss,  per- 
fettamente determincUay  che  è  legata  rispettivamente  a  Si,  S^  da  due  tror 
sformazioni  di  BacUu/nd  B'o^,  B'aj,  celle  costanti  invertite  02,  «i. 

Questa  quarta  superficie  S3  è  deducibile  in  termini  finiti  dalle  S,  Si,  Ss 
supposte  note,  e  noi  andiamo  ora  a  stabilire  direttamente  le  formolo 
relative  che  potremmo  anche  dedurre,  come  caso  particolare,  da  quelle 
al  §.  251. 

Siano  M,  Mi,  Mj,  M3  quattro  punti  corrispondenti  di  S,  Si,  Sj,  S3  ed 
indichino 

{x,  y,  z) ,     (a;,,  y^,  z^),    {x^,  y„  £r,),     (a^,  ^3,  g^ 

le  loro  rispettive  coordinate.  Questi  quattro  punti  segnano  i  vertici  di 
un  quadrilatero  sghembo,  di  cui  due  lati  opposti  hanno  la  lunghezza 
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costante  B  cos  Oi  e  gli  altri  due  la  lunghezza  R  cos  a^  H  quadrilatero, 
serbando  inalterate  le  lunghezze  dei  lati,  si  muove  nello  spazio  in  guisa 
che  i  quattro  vertici  descrìvono  le  quattro  superficie  pseudosferìche  e  i 
due  lati  concorrenti  in  ogni  vertice  giacciono  nel  piano  tangente  della 
corrispondente  superficie  (Cf.  §.  251).  Indichiamo  qui,  nelle  rispettive 
trasformazioni  di  Backlund  Ba^,  Ba, ,  definite  dalle  formolo  del  §.  373, 
con  6|,  6,  i  valori  che  assume  ^  per  le  rispettive  superficie  Si,  Si;  avremo 

/  api  =  a?  +  R  cos  oi  (cos  Oi  Xi  +  sen  6i  X«) 
(38) 

(  Xt  =  x  +  'RGOB<h (cos 6, Xi  +  sen 6, X»), 

e  saranno  6^,  6,  legati  a  6  dalle  rispettive  formolo  (B)  pag.  392 


(39) 


(40) 


/  36i  ,  98  _  cos  6  sen  O^  -f-  sen  oi  sen  6  cos  6i 
i  3a  '  3t;  ~  cosoi 

36i  ,  36 sen  6  cos  6i  +  sen  Oi  cos  6  sen  Oi 

dv     3m  cos  Oi 

36,  36  _  cos  6  sen  6,  +  sen  ot  sen  6  cos  6, 
3m  3t;  coso, 

3^  ,36 sen  6  cos  6,  +  sen  o,  cos  6  sen  6, 

3»  '3w~  coso, 


Indichiamo  ora  con 

le  quantità  che  per  la  Si  sono  le  analoghe  delle 

Xi  ,    X,  ,    x, 
per  S,  e  analogamente  con 

Xf  ,   xjp ,   x? 

le  quantità  relative  alla  S,.  Per  la  (16)  pag.  392  abbiamo 

/  X?^  =  cos  oi  (sen  6i  Xi  —  cos  6i  X,)  —  sen  Oi  X« 
(41) 

f  Xf  =»  cos  0,  (sen  6,  Xi  —  cos  6,  X,)  —  sen  0,  Xa  . 

Ora  volendo  cercare  le  coordinate  a^y^azài  M,,  osserviamo  che  questo 
punto  si  trova  sulla  retta  uscente  da  M  che  è  T  intersezione  dei  due 
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piani  tangenti  in  Mi,  Ms  a  Si  S2,  I  coseni  di  direzione  dì  questa  retta 
sono  proporzionali  ai  minori  della  matrice 

X?^        YU»        Z!f' 

X?      w      z?> 
ossia,  per  le  (41),  alle  tre  quantità  a,  p,  y  date  dalla  formola: 
(42)  a  =(  cos  c3i  sen  3t  cos  61  —  cos  cj,  sen  Oi  cos  6,)  Xi  -f 

+  (cos  oi  sen  cj,  sen  61  -  cos  02  sen  Oi  sen  6«)  Xj-  cos  Oi  cos  o,  sen  (6i  -  81)  X« , 

colle  analoghe  per  [^,  y. 

Indicando  dunque  con  A  una  conveniente  funzione  incognita  di  u,  v, 
avremo 


(43) 


aJi  =  a?+Aa,    y8  =  y  +  Ap,     b^  =  b-\-\^, 


e  A  sarà  da  determinarsi  in  guisa  che  ne  risulti,  come  sappiamo  esser 
possibile  : 

2(a:3-a?i)'  =  R'cos»o,,      2(^~^)'  =  B'cos*Oi, 

in  modo  cioè  che  Ms  si  trovi  rispettivamente  distante  da  Mi,  Mg  delle 
lunghezze 

Rcosot,       Rcosoi. 

Le  due  equazioni  precedenti  si  scrivono 

2J  Aa— (a?i  — a?)|  =R»cos*aj 

2I  Aa— (a?,  — a:)  |  =R»co8*Oi. 
Sommandole,  coir  osservare  che  si  ha 

2(^1— a;)»  =  R'cos«Oi,      ^{x^- xf^^^^^^Ot, 
si  ottiene 
(44)  A  2  a*  =  2  a(^i— a?)+  2  «  (^  — ^)- 
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Ma  dalle  (42)  e  (38)  segue 

2  a*  =  cos*  oi  sen*  o,  +  cos*  a,  sen*  Oi  -f-  cos*  Oi  cos*  o,  sen*  (6i  -  6^) 
—  2  cos  Oi coso,  sen  ai  sen  a,  cos  (6i  -  6,) 

=  R  j  cos*oi  sen  o,  -  cos*  o»  sen  Oi +co8  oi  cos  ci,  (sen  a,  -  sen  oi)  cos  (6i  -  6,) 
queste  possono  anche  scriyersi 

2  a*  =  1  —  sen  <3i  sena,  +  cos  oi  cos  a,  cos  (6i — 6,) 

=  R  (sen  0,  -  sen  oi)  {  1  +sen  oi  sen  a,+cos  oi  cos  o,  cos  (8i  -  6,) 
e  la  (44)  da  quindi  per  A  il  valore 

(45)         A  =  R- sen..-seao, 

^  sen  oi  sen  a,  -f  cos  Oi  cos  o,  cos  (6i  —  G,)  —  1 

Sostituendo  questo  valore  di  A  nelle  (43)  si  hanno  così,  in  termini 
finiti,  le  equazioni  relative  alla  quarta  superficie  pseudosferìca  Ss  del 
teorema  di  permutabilità. 

§.  384. 
Oalcoli  relativi  alla  S,  e  yerifiche. 

Indichiamo  ora  con  8,  l'angolo  d'inclinazione  del  segmento  MiMs^R 
coso,  tracciato  nel  piano  tangente  in  Mi  alla  Si  sulla  linea  (di  curva- 
tura) t;  —  costante  di  Si;  avremo 

a^  =  a?!  +  R  cos  o,  (cos  83  Xf >  +  sen  6,  X?0 , 
e  paragonando  colle  (43) 

-  a  =  cos  Oi  (cos  61  Xi  +  sen  61 X,)  + 
+  coso,(cose,Xf>  +  senOsXf) , 
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colle  analoghe  perp,  y-  A  queste  possiamo  sostituire  le  tre  equivalenti 
^2  aXi  =  cosai cos  e^+cosoi  COS83  2  XiXl'^senOj  ^  XiXj}^ 
g-2  ^^t  =  cosoisen  e,+cos oJ  cosOg  V  X^Xl^^+senO,  2  ^tW 

^2  ^^3  =  cos  a,  j  cos  63^  X3  Xf »+sen  63^  X3  Xl?)| 

Ma,  per  le  formolo  (19)  pag.  393,  abbiamo 

Xf^  =  (cos6cos6i -8encjisenesen6i)Xi+(cos6sen6i+senoisen6cos8i)  Xt- 

— cosoisenOX» 

XU^=  (sen6cosei-|-sen(3iCosesen6i)Xi+(sen6sen6i  -senOlCos6cos6^)X^+ 
+cosolCOs6X«, 

onde,  avendo  riguardo  agli  effettivi  valori  (42)  di  a,  p,  y,  deduciamo  le 
tre  formolo: 

^  (cos  oi  sen  o»  cos  61  —  cos  cjt  sen  ^i  cos  8,)  = 

=  cos  oi  cos  61  +  cos  0,  cos  61  cos  (83—6)  4-  sen  oi  sen  Bj  sen  (83 — 8)  | , 


-^  (cos  oi  sen  o^  sen  81  —  cos  o,  sen  oi  sen  81)  = 

=  COS  Oi  sen  81  +  cos  o,  |  sen  8^  cos  (83—8)  —  sen  ai  cos  8i  sen  (83—8)  |  , 

—  ^  .  cos  oi  cos  ot  sen  (81—8,)  =  cos  oi  cos  og  sen  (83 — 8)  . 

Moltiplicando  le  due  prime  per  cos8x,  sen  81  e  sommando,  abbiamo 

^  1  cos  oi  sen  oj  —  cos  0,  sen  oi  cos  (81 — ^8,)  |  =  cos  o^  +  cos  o»  cos  (63—8)  , 

mentre  la  terza  ci  dà 

-  4  sen  (81—83)  =  sen  (83—8)  . 

Sostituendo  in  queste  due  formolo  per  z^  il  valore  (45),  ne  deduciamo: 

/A      flv       cos  ai  cos  a,  +  (sen  Oi  sen  a,— 1)  cos  (83—81) 

cos  (O3 — 0)  =  jE — ET~~x 7 

^  cos  Ci  cos  a,  cos  (8, — 81)  +  sen  Oi  sen  a,— 1 

(46)  : 

„      ,fi     fiv  (sen  oi— seno,)  sen  (8,-.80 

sen  (% — 0)  = TE — E^r~t 7  » 

^        ^      cos  oi  cos  03  cos  (8,— 81)  +  sen  Oi  sen  a,— 1 
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e,  come  conferma  del  calcolo,  si  osserverà  che  la  somma  dei  quadrati  dei 
secondi  membri  è  identicamente  =  1.  Formando  dalla  prima  di  queste 
i  valori  di 

1  ±  cos  (63— 8)  , 

se  ne  trae  la  formola  di  notevole  semplicità 


È  da  notarsi  la  simmetria  di  questa  formola,  come  delle  (46),  rispetto 
a  Si,  S,,  poiché  non  vengono  alterate  scambiando  (oi,  Oj),  (Oj,  6,).  CSò 
dimostra  che  V  angolo  O3  misura  altresì  V  inclinazione  del  segmento  Mt  Ms 
sulla  linea  t;  di  Ss. 

Ed  ora  derivando  la  (C)  rapporto  ad  u,  v,  e  tenendo  conto  delle  (39), 
(40),  si  verifica  facilmente  che  63  è  legato  alla  sua  volta  a  ^i,%  dalle 
relazioni 


(39*) 


(40*) 


9^  ,  361  _  cos  61  sen  83  +  sen  Q»  sen  O^  cos  63 

du  dv  COSOs 

3^  ,  96i sen  61  cos  63  +  sen  03  cos  6i  sen  63 

dv  "'  du  cos  O3 


3^  ,  3^  _  cos  6,  sen  63  +  sen  ^1  sen  63  cos  % 

3m  3t;  cosoi 

d%  ,  302_  __  sen  9,  cos  83  +  sen  Oi  cos  6,  sen  63 

dv  '  du  cosoi 


Queste  non  sono  altro  appunto  che  le  formolo  delle  trasformazioni  di 
Backlund  B'o^ ,  B'g   a  costanti  o,,  Oi  invertite. 

Così  sono  verificate  direttamente  le  proprietà  contenute  nel  teorema 
di  permutabilità,  ed  è  chiaro  che  per  Telemento  lineare  ds^  della  quarta 
superficie  p^eudosferica  Ss  avremo 
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§.  385. 
Applica&one  saoceasiva  della  trasformasione  di  B&okltind. 

Sviluppiamo  ora  le  conseguenze  del  teorema  di  permutabilità  per 
r  applicazione  successiva  ed  illimitata  delle  trasformazioni  di  Backlund 
(Cf.  §.  251). 

Supponiamo  che  della  superficie  pseudosferica  S,  corrispondente  alla 
soluzione  6  dell'equazione  fondamentale 

^-^=  sene  cose. 

si  conoscano  tutte  le  trasformate  di  Backlund,  cioè  si  sappia  integrare, 
per  ogni  valore  della  costante  a,  il  sistema  (B)  pag.  392 

3(p  ,  36  cos  9  sen  y  +  sen  q  sen  6  cos  y 

du     dv  ~  cosa 

3y  ,  36 sen  6  cos  y  +  «en  o  cos  6  sen  y 

3»  3m  cos  <3 

Conosceremo  così  una  soluzione 

y  =  y(tl,   V,   O,   0) 

colle  due  costanti  arbitrarie  a,  C  dell'equazione  fondamentale 

3*y     3«y 

ora  dimostriamo  :  Per  ciascuna  superficie  pseudosferìca  Si,  derivata  da  S 
con  una  trasformazione  B^i,  si  potranno  determinare  con  sóli  calcoli  alge- 
brici e  di  derivandone  tutte  le  trasformate  di  BdcUund. 
Indichi  infatti 

01  =  y  (w  ,  «  ,  Oj ,   Ci) 

la  soluzione  deir  equazione  fondamentale  corrispondente  a  Si,  e  sia  £  una 
trasformata  contigua  di  Si  per  la  trasformazione  generica  Bo.  Se  con  % 
denotiamo  la  soluzione  corrispondente  a  ^,  dalla  formola  (C)  del  teorema 
di  permutabilità  abbiamo 


•m 


seni    ^  ^ 
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e  questa  ci  fa  conoscere  in  termini  finiti  la  cercata  trasformata  £  di  S^ 
se  dapprima  si  esclude  il  caso  t?  =  Gi,  ove  il  denominatore  del  secondo 
membro  si  annulla.  Ma,  considerando  il  caso  ora  escluso  come  caso 
limite,  è  facile  trovare  anche  per  esso  la  formola  corrispondente.  Im- 
maginiamo per  ciò  che  nella  funzione 

(p(M,  v,  0,  C) 

si  faccia  convergere  a  verso  o^  e  si  assuma  per  C  una  funzione  arbitraria 
di  a  che  si  riduca  a  Ci  per  o  =  Oi.  Al  limite  per  a  =  oi  il  secondo  membro 
della  (47)  si  presenta  sotto  forma  indeterminata,  ma  se  al  quoziente 


taag  («.-y(^>^°.C)) 


sen 


(V) 


che  assume  la  forma  -  ,  si  sostituisce  il  quoziente  deUe  derivate  rap- 
porto a  0,  facendo  poi  oso,,  si  ottiene 

tang(-^)  =  cosa.[3?+-g-J 
ossia 

con  G  nuova  costante  arbitraria.  Ed  è  ora  facile  verificare  direttamente 
che  questa  formola  ci  dà  appunto  le  oo^  trasformate  della  Si  per  mezzo 
della  Bsj.  Basta  per  ciò  derivare  le  (B)  rispetto  a  a  facendovi  poi  o  =  ci, 
e  confrontare  le  formolo  così  ottenute  con  quelle  che  risultano  derivando 
la  (47*)  rapporto  ad  w,  v. 

Il  risultato  conseguito  si  può  enunciare  dicendo  che  :  Ndla  applicar 
eione  successiva  ed  illimitata  delle  trasformazioni  di  Bàcklund  ad  una 
superficie  pseudosferica  ed  atte  sue  successive  derivate,  basta  avere  integrata 
la  prima  equajnone  di  Riccati,  relativa  odia  trasformazione  generica  B^ , 
e  le  successive  equazioni  di  Biccati  che  si  presentano  saranno  senjf  altro 
integrate  colla  prima, 

§.  386. 

Le  geodetiche  sulle  superficie  derivate. 

Restando  ferma  l'ipotesi  fatta  al  principio  del  §.  precedente,  dimo- 
striamo 0)*a  che  :  Sopra  ogni  superficie  pseudosferica  S»  dd  gruppo  derivato 
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si  può  determinare  in  termini  finiti  V equazione  ddle  linee  geodetiche. 
Si  osserverà  che  questo  teorema  discende  già  in  parte  dal  risaltato 
alla  fine  del  §.  382.  E  infatti,  supposto  che  il  teorema  valga  per  la 
superficie  S^^i  precedente  nel  gruppo,  che  cioè  della  S^-i  si  conoscano 
le  geodetiche,  conosceremo  altresì  le  geodetiche  di  S»  quando  questa 
provenga  da  Sn-i  per  una  trasformazione  di  B'àcklund  Bs  a  costante  a 
non  nulla.  Bimarrebbe  invece  incertezza  quando  questa  trasformazione 
fosse  complementare;  ma  allora  la  dimostrazione  risulta  completata  dalle 
considerazioni  che  nel  §.  precedente  ci  hanno  condotto  alla  formola 
limite  (47*).  Bìsulta  infatti  da  queste  ricerche  che  in  ogni  caso  sapremo 
determinare  in  termini  finiti  tutte  le  trasformate  di  Backlund  e  com- 
plementari della  Sn.  Indicando  con  9^  il  valore  di  6  corrispondente  alla  S», 
conosceremo  in  particolare  l'integrale  generale  'f  delle  equazioni  della 
trasformazione  complementare 

(48) 

_^4._  =  -8ene.cos 

sia  9  (t«,  V,  G)  quest'integrale  con  una  costante  arbitraria  G.  Se  derivando  <p 
rispetto  alla  costante  arbitraria  C  poniamo 

derivando  le  (48)  rispetto  a  G  otteniamo 

^  =  cos  Qn  cos  9    ^     g-  =  sen  6^  sen  f . 

Dunque  la  funzione  (|),  che  contiene  la  costante  non  additiva  G,  è  una 
soluzione  dell'equazione  a  derivate  parziali 

il  parametro  differenziale  primo  Ai  c|)  essendo  calcolato  rapporto  alla 
prima  forma  fondamentale 

dsl  =  cos*  e^  dtt»  +  sen»  6,  dt;» 

della  superficie  Sn.  Basta  allora  applicare  i  teoremi  generali  sulla  inte- 
grazione della  equazione  delle  geodetiche  (§.  93, 1,  pag.  203)  per  con- 
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eluderne  che  T  equazione  in  termini  finiti  delle  geodetidie  sopra  S«  sarà 

essendo  C  una  seconda  costante  arbitraria,  ossia 

§.  387. 

Applicazione  alle  elicoidi  del  Dini  ed  alla  saperflde  complementare 

della  pseudosfera. 

Applichiamo  i  risultati  generali  ottenuti  a  far  conoscere  un  gruppo 
infinito  di  superficie  pseudosferiche,  le  coordinate  corre&ti  di  un  cui 
punto  si  esprimono  per  funzioni  ordinarie,  circolari  ed  iperboliche,  dei 
parametri  w,  v  delle  linee  di  curvatura. 

Otteniamo  questo  gruppo  di  superficie  nel  modo  più  semplice  par- 
tendo dalla  soluzione  evidente  0  =  0  della  equazione  fondamentale 

3;^«-3-i  =  sene  cose. 

Se  ricordiamo  gli  sviluppi  relativi  alla  trasformazione  di  Backlund 
(§.  373  e  seguenti),  vediamo  che  èssi  saranno  ancora  applicabili  per  6  =  0 
quando  si  assumano 

^1  y>  ^1    Xi,  Yi,  Zi;    X«,  Yi,  Zt;    X^,  Ys,  Zg 

in  guisa  da  soddisfare  le  equazioni  fondamentali  (A)  §.  373  (pag.  391); 
ciò  si  ottiene  ponendo 

,     y     =  0        ,     0  =Bm 
Yi   =  0  Zi  =  1 


(*9)  ì   Y    ^oaTì*,  Y,  =  -COS  V  Zt  =  0 

Ys   =  sen  t;        Z3  =  0 , 

onde  si  vede  che  la  superficie  S  corrispondente  si  riduce  all' asse  0. 

Essendo  6  =  0,  le  formolo  (B)  pag.  392  della  trasformazione  Ba  di  Bac- 
klund diventano 

drp      sen  9     dv         seno 

;rf  = i  ,  5^  = sen  (p  ; 

du      COS  o     3t;         COS  0       ^  ' 
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queste  integrate  danno 

u—v  sen  0 
tang|^=Ce      coso 

e  la  costante  G  d'integrazione  si  può  fare  =  1  senza  alterare  la  generalità. 
Esaminiamo  ora  le  superficie  pseudosferiche  corrispondenti.  Ponendo 
per  brevità 

u  —  v  sen  0 
coso 
abbiamo 

'^°^=c-dhl'    ^'^ ^^'' 

e  le  formolo  (15)  pag.  391  ci  danno  per  le  superficie  derivate,  osservando 
le  (49): 

,     R  cos  o  .       R  cos  o  /     TI  /  X  1.  N 

u  —  v  seno 
coso 

Queste  superficie  pseudosferiche  non  sono  altro  che  le  elicoidi  del 
Dini  già  trovate  al  §.  334  (pag.  300),  dove  soltanto  sono  leggermente 
cangiate  le  notazioni.  In  particolare  per  a  »  0  abbiamo  la  pseudosfera 

,     Rsent?      ,        Rcost;      ,      ^.      ... 

x=  — r— ,  y  = r-  ,  /=R(w-tghw). 

cosh  u     ^         cosh  u  V       ©     / 

I  teoremi  generali  dimostrati  ci  assicurano  che:  V appliccusume  del 
processo  UlimiicUo  di  trasfarma/cfioni  di  BàcMund  alle  dicaidi  pseudosfe- 
riche del  Dini,  in  pa/rHcóUvre  alla  pseudosfera  non  richiederà  alcwn  calcolo 
d^  integrazione. 

Ciosl  se  prendiamo  una  particolare  elicoide  del  Dini  corrispondente 
alla  formola 

u  —  V  sen  oi 


cos  Oi 

ne  otterremo  colla  (47)  la  trasformata  generica  di  B&cklund  a  costante  a 
colla  formola 


tang 


(D 


m 


<^««'    ~    ■  e^.~«x 


1  +  e^+^i 
seni  ' 


"(VI 
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Nel  caso  particolare  o  =  a^  dovremo  invece  ricorrere  alla  (47*)  che  dà 

usenoi  —  v  +  C 


tang 


©= 


COS  Oi  cosh  Ti 

Se  facciamo  in  questa  Oi  =  0  avremo  la  superficie  complementare 
della  pseudosfera  ove,  senza  alterare  la  generalità,  potremo  fare  C  =  0, 
indi 

^  2t;coshw  ^      cosh^M  —  t^ 

sen©  = Ti — r-j   >      cosO= — tì — i — 5. 

cosh'  u  +  tr   '  cosh*  m  +  «;* 

Applicando  le  formolo  dei  §§.  precedenti  troviamo  che  la  nostra  super- 
ficie è  rappresentata  dalle  equazioni: 

2  R  cosh  u  ( 
X  =   — Ti — ; — 9   sen  V  —  V  cos  v 
cosh'  u  +ir{ 

/r^x  f  2R  coshw  I  , 

-^,     2  senh  u  cosh  u 

^         cosh'M  +  t;' 


Fio.  12.* 
Avendosi 

a;  { cos  t;  +  t;  sen  »)  +  y  (sen  t;  —  1;  cos  v)  =  0 , 

si  vede  che  le  linee  di  curvatura  v  di  questa  superficie  sono  in  piani  per 
r  asse  r  e  la  superficie  stessa  non  è  quindi  che  un  caso  particolare  delle 
superficie  d'Enneper  (§.  330). 

I  raggi  principali  di  curvatura  della  superficie  sono 

2  R  v  cosh  u 


ri  =  -Rtge 
r,=  Rcote=  -E 


cosh'u-i;' 

cosh'u  —  f^ 
2t'C0shfi    ' 
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e  la  superficie  ha  quindi  le  due  linee  singolari 

t;  =  o  ,     »  =  COSllM  , 

che  sono  per  la  superficie  linee  cuspidali.  La  prima  è  una  curva  piana 
che  si  ottiene  dalla  trattrice  meridiana  della  pseudosfera,  staccando  sulla 
tangente  a  partire  dal  punto  di  contatto,  nel  verso  che  si  allontana 
dall'  assintoto,  un  segmento  =  R  e  prendendo  il  luogo  degli  estremi  ;  la 
seconda  linea  cuspidale  è  una  curva  gobba.  In  fine  osserviamo,  senza 
sviluppare  i  calcoli,  che  secondo  i  risultati  del  teorema  di  reciprocità 
si  compiono  con  sole  derivazioni,  che  V  elemento  lineare  della  superficie 
dato  da 

^ji      T>2l(cosh*w— v^*      ,  ,      4t;*cosh*w    ,. 
((cosh*w-t-«^  (cosh*M+t;*)* 

si  riduce  alla  forma  tipica 

efe*  =  R*(da«^-c2adp«) 
ponendo 

-         coshw  «  ,^  - 

§.  388. 

Oomplementari  delle  superficie  psendosferiche  di  rotazione 
e  delle  superficie  d'Enneper. 

Si  è  visto  sopra  che  la  complementare  della  pseudosfera  è  una  par- 
ticolare superficie  d' Enneper.  È  facile  dimostrare  che  anche  le  superficie 
di  rotazione  degli  altri  due  tipi  ellittico  ed  iperbolico  hanno  per  comple- 
mentari delle  superficie  d'Enneper  ^^L  Sia  S  una  superficie  pseudosferica 
di  rotazione;  le  sue  complementari  1  sono  le  traiettorie  ortogonali  dei 
circpli  C  tracciati  nei  piani  tangenti  di  S  col  centro  nel  punto  di  contatto 
e  con  raggio  =R  (§.  272).  Le  oo*  superficie  S  (che  sono  tutte  congruenti 
per  rotazione  attorno  all'  asse)  fanno  parte  di  un  sistema  triplo  ortogo- 
nale nel  quale  le  superficie  degli  altri  due  sistemi  sono  i  luoghi  dei 
circoli  C  lungo  le  linee  di  curvatura  di  S,  cioè  lungo  i  meridiani  ed  i 
paralleli. 


(^)  Queste  superficie  d' Enneper  sono  state  studiate  dal  dott.  Boleb  nella  sua 
tesi  d*  abilitazione  Die  ComplemeniàrflCicJien  der  pseudopìUiriacken  RotaUons/Uir- 
ehm  (HaUe.  A.  S.  1901). 
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Ora  le  superficie  del  secondo  sistema  sono  eyidentemente  sfere  col 
centro  sull'asse,  e  per  ciò  la  £  ha  le  linee  di  curvatura  di  un  sistema 
sopra  sfere  che  tagliano  ad  Angolo  retto  la  superficie  ed  hanno  il  centro 
sull'asse.  Dunque  le  linee  di  curvatura  dell'altro  sistema  sono  in  piani 
per  Tasse  e  la  superficie,  che  appartiene  alla  classe  di  Joachimsthal 
(§.  320),  è  una  superficie  d' Enneper  (§.  332). 

Arriviamo  al  medesimo  risultato,  ed  anzi  dimostriamo  di  più  il  teorema 
inverso  :  Se  tutte  le  complementari  di  una  superficie  pseudosferica  S  som 
superficie  d' Enneper^  la  superficie  S  è  di  ratojriane  procedendo  nel  modo 
seguente. 

La  superficie  pseudosferica  S  sia  definita  da 

(fe«  =  R*  (co8»e(ÌM*  +  sen«9(fo») 

e  le  sue  complementari  S  da 

cfoì  =  R*  (cos*(pdM*  +  sen^dt^  , 

essendo  <p  la  soluzione  generale,  con  una  costante  arbitraria,  delle  equa- 
zioni (B*)  pag.  395 

Ì  +  a-^  =  cosesen? 

£  +  31*="'^^®"^'^ 

Supponiamo  che  su  tutte  le  1  le  linee  di  curvatura  v  siano  piane; 
dovremo  avere  (§.  330): 

(51,  ^(— 1)  =  0. 

^    '  du  \8en  ip  dvf 

e  questa  dovrà  sassistere  per  tutte  le  soluzioni  9  del  sistema  (B*).  Svi- 
luppando la  (51),  osservando  le  (B*^  e  la  relazione 

ye  _  3*9 
du*      3»» 
otteniamo 

(52)  sen  y  g-,  +  cos  ?  gj^  g;;  +  sen  e  ^  =  0  . 

Questa,  nella  nostra  ipotesi,  deve  essere  un'identità  in  7  e  perdo 
sarà  necessario  e  sufficiente  che  si  abbia 

3v  =  '^ 


;r-8  —  ;r^  =  sen  U  cos  I 
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ossia  9 =/(!*);  dunque  la  S  è  una  superficie  di  rotazione  e  precisamente 
i  paralleli  sono  le  linee  u. 

Col  medesimo  metodo  possiamo  risolvere  la  questione  seguente: 
Qikzndo  accade  che  tutte  le  complementari  S  di  una  superficie  pseudosfe- 
rica S  abbiano  sferiche  le  linee  di  curvatura  di  un  sistema? 

Secondo  il  risultato  finale  del  §.  337  (pag.  305),  le  superficie  S  avranno 
le  linee  di  curvatura  v  sferiche  quando  si  abbia 


cot  9  =  a  +  p 


1     3? 


sen  ^  3w  ' 


dove  a,  p  sono  funzioni  di  v  soltanto.  Derivando  la  precedente  rispetto 
ad  u,  otteniamo  la  formola  equivalente 


(53) 


1     3y 
sen*  (p  du 


'^  du  \sen  f  dv) 


Dovendo  questa  coesistere  con  quella  che  ne  risulta  per  una  nuova 
derivazione  rispetto  ad  u,  otteniamo 


(54) 


9<p 


sen*  <p  du 


9/1     3y\  y  /   1     df' 

du  \sen*  (p  du)        3w*  \sen  rp  dv^ 


3/1     3y\ 
du  \sen  f  dv) 

;) 


=  0  . 


3/1    3®\ 
Questa  sarà  sostituibile  alla  (53)  quando  non  sia  zero  r- I —-1, 

cioè  quando  le  linee  v  non  siano  piane.  Dunque  la  (54)  esprime  che  linee 

di  curvatura  v  sono  o  piane  o  sferiche. 

3^  3© 

Ciò  posto,  se  sviluppiamo  la  (54)  sostituendo  per  :r^  ,  ^   ì  valon 

cu  dv 

tratti  dalle  (B'*'),  otteniamo  l'equazione 

(55)  A  cos  y  +  B  sen  9  +  C  =  0  ,         ^ 

dove  A,  B,  G  hanno  i  valori  seguenti: 

A  =  8eneU-    il  +  coseg-r-^ 
\oU/    ov  cu  qUOV 

,.9639    3e/3e\»  .         „       .  3*0      36  3»e    ,    3»e  3*6 

^  =  ««''^3ii3i;-3i»te)  +'®°®*=°'®3i^-3.;3ii3i;*+3i^3s;i- 
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La  (55)  dovendo  essere  per  ipotesi  identica  rispetto  a  (p,  dovremo  avere 

A  =  0,    B=0    ,    C  =  0. 

Ora  se  si  lascia  da  parte  il  caso,  già  sopra  considerato,  che  la  S  sia 

36 
di  rotazione,  sarà  ;r-4=0  e  la  condizione  A  =  0  ci  dà 
du 


la  quale  esprime  che  sulla  S  le  linee  di  curvatura  u  sono  piane.  D' al- 
tronde si  vedrà  subito  che,  insieme  alla  A  =  0,  sono  soddisfatte  anche  le 
altre  due  condizioni  B  =  0,  C  =  0,  e  perciò  le  S  avranno  le  linee  di  cur- 
vatura V  0  piane  o  sferiche.  Per  quanto  si  è  visto  sopra,  il  primo  caso 
non  può  aver  luogo  per  una  £  qualunque,  se  la  S  non  è  di  rotazione; 
dunque:  Le  complementari  di  una  superficie  pseudosferica  S  avranno  sfe- 
riche le  linee  di  curvatura  v  sólo  quando  le  linee  u  di  ^  siano  piane. 

Dunque  le  complementari  di  una  superficie  S  d' Enneper  hanno  sfe- 
riche le  linee  di  curvatura  corrispondenti  a  quelle  sferiche  di  S,  mentre 
quelle  che  corrispondono  alle  linee  di  curvatura  piane  non  sono,  in  gè- 
neralcy  né  piane  né  sferiche.  Però  è  facile  vedere  che  fra  queste  oo' 
complementari  ve  ne  sono  due  e  due  sole  (reali  od  immaginarie)  per 
le  quali  le  dette  linee  di  curvatura  sono  piane.  Infatti  pel  calcolo  fatto 
al  principio  del  §.  le  linee  di  curvatura  v  della  complementare  S  di  S 
saranno  piane  se  'f  soddisfa  la  (52).  Ora  questa  è  un'  equazione  di  2.* 

grado  in  tg-9  <^)  e  due  al  massimo  sono  quindi  le  complementari  ri- 
té 

chieste.  Supposto  d'altronde  che  la  S  stessa  abbia  le  linee  v  di  curvatura 

piane,  avremo 

=cote; 


3w  3t^  3m  3t;  ' 

e  derivando  la  (52)  rapporto  ad  t«  e  v  si  vedrà  facilmente  che  7  soddisfa 
in  eflfetto  alle  (B*).  Dunque:  Ogni  superficie  di' Enneper  possiede  due  aUre 
superficie  d' Enneper  (reali  od  immaginarie)  contigue  per  trasfomumone 


(^)  Escludiamo  il  caso  già  trattato  avanti,  che  la  (52)  sia  un'identità;  allora 
la  S  è  una  superficie  di  rotazione. 
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complementare;  le  altre  complementari  hanno  soltanto  sferiche  le  linee  di 
curvatura  di  un  sistema.  (^) 

§.  389. 
Composizione  di  due  trasformazioiii  complementari. 

Le  ultime  ricerche  suUe  trasformazioni  (reali)  di  Backlund  alle  quali 
ora  ci  accingiamo  hanno  per  iscopo  di  collegare  a  queste  trasformazioni 
ì  risultati  del  Cap.  XVII  sulla  deformazione  delle  congruenze  e  in  par- 
ticolare i  risultati  dell'ultimo  §.  di  questo  capitolo  (pag.  129).  Risolviamo 
per  ciò  la  questione  preliminare  seguente: 

Essendo  Si,  S^  dt^  superficie  pseudosferiche  derivate  da  una  medesima  S 
per  trasformajnoni  di  BdcUund  Bo^,  Ba^,  quando  accade  che  le  normali  in 
due  punii  corrispondenti  qualunque  Mi,  ìit.di  Si,  Ss  si  incontrano? 

Ritenendo  le  notazioni  del  §.  383,  sarà  per  ciò  necessario  e  sufficiente 
che  si  annulli  il  determinante 


0i  —  ift 

zsf> 


0 

senoi 
senot 


=  0. 


^l  —  0!k  Vi  —  Vt 

X?>  TSr 

ossia  per  le  (38),  (41)  che  si  abbia: 
cos  oi  cos  Oj  -  cos  0,  cos  62  ,      cos  oi  sen  61  -  cos  0,  sen  6, 
-^  cos  ai  sen  61  ,      cos  Oi  cos  61 

—  cos  o,  sen  6,  ,      cos  0,  cos  6, 

Sviluppando  si  ottiene 

(sen  oi  -f  sen  a,) .    1  -  sen  Oi  sen  o,  -  cos  oi  cos  0,  cos  (61  -  6,)   =  0 , 

e  quindi,  siccome  il  secondo  fattore  non  può  annullarsi,  dovremo  avere 

sen  oi  +  sen  ag  =  0 

cioè  a«  =  —ai.  Dunque  la  drcosta/nsa  domandata  avviene  sólo  quando  le  due 
trasformazioni  Ba^,  Ba,  hanno  costanti  0  eguali  e  di  segno  contrario. 


(*)  Le  equazioni  in  termini  finiti  di  tutte  le  superficie  pseudosferiche  con 
xm  sistema  di  linee  di  curvatura  sferiche  furono  stabilite  dal  Dobriner  (Acta 
mathem.  T.  9)  ;  esse  dipendono  dalle  funzioni  6  di  due  variabili.  Le  comple- 
mentari delle  superficie  d*Enneper  considerate  nel  testo  non  ne  sono  che  un 
caso  particolare  più  semplice. 
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Supponiamo  adunque  che  siao8  =  — -Oi;  il  punto  d'incontro  M©  delle 
due  normali  in  Mi,  M2  descriverà  una  superficie  So,  della  quale  andiamo 
a  ricercare  T  elemento  lineare,  per  constatare  che  essa  è  in  ogni  caso 
applicabile  sulla  superficie  logaritmica  di  rotazione  quando  a^  =  o^  =  0  ed 
invece  sul  catenoide  accorciato  quando  32=  —  Oi  4=  0 . 

Cominciamo  dair  esaminare  geometricamente  il  primo  caso.  Siano 
dunque  Si,  Ss  complementari  di  una  medesima  superficie  pseudosferìca  S 
e  siano  Mi,  Mg,  M  tre  loro  punti  corrispondenti.  I  raggi  delle  due  con- 
gruenze pseudosferiche  normali  M  Mi,  M  Me  sono  rispettivamente  tan- 
genti a  due  sistemi  di  geodetiche  parallele  sopra  S.  Consideriamo  quella 
geodetica  9  di  S  che  appartiene  ad  ambedue  i  sistemi,  cioè  è  parallela 
in  un  senso  alle  geodetiche  del  primo  sistema  e  nel  senso  opposto  a 
quelle  del  secondo.  Se  con  u  indichiamo  la  distanza  geodetica  sopra  S 
del  punto  M  da  g,  potremo  dare  air  elemento  lineare  di  S  la  forma 
iperbolica  (I,  pag.  261) 

(56)  efo«  =  dw'  +  C08h«(|)  (tó» 

e  per  T angolo  a  di  parallelismo  relativo  al  punto  M  ed  alla  geodetica; 
avremo  (I,  pag.  397) 


cosa: 


■H)- 


Se  nel  piano  Mi  M  Ms,  tangente  in  M  alla  S,  conduciamo  le  normali 
in  Mi,  M2  ai  raggi  M  Mi,  M  Mt,  queste  saranno  le  normali  ad  Si,  S2  e  sì 
incontreranno  in  un  punto  Mo  tale  che 

MMo=—  =Rcoth(^ì  . 
cos  a  \R/ 

Ora  nella  forma  (56)  deir  elemento  lineare  la  curvatura  geodetica  — 
delle  linee  u  è  appunto 


t'-iO' 


onde  si  vede  che  il  punto  Mo  è  precisamente  il  centro  di  curvatura 
geodetica  di  quella  linea  u  che  passa  per  M,  e  per  ciò:  H  luogo  dd 
pimùo  Mo  è  Za  superficie  So  complementare  di  S  rispetto  alle  geodetiche 
normali  alla  g.  Pei  teoremi  stabiliti  al  §.  136  (I,  pag.  295)  la  So  è  quindi 
applicabile  sulla  superficie  di  rotazione  che  ha  per  meridiano  la  trattrice 
allungata.  Ma  possiamo  prendere  egualmente  come  superficie  tipica  di 
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rotazione  la  superficie  logaritmica,  E  infatti  Felemento  lineare  della  So 
è  (§.  136) 


dsl  =  coth^  te)  du' 


che  ponendo 


81  scrive 


senh*(^)' 


(fej  =  (l  +  S  dr»  -f  «^'  df^ 


ed  appartiene  alla  superficie  di  rotazione  che  ha  per  meridiano  la  curva 
logaritmica 

if  =  R  log  r  . 

Osserviamo  poi  che  le  sfere  descritte   col   centro  in  Mo  e   con 
raggio  =  Mo  Mi  = r-r  toccano  in  Mi,  Mj  le  due  superficie  pseudo- 


© 


sferiche  Si,  Ss.  Il  raggio  di  queste  sfere  eguaglia  dunque  il  raggio  del 
parallelo  della  superficie  logaritmica,  e  V  inviluppo  del  sistema  od'  di  sfere 
è  composto  delle  due  superficie  pseudosferiche  Si,  Sj.  Così  abbiamo  in- 
vertito i  teoremi  del  §.  259    (Cf.  anche  §.  310). 

§.  390. 
Oompofiizione  di  due  trasformasioni  opposte  di  Baddund  B^  ^  B_^  . 

Supponiamo  ora  o  4: 0.  Essendo  Si ,  Sj  derivate  da  S  per  le  trasfor- 
mazioni Bg,  B_g,  esisterà  pel  teorema  di  permutabilità  (§.  383)  una 
quarta  superficie  pseudosferìca  S3  legata  alla  Si  da  una  trasformazione 
B_g  ed  alla  Sg  da  una  B^ .  Il  quadrilatero  M  Mi  M3  Mj  del  teorema 
di  permutabilità  avrà  qui  i  quattro  lati  eguali  ed  in  ragione  della  sua 
simmetria,  le  normali  in  (M,  M3),  (Mi ,  Mg)  alle  superficie  opposte  (S,  Ss), 
(Si ,  Ss)  si  incontreranno  rispettivamente  in  due  punti  Mo ,  M'o.  Cerchiamo 
le  coordinate  Xo,yo,  ^0  di  Mo.*  ponendo 

M1^  =  T  , 
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avremo 

Per  calcolare  T  basta  osservare  che  la  Mo  M3  dovendo  essere  la  nor- 
male in  Ms  alla  Ss,  sarà  in  particolare  normale  alla  M3  Mi  e  si  avrà  quindi 

Di  qui,  avendo  riguardo  alle  formolo  del  §.  383,  si  trova  facilmente 

T  =  R  sen  0  cot  (-^^J  ; 

e  quindi  ponendo 

61  —  e,  =  2  Q 
si  avrà 

(57)    a;^  =  a?  +  R  sen  0  cot  Q  X»  ,    yo  =  y  +  R  s^ii  ^  co*  2  T,  , 

jBfo  =  ^  +  R  sen  o  cot  Q  Za 

Se  si  pone  altresì 

61  -f  6,  =  2  * 

le  formolo  (39),  (40)  della  trasformazione  di  Backlund  diventano  : 

9Q       cos  6  sen  Q  +  sen  0  sen  6  cos  Q 


9u  cos  0 

9Q       sen  6  sen  Q  -  sen  0  cos  6  cos  Q 


cos4> 
sen$ 


9t?  cosa 

34>   ,  36        cos  6  cos  Q— seno  sen  e  sen  fi        - 

-5-  +  ^  =  sen  * 

9u       cv  coso 

34>   ,   36        sen  6  cos  fi  +  seno  cos  6  sen  fi        , 

■5-  +  ^  = ' cos<P  . 

3t;       3u  COBO 

Ponendo  in  fine 

IA  =  cos  6  sen  S  +  sen  o  sen  6  cos  fi 
B  =  sen  6  sen  fi  —  sen  0  cos  6  cos  fi  , 


le  precedenti  si  scrivono 

(59) 


3Q         A         ^  3fl         B 

^-  = cos  q>    ,     -7^=^ sen  4> 

3m      coso  3t?       coso 


3*   ,  3e__l_3A  ?*   I  ^__J_9B 

3tt  "'■3t;""coso3fl®^^'*'  '     3t;  +  3w~     coso3Q^^'^- 
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Ora  le  (57),  derivate  rapporto  ad  w,  v,  danno  per  le  (A)  pag.  391 

9a;o  _  -p  j    A     ^  Ben  o  3Q  ^ 

du  "~  -"  jsenS    '  ~  sen«Q3Ì^' 

3^  _  P  (    B    -,  sen  o  3a 

dv  ~      (sèna    *""se?fiai^    M  '• 

e  quindi  per  T  elemento  lineare  della  superficie  So  luogo  di  Mo 

(sen^tì  8en*tì        ) 

Ma  si  ha  per  le  prime  (59) 
(a)  A  cos  ^  dw  +  B  sen  $  eto  =  cos  a  dQ  , 

e  d'altra  parte  dalle  (59)  risulta  subito  che  anche  Tespressione 

A  sen  4>  (2u  —  B  cos  4>  dv 
è  un  differenziale  esatto.  Ponendo 
(P)  A  sen  4>  (2m  —  B  cos  *  (fo  =  cos  o  rff*  , 

e  quadrando  la  (a)  (p)  e  sommando,  si  ha 

A«  dtf  +  B*  dv*  =  cos»  o  (dQ»  4-  ciT)  , 
dopo  di  che  la  (60)  diventa 
//»,x  jij       TM  (  seii*  <5  -f-  cos*  o  Ben*  Q  ,^j   ,    cos»  a  _,.„) 

che  pone  in  evidenza  T  elemento  lineare  di  una  superficie  di  rotazione  <^), 
Per  equazione  della  curva  meridiana  si  può  prendere  come  subito  si  vede; 


r  =  R  sen  a  cosh 
ove  si  ponga 

cotQ 


=  senh  (I)  . 


La  superficie  So  è  dunque  applicabile  sul  catenoide  accorciato  (§.  259). 


(^)  Si  osserverà  che,  facendo  in  questa  formola  o  »  0,  si  ritorna  alla  super- 
ficie logaritmica  di  rotazione. 
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Le  sfere  descritte  col  centro  in  Mo  e  con  raggio 

Mo  M  =  T  =  R  sen  o  senh  f  ^J 

hanno  per  inviluppo  le  due  superficie  pseudosferiche  S,  S»  (Cf.  §.  259). 
Riepiloghiamo  i  risultati  ottenuti  col  teorema: 

Se  due  superficie  pseudosferiche  Si ,  Ss  sono  legate  ad  una  medesima  S 
da  due  trasformazioni  opposte  6^ ,  B_^  di  Bacìdund,  le  normali  in  due 
punti  corrispondenti  di  Si,  Ss  s'incontrano  in  un  punto,  che  descrive  una 
superficie  applicabile  sul  catenoide  accorciato  o  svila  superficie  logarUmica  di 
rotasfione,  secondo  che  o^O  otwero  3  =  0. 

Inversamente  risulta  dalle  osservazioni  alla  fine  del  §.  266  (pag.  129) 
che  se  si  considera  una  qtMlunqt^  deformata  S»  della  superficie  loga- 
ritmica di  rotazione  o  del  catenoide  accorciato,  e  le  due  falde  a  curva- 
tura costante  negativa  del  corrispondente  inviluppo  di  sfere  coi  centri 
sopra  So  (§.  259),  queste  due  superficie  Si,  St  sono  contigue  per  trasfor- 
mazioni opposte  di  Backlund  ad  una  medesima  superficie  pseudosferica  S 
e  quindi  ad  una  seconda  Ss. 

§.  391. 
La  trasfbrmazione  di  Lio. 

Da  ultimo  veniamo  a  considerare,  insieme  alla  trasformazione  com- 
plementare e  di  Backlund  delle  superficie  pseudosferiche,  una  trasfor- 
mazione di  diversa  natura  :  la  trasformazione  di  Lie.  Riferendoci  alle  linee 
assintotiche  a,  p  di  una  superficie  pseudosferica,  ricordiamo  che  ogni  tale 
superficie  corrisponde  ad  una  soluzione  6  dell' equazione  a  derivate  par- 
ziali (5)  §  368  (pag.  381) 

(62)  ^  =  seii(2^). 

La  trasformazione  di  Lie  si  fonda  sulF  osservazione  evidente  che  da 
una  soluzione  9  («,  p)  della  (62)  se  ne  ottiene  una  nuova  ft  (a,  g)  con 
una  costante  arbitraria  h,  ponendo 


e(a,p)  =  e(fta,|y'^  . 


(^)  È  evidente  che  Tosservazione  del  testo  vale  per  tutte  le  equazioni  delle 
forma 
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Alla  soluzione  6  (oc,  p)  corrispondeva  una  superficie  pseudosferica  S  ; 
alla  nuova  9  corrisponderà  una  nuova  superficie  pseudosferica  S  perfet- 
tamente determinata  di  forma,  che  si  dirà  la  trasformata  di  Lie  della  S. 
Per  ottenere  la  S  converrà  integrare  un'equazione  di  Riccati  onde  ridurre 
effettivamente  T  elemento  lineare  sferico  alla  forma 

efe'«  =  rfa*  — 2cos(2e)  dai  d?  +  d?* . 

Mentre  la  trasformazione  complementare  e  di  Backlund  corrispondono 
ad  una  costruzione  geometrica,  la  trasformazione  di  Lie  sembra  avere 
un  puro  significato  analitico.  Nonostante  essa  si  lega  in  un  modo  note- 
vole, osservato  da  Lie,  alle  due  nominate  trasformazioni.  Per  vederlo 
poniamo  la  costante  k  della  trasformazione  di  Lie  sotto  la  forma 


sicché  la  trasformazione  stessa  consiste  nel  passaggio  dalla  soluzione  0(a,^) 
dell'equazione  fondamentale  all'altra 

i-.  /    «X      -,  /l  -h  sen  0     1  —  sen  0  -  \ 

0(a,p)  =  6  — 5- a, p     . 

^  ^^         \    coso  coso      ^ J 

Indichiamo  la  trasformazione  stessa  col  simbolo  L?  e  la  trasformazione 
inversa  L~\  che  corrisponde  al  passaggio  da  0  a  6,  sarà  semplicemente 
la  L— a.  Ora  prendiamo  le  formolo  (B)  §.  373  (pag.  392)  della  trasforma- 
zione Bo  di  Backlund  e  cangiamole  in  coordinate  assintotiche  a,  p  ponendo 


t4  — t;  =  2a  ,    w  +  t;  =  2p  ; 


esse  diventano: 


3(9  —  9)       1+seno       ,     ,  ., 

-^ =  — ' sen  h  +  6) 

3a  coso      •     ^^   '     ' 

a(<p  +  6)       1— sena        ,        ^, 

-^ — '  = sen  (?>  —  6) . 

3p  coso  ^ 

Supponiamo  che  si  passi  da  6  a  <p  con  una  trasformazione  comple- 
mentare Bo,  e  si  abbia  quindi 


434  CiPITOLO  XXIV.  —  §.  391 

Colla  trasformazione  La  dì  Lie  passiamo  dalle  soluzioni  6,  f  alle  due 
^^Wl  +  seno       l-sena     \ 

\       C08  (3  COS  0  / 

^_    /l_+8en^       l-8ea_o     \ 

"^  \       C08  0  COS  0  / 

si  vede  subito  che  0,  4>  saranno  legate  dalle  forinole  della  trasforma- 
zione Btj  di  B&cklund 

a(<l»— e)       1+seno       ,alA^ 

V        3p  COSO  ^         ^ 

Ora  da  ©  si  passa  a  6  colla  L~^=L— a,  da  6  a  ^p  colla  Bo  e  in  fine  da  ? 
a  ^  colla  La  ;  dunque  da  0  si  passa  a  O  colla  trasformazione  composta 

^o^  ^0  Lo , 

onde  possiamo  scrivere  simbolicamente 

Bo  =  Li"*  Bo  Lo  I 

ossia  in  parole  :  La  trasformazume  Ba  di  Bdcìdund  è  la  trasformata  dèh 
complementare  Bo  per  mejszo  di  una  trasformamne  La  di  Lie. 

Sotto  forma  diversa  possiamo  enunciare  il  risultato  anche  cosi: 
Qualunque  congruenza  pseudosferica  si  ottiene  applicando  ad  una  congruenza 
pseudosferica  normale  una  trasformazione  di  Lie. 

Osserviamo  in  fine  che  vi  ha  una  classe  di  superficie  pseudosferiche 
le  quali  godono  della  proprietà  che  la  trasformazione  di  Lie  le  cangia 
in  sé  stesse.  Queste  superficie  corrispondono  a  quelle  soluzioni  6  del- 
l'equazione  fondamentale  che  sono  funzioni  del  prodotto  t  =  a  p.  Nelle 
notazioni  del  §.  370,  esse  dipejidono  dall'equazione  differenziale  ordinaria 
del  secondo  ordine 

In  particolare  appartengono  a  questa  classe  le  superficie  pseudosfe- 
riche considerate  alla  fine  del  §.  370,  che  contengono  due  rette;  esse 
corrispondono  a  quegli  integrali  deir  equazione  precedente  che  sono 
regolari  neir  intomo  di  t  =  0. 


Capitolo  XXV. 


Le  soperflcie  a  cnnatora  costante  in  generale 
e  le  loro  trasforiazionl 
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Superflcie  a  ourvatnra  contante  positiva  e  trasformazione  involutoiia  di  Hasaìdakis.  —  Snper- 
fioie  a  ouryatiira  media  costante.  —  Trasformaaione  di  Bonnet-Lie.  —  Superficie  a  ourva- 
tnra media  costante  applicabili  sopra  superficie  di  rota7<ione.  —  Le  nuove  trasformasioni 
reali  delle  superficie  pseudosferiohe.  —  Loro  composizione  mediante  due  trasformazioni 
immaginarie  coniugate  di  BAcklund.  —  Riduzione,  mediante  una  trasformazione  di  Lie, 
al  caso  puramente  immaorinario.  —  La  superficie  luogo  del  punto  d'incontro  di  due 
normali  corrispondenti  è  applicabile  sul  sinusoide  iperbolico.  —  Trasformazioni  imma- 
ginarie di  BScklund  per  le  superficie  a  curvatura  costante  positiva.  —  Loro  composizione 
in  una  trasformazione  reale.  —  Gaso  in  cui  le  normali  in  due  punti  corrispondenti  di 
due  superficie  trasformate  S,  S*  si  incontrano.  —  Il  luogo  del  punto  d' incontro  come 
deformata  dell'ellissoide  o  dell'iperboloide  di  rotazione  di  Guichard.  —  La  permutabi- 
lità delle  nuove  trasformazioni  colla  trasformazione  di  Hazzidakis.  —  Applicazione  suc- 
cessiva delle  nuove  trasformazioni.  --  Esempi. 

§.  392. 
Le  saperfide  applicabili  sulla  sfera  e  la  trasformazione  di  Hazzidakis. 

Nel  presente  capitolo  ci  proponiamo  di  estendere  le  ricerche  ed  i 
metodi  di  trasformazione  svolti  nel  precedente  capitolo  per  le  superficie 
pseudosferiche,  alle  superficie  a  curvatura  costante  in  generale,  tanto 
positiva  che  negativa.  Cominciamo  dall'  esporre  alcune  proprietà  fonda- 
mentali delle  superficie  a  curvatura  costante  positiva  K  =  +  m»  ^^^^  ^^^^ 

superficie  applicabili  sulla  sfera.  Sia  S  una  tale  superficie,  che  riferiamo 
alle  sue  linee  di  curvatura  u,  v.  Essendo 

supposto  che  sia  ri.>  R,  r,  <  R,  potremo  porre,  indicando  con  6  una 
funzione  reale  di  f«,  1;: 
rl=Rcothe,    r,  =  Rtgh6  , 
e  Telemento  lineare  della  S  prenderà  la  forma  caratteristica  (Gf.  §.  331) 
cfe*  =  R»(sentferfw«  +  cosh»edt;«), 
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dove  6  soddisfa  air  equazione  a  derivate  parziali 

(I)  ^®f  ^,  fsenheco8h6  =  0. 

L'elemento  lineare  sferico  rappresentativo  della  S  sarà 
dfi'*  =  cosh' e  dw«  +  senh*  e  efo« . 

Ora  lo  scambio  di  u  con  t;  lascia  alla  equazione  (I)  la  medesima  forma, 
onde  si  trae  il  teorema: 

La  deiermincmane  delle  superficie  applicabili  suUa  sfera  di  raggio  R 
dipende  dalla  integraimne  ddV  equasnone  a  derivate  parjriali: 

(I)  ^«  +  ^  +  ^®^^  ^  ^^^^  ®  =  ^  • 

Ad  ogni  sdusAone  6  di  questa  equasione  corrispondano  due  diverse 
superficie  S,  Si  a  curvatura  K  =  ^,  (che  diremo  coniugate),  i  cui  dementi 
lineari  ds,  dsu  riferiti  alle  linee  di  curvatura  u,  v,  sono  dati  daUe  formale 

(1)  (fe*«=R*(senli*6rfu*  +  cosh*6(to^ 
(1*)  (fef  =  R*  (cosh*  e  du^  f  senh*  6  dv") 
e  i  rispettivi  dementi  lineari  sferici  da 

ds'^  =  cosh*  e  rftt*  +  senh*  6  (fo» 
d^\  =  senh»  6  du*  +  cosh*  6  dv^ , 
mentre  pei  raggi  principali  di  curvatura  si  ha: 

(2)  n  =  R  coth  e  ,    r,  =  R  tgh  e  ,    per  la  S 
(2*)                 ri  =  Rtgh  6  ,    r,  =  Rcothe  ,    per  laSi. 

Distendendo  la  S  sulla  sfera,  T  applicazione  si  può  fare  evidentemente 
in  guisa  che  le  linee  di  curvatura  di  S  si  distendano  sulle  immagini 
deUe  linee  di  curvatura  di  Si  e  similmente  invertendo  S  con  Si.  Le  geode- 
tiche di  S  distendendosi  sui  circoli  massimi  della  sfera,  ed  ognuno  di 
questi  essendo  V  immagine  della  linea  di  contatto  di  un  cilindro  circo- 
scritto ad  Si,  vediamo  che:  alle  geodetiche  di  S  corrispondono  sulla  coniu- 
gata Si  le  linee  d^  ombra  per  raggi  paralldi. 
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Questa  trasformazione  delle  superficie  a  curvatura  costante  positiva, 
che  è  evidentemente  involutoria,  è  stata  scoperta  da  Hazzidakis  (Grétte* $ 
Journal  88). 

È  chiaro  che  possiamo  esprimere  le  proprietà  di  questa  trasformazione 
anche  nel  modo  seguente:  Di  una  superficie  S  a  curvatura  costante  positiva 

E  s  +  ^  si  consideri  V  immagine  di  Gauss  sopra  una  sfera  S  di  raggio  R 

ed  U  sistema  ortogonale  sferico  di  1  che  è  Vimmagine  ddte  linee  di  cwr^ 
vaiura  di  S.  Deformando  la  sfera  £,  si  può  rendere  questo  sistema  U  sistema 
ddle  linee  di  curvoitura  della  deformala  Si,  che  è  allora  la  coniugata  di  S. 
Si  osservi  in  fine  che  data  una  superficie  S  applicabile  sulla  sfera, 
per  trovare  la  sua  coniugata  Si  basta  conoscere  le  linee  geodetiche  di  S. 

§.  393. 

Le  superficie  a  cunratora  media  CMMrtante. 

Già  al  §.  256  (pag.  97)  abbiamo  osservato  il  teorema  di  Bonnet  : 
Le  due  superficie  parallèle  ad  una  superfìcie  S  applicabile  sopra  una  sfera 
di  raggio  =  R,  6  distanti  da  S  della  lunghejsaa  R,  hanno  la  curvatura 

media  costante  =  ±  ^  .  Ne  risulta  l' identità  dei  due  problemi  della  deter- 

minazione  delle  superficie  a  curvatura  di  Gauss  costante  positiva  e  delle 
superficie  a  curvatura  media  costante. 

Confermiamo  col  calcolo  diretto  queste  proprietà  nel  modo  seguente. 

La  superficie  S  parallela  alla  S  d'elemento  lineare  (1),  e  distante  da 
questa  del  tratto  l,  ha  T  elemento  lineare 

(3)  d?  =  (R  senh  6  + 1  cosh  6)*  du^  +  (R  cosh  6  +  i  senh  6)»  eto^ 
e  i  suoi  raggi  principali  di  curvatura  sono 

,  ..      R  cosh  0  +  Z  senh  6 

RsenhB  +  ^coshe 
cosh  9 

Se  facciamo  /  =  ±  R,  abbiamo  quindi 

(4)  dk^  =  R*  e±^^  (du^  +  di^ 


Pt  =  rt  +  l  = 
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indi 

dunque  la  S  è  a  curvatura  media  costante  +  ^  . 

il 

Se  consideriamo  altresì  la  superficie  Si  parallela  alla  coniugata  Si  e 
distante  da  questa  di  m,  avremo 

(3*)    &!  =  (R  cosh  e  +  m  senh  9)*  du*  +  (R  senh  0  +  w  cosh  e)«  dtf 

- R8enh6  + wcosh9       — R  cosh6  +  msenhO 

P'""  cósEe  '    ^'*~  i^ihè  ' 

e  facendo  w  =  ±  R,  risulta 

Re±»         -      ^  e±« 


p^  =  ±7;:ovrf^  >    p«  =  k 


coshe  '     '^~     senhe  ' 

Di  qui  deduciamo  intanto: 

L*  elemento  lineare  di  ogni  superficie  a  cwrvatura  media  costante  ±  5  , 
riferito  atte  linee  di  curvatura  t<,  v,  a^ssume  la  forma  : 
(4)  d^  =  B!'e±^^{du'  +  dv'), 

dove  6  è  una  soluzione  deW  equaisione  (I)  a  derivate  pannali.  Viceversa,  se  6 
è  una  scit/usfione  della  (1),  vi  corrispondono  due  coppie  di  super fi^ne  paral- 
lele a  curvatura  media  costante  ±  =^ ,  éC elemento  lineare  (4).  I  raggi  prith 
cipali  di  curvatura  della  prima  coppia  sono  dati  dalle  formcle  (5) 


mentre  per  la  seconda  coppia  vengono  soltanto  permutali  pi ,  pt. 

Segue  di  qui  in  particolare  che:  Sopra  ogni  superficie  di  curvatura 
media  costante  le  linee  di  curvatura  formano  un  sistema  isotermo. 

Si  osserverà  poi  che  ciascuna  superficie  di  una  delle  due  coppie  è 
applicabile  sopra  una  dell'altra  coppia  in  guisa  che  le  linee  di  curvatura 
si  corrispondono,  mentre  si  permutano  i  raggi  principali  di  curvatura. 
Queste  singolari  deformazioni  delle  superficie  a  curvatura  media  costante 
furono  già  osservate  al  §.  237  (pag.  39)  e  quivi  caratterizzate  dalla 
proprietà  che  in  ogni  tale  coppia  di  superficie  applicabili  tutte  le  coppie 
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di  direzioni  ortogonali  sono  altresì  cinematicamente  coniugate.  Ora  ve- 
diamo che  queste  deformazioni  corrispondono  per  le  superficie  parallele 
applicabili  sulla  sfera  alla  trasformazione  di  Hazzidakis. 

In  generale  abbiamo  osservato,  alla  fine  del  §.  239,  che  tutte  e  sole 
le  superficie  aventi  a  comune  l'immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura, 
colle  superficie  a  curvatura  costante  positiva  sono  suscettibili  di  una 
deformazione  finita  che  conserva  le  linee  di  curvatura.  Secondo  i  teoremi 
di  Peterson  (pag.  43)  queste  deformazioni  corrispondono  sempre  alla 
trasformazione  di  Hazzidakis  per  le  superficie  applicabili  sulla  sfera. 

In  particolare  una  superficie  parallela  ad  una  superficie  S  a  curvatura 
costante  positiva  potrà  deformarsi  conservando  le  sue  linee  di  curvatura 
ed  è  facile  vedere  che  dopo  la  deformazione  sarà  ancora  parallela  ad 
una  tale  superficie,  omotetica  alla  coniugata  Si  della  S.  Se  scriviamo 
infatti  le  (3),  (3*)  sotto  la  forma 

&«  =  P  j  (cosh 6+  ?  senhO)» dw^+CsenhOn-  j  cosh  6)'  éU" 

&Ì  =  R«  j  (coshe+  g  senhe)dt««+(senhe+  g  cosh&fdt^ 

vediamo  che,  ponendo 

Z~R 
avremo 


r=^,  0     lm  =  B,\ 


(fei  =  -^  ds; 

dunque:  Se  àUe  due  superficie  S,  Si  applicabili  sulla  sfera  di  raggio  R, 

coniugate  secondo  la  trasformazione  di  Hazzidalds,  si  cov^ducono  le  parai" 

—  —  R*  — 

Ide  S,  Si  oXle  distanze  l,  y  sarà  la  S  applicabile  con  conservazione  ddle 

linee  di  curvatura  sulla  omotetica  ddla  Si  secondo  il  rapporto  d! omotetia  =    . 

§.  394. 
Trasformazione  di  Bonnet-Lie. 

In  analogia  alla  trasformazione  di  Lie  per  le  superficie  pseudosfe- 
riche (§.  391),  abbiamo  per  le  superficie  applicabili  sulla  sfera,  o  per  le 
parallele  a  curvatura  media  costante,  una  corrispondente  trasformazione 
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trovata  da  Bonnet.  Questa  risulta    semplicemente   dair  osservare  che 
se  6  (u,  v)  è  una  soluzione  della  (I)  anche  la  funzione 

9  (ti,  t;)  =  6  (w  cos  o  —  v  sen  o  ,    w  sen  a  +  t;  cos  o) 

è  una  nuova  soluzione,  qualunque  valore  si  attribuisca  alla  costante  s. 

La  trasformazione  ha  il  significato  geometrico  più  semplice  quando 

si  riferisca  alle  superficie  a  curvatura  media  costante.  E  infatti  ponendo 

Ìu  =  tii  cos  (3  -—  t^i  sen  0 
t;  =  tii  sen  a  4-  ^i  cos  o 

e  indicando  6i  (ui,  Vi)  la  funzione  di  Ui,  Vi  in  cui  si  cangia  6  (ti,  i;)  per  la 
sostituzione,  l'elemento  lineare  (4)  si  trasforma  in 

(7)  ds*  =  R*  e±20i  (rfttì  +  dvf)  ; 

e  siccome  si  ha 

^;  +  ^'  +  8enhe,coshe,  =  0, 

esiste  una  superficie  a  curvatura  media  costante  ±^5  colFelemento  lineare 

(7),  le  linee  Wi,  vi  essendo  le  linee  di  curvatura. 

La  nuova  superficie  è  evidentemente  applicabile  sulla  primitiva  e  le 
formolo  di  corrispondenza  dei  loro^  punti  essendo  le  (6),  si  può  enunciare 
il  teorema:  Ogni  superficie  a  curvatura  media  costante  può  deformarsi 
serbando  invariati  i  singoli  raggi  di  curvatura  ed  in  guisa  che  le  nuove 
linee  di  curvatura  taglino  sotto  angolo  costante  arbitrario  le  antiche. 
Bonnet,  al  quale  è  dovuta  la  scoperta  di  queste  singolari  deformazioni 
delle  superficie  a  curvatura  media  costante  afifatto  analoghe  a  quelle 
delle  superfìcie  d'area  minima  (pag.  318)  ha  risoluto  in  generale  il  pro- 
blema di  determinare,  per  mezzo  delle  loro  equazioni  intrinseche,  tutte 
le  superficie  che  possono  deformarsi'  conservando  invariati  i  loro  raggi 
principali  di  curvatura  ^^K  Fra  queste  ve  ne  ha  una  classe  notevole  che 
sono  al  tempo  stesso  superficie  W  ed  applicabili  sopra  superficie  di 
rotazione. 

Noi  osserveremo  qui  ancora  soltanto  che  ogni  superficie  la  quale 
ammetta  una  deformazione  continua  della  specie  considerata  ha  neces- 
sariamente linee  di  curvatura  isoterme  (§.  233,  pag.  26). 
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In  fine  accenniamo  ad  una  classe  di  superficie  a  curvatura  costante 
positiva,  0  a  curvatura  media  costante,  ciascuna  delle  quali  si  trasforma 
in  sé  stessa  per  trasformazioni  di  Bonnet;  esse  sono  le  analoghe  delle  su- 
perficie pseudosferiche  considerate  alla  fine  del  Gap.  precedente  (pag.  434). 
Per  trovarle  basta  cercare  quelle  soluzioni  6  della  equazione  fondamen- 
tale (I)  che  sono  funzioni  di  t  =  -  (m*  +  ^-  Posto 

la  (I)  diventa 

2Tf  +  2f  +  senh/cosh/*==  0  ; 

ogni  soluzione  di  questa  ci  dà  una  superficie  della  classe  richiesta. 

Le  corrispondenti  superficie  a  curvatura  media  costante  d'elemento 
lineare 

ammettendo  una  deformazione  continua  in  sé  medesime,  durante  la  quale 
le  linee  u*  +  v*  =  costante  strisciano  sopra  sé  stèsse,  sono  applicabili 
sopra  superficie  di  rotazione.  Viceversa  si  dimostra  facihnente  <^)  che, 
oltre  le  superficie  elicoidali,  esse  sono  le  uniche  superficie  a  curvatura 
media  costante  applicabili  sopra  superficie  di  rotazione. 

§.  395. 
Notizie  storiche  galle  nuove  trasformazioni. 

Cogli  sviluppi  dei  tre  paragrafi  precedenti  abbiamo  già  fatto  cono- 
scere in  sostanza  quanto  era  noto  sulla  teoria  delle  superficie  a  curva- 
tura costante  positiva  fino  al  1899.  Ed  ancora  non  erano  trovate  di  tali 
superficie  che  quelle  di  rotazione,  le  elicoidali  e  le  superficie  di  Enneper 
a  linee  di  curvatura  piane  o  sferiche.  La  trasformazione  di  Hazzidakis 
e  quella  di  Bonnet  portavano  soltanto  ad  una  nuova  superficie  o  ad  un 
ciclo  chiuso  di  tali  superficie  con  una  costante  arbitraria,  ed  erano  quindi 
ben  lungi  dall'avere,  per  la  teoria  delle  superficie  applicabili  sulla  sfera, 
l'importanza  delle  trasformazioni  complementari  e  di  Backlund  per  le 
superficie  pseudosferiche. 


i^)  Cf.  CmNi.  —  Stdle  superficie  a  curvatura  media  costante.  —  Giornale  di 
matematiche  1888. 
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I  notevoli  risultati  conseguiti  da  Guichard  in  quest'epoca,  t^)  concer- 
nenti la  deformazione  delle  quadriche  di  rotazione,  che  abbiamo  esposto 
nel  Cap.  XXII,  richiamando  nuovamente  V  attenzione  sulle  trasformazioni 
delle  superficie  a  curvatura  costante  hanno  aperto  la  via  a  nuovi  per- 
fezionamenti della  teoria,  che  attualmente  anche  per  le  superficie  a 
curvatura  costante  positiva  si  può  dire  aver  raggiunto  lo  sviluppo  già 
molti  anni  prima  conseguito  per  le  superficie  pseudosferiche  ^^K  Abbiamo 
già  in  parte  esposto  nel  Cap.  XX,  e  particolarmente  nel  §.  310  i  risul- 
tati fondamentali  della  nuova  teoria,  occupandoci  della  inversione  dei 
teoremi  di  Guichard.  Ora  vogliamo  meglio  approfondire  quelle  relazioni 
delle  nuove  trasformazioni  colle  trasformazioni  di  Bàcklund,  che  risultano 
già  dai  teoremi  al  §.  266.  In  sostanza  si  può  dire  che  resistenza  di 
queste  nuove  trasformazioni  era  implicitamente  contenuta  nei  risultati 
del  teorema  di  permutabilità  (§.  383  e  seguenti)  per  le  trasformazioni 
di  Bàcklund  ;  soltanto  occorreva  considerare  insieme  alle  trasformazioni 
reali  di  Bàcklund  anche  quelle  immaginarie,  che  combinate  fra  loro  in 
modo  conveniente,  secondo  il  teorema  di  permutabilità,  conducono  nuo- 
vamente a  superficie  reali. 

Ed  appunto  in  questa  circostanza  che  soltanto  colla  duplicazione 
delle  antiche  trasformazioni  immaginarie  di  Bàcklund  si  poteva  pervenire 
alle  nuove  reali  è  da  ricercarsi,  come  sembra,  la  ragione  per  cui  queste 
ultime  rimasero  così  a  lungo  nascoste.  Attualmente,  come  si  vedrà,  riesce 
ben  facile  lo  stabilire  le  formolo  efifettive  per  la  composizione  di  siffatte 
trasformazioni  immaginarie  in  trasformazioni  reali,  colla  qual  cosa  si 
vengono  altresì  a  confermare  tutte  le  altre  notevoli  circostanze  geome- 
triche che  accompagnano  l'inversione  dei  teoremi  di  Guichard. 

§.  396. 

Oomposizione  di  due  trasformazioni  immaginarie  coniugate 

di  Bàcklund. 

Cominciamo  i  nuovi  studi  sulle  trasformazioni  riprendendo  i  risultati 
del  teorema  di  permutabilità  per  le  trasformazioni  di  Bàcklund  insieme 


(*)  Sur  la  défcyrmation  dea  qiuidriques  de  revolution  (Comptes  Rendns  23 
janvler  1899). 

(*)  Poco  dopo  la  comparsa  della  nota  di  Guichard,  e  cioè  nelle  note  pubbli- 
cate nei  Rendiconti  dei  Lincei  del  10  febbraio,  5  marzo,  23  aprile  e  21  maggio 
1899  mi  occupai  dell'inversione  di  questi  teoremi  e  ne  sviluppai  le  conseguenze 
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colle  formolo  relative  (§.  383).  Essendo  S  una  superficie  pseudosferica 

definita  da 

(8)  ds*  =  R«  (cos'edM*  +  sen'edt;»)  , 

applichiamo  alla  S  due  trasformazioni  di  Backlund  B^  ,  B^,  a  costanti 
diverse  01,02,  che  conducono  a  due  nuove  superficie  pseudosferiche  Si,  St 
corrispondenti  a 

cfoj  =  R*  (cos»  61  du*  +  sen»  61  dif) 

ds\  =  R*  (cos*  e^  du^  +  sen*  6,  d^  . 
Le  nuove  soluzioni  61, 6,,  dell'equazione  fondamentale 

3ji-.-g^  =  senecose, 


sono  legate  alla  6  dalle  relazioni  (39),  (40)  del  §.  383  pag.  412 
(9) 


361      36  cos  6  sen  61  +  senoi  sen  6  cos6i 

3m   '  3»  ""  cos  Oi 


(9*) 


36i  36         sen  6  cos  61  +  senoi  cos  6  sen  61 

3i;  3m   '                        cos  Oi 

/  3<^  ,   36  _  cos  6  sen  6^  +  sen  0,  sen  6  cos  6, 

l  3m  '   3t;                             coso, 

/  36,  3e_  _^  sen  6  cos  6,  +  sen  o,  cos  6  sen  6, 

\   dv  du                             cos  0, 


Abbiamo  allora,  secondo  il  teorema  di  permutabilità,  una  quarta  su- 
perficie pseudosferica  S3  perfettamente  determinata,  legata  alla  Si  da 
una  B'g^,  alla  S,  da  una  B'^^,  e  definita  da 

(10)  &J  =  R*  (cos«  63  du  +  sen*  63  dv^ 

dove  63  si  calcola  in  termini  finiti  dalla  (C)  pag.  416 


sen 


M 


per  le  trasformazioni  delle  superficie  a  curvatura  costante.  Posteriormente  com- 
parvero, a  partire  dal  27  marzo  1899,  ricerche  analoghe  di  Darboux  sull'ar- 
gomento. 
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Conviene  inoltre  ricordare  le  formole  effettive  (§.  383)  colle  qoali  si 
calcolano  le  coordinate  2^,^3,^93  del  punto  della  S3  corrispondente  al 
punto  {x,  y,  a)  della  S:  esse  sono 

(12)  rr8  =  a?  +  Aa,    y8  =  yfAp,     g^  =  e  -{-  fi^  , 
dove  si  ha  ((45)  pag.  414) 

(13)  A  =  R seno, -sene 

^  sen  oi  sen  o,  +  cos  oi  cos  oj  cos  ipi — 6,)  —  1 

mentre  a,  p,  7  sono  definite  dalle  formole  (42)  pag.  413 

(14)  a  =  (cos  0,  sen  0,  cos  Gì  —  cos  0,  sen  oi  cos  6,)  Xi  f 

+  (cos  c3i  sen  e,  sen  61  -  cos  0%  sen  ai  sen  6^)  X,  —  cos  aicos  ot  sen  (6^  -  6,)  X, 

colle  analoghe  per  p,  7. 

Ora  facciamo  Tosservazione  evidente  che  la  parte  analitica  degli  svi- 
luppi relativi  al  teorema  di  permutabilità  conserva  la  sua  validità  sia 
per  valori  reali  che  per  valori  complessi  delle  funzioni  6,  O^ ,  6,  e  delle 
costanti  Oi ,  (32.  Dopo  ciò  supponiamo  che  la  superficie  pseudosferica  iniziale 
S  sia  ancora  reale,  ma  prendiamo  la  costante  Oi  complessa  qualunque 
anziché  reale.  La  soluzione  6^  della  (9)  (contenente  una  costante  com- 
plessa arbitraria)  sarà  essa  stessa  complessa,  ed  immaginaria  sarà  quindi 
la  superficie  pseudosferica  contigua  Si. 

È  evidente  ora  che  si  soddisferà  alle  (9*)  prendendo  per  O,,  o,  le 
quantità  complesse  coniugate  di  61,  ai,  quantità  che  indicheremo  con 

\  ,    3i  » 
sicché  avremo 

6,  =  61  ,     0,  =  oi  . 

La  superficie  S2  sarà  dunque  anch'essa  immaginaria  e  precisamente 

la  coniugata  di  Si.  Ma  allora  le  formole  (13),  (14)  dimostrano  subito  che 

le  quantità 

A,  a,  P,  T 

sono  immaginarie  pure,  perchè  cangiano  di  segno  permutando  Oi  con  a, 
e  61  con  6j,  cioè  mutando  i  in  — i,  e  dalle  (12)  segue  che  x^.y^^Jh 
sono  reali,  ossia  la  quarta  superficie  pseudosferica  S3  del  teorema  di 
permutabilità  risulta  ancora  reale.  Dunque  :  Se  ad  una  superficie  pseudo- 
sferica reale  S  si  applica  una  trasformaeume  complessa  di  BacMund  e 
se  ne  deduce  la  superficie  pseudosferica  immagmaria  Si ,  indi  si  considera 
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la  coniugata  Ss  di  Si  trasformata  di  S  per  la  trasformazione  coniugata, 
la  quarta  superficie  pseudosferica  S3  legata,  come  la  S,  ad  Si ,  S|  da  tror 
sformcmoni  coniugate  di  BdcUund  risulta  nuovamente  reale. 

Così  si  perviene  dalla  superficie  pseudosferica  reale  S  alla  superficie 
reale  Ss  componendo  fra  loro,  nel  modo  assegnalo  dal  teorema  di  permur 
tabUità,  due  trasformazioni  immaginarie  coniugate  di  Backlund. 

§.  397. 
Le  forinole  effettive  per  la  S3  sotto  forma  reale. 

Vogliamo  ora  separare  effettivamente  nelle  formolo  del  §.  precedente 
il  reale  dalF  immaginario,  per  presentare  le  formolo  relative  alla  Ss  sotto 
l'aspetto  definitivo  reale. 

Separando  il  reale  dall'immaginario,  poniamo 

(15)  Oi  =  a  +  i6j    Q^  =  (ù  +  i(p 

indi 

Avremo 

Isen  6|  =  sen  co  cosh  f  +  icoBtù  senh  7 
cos  Gì  =  cos  tì)  cosh  y  —  i  sen  (0  senh  9  , 

mentre  sen  62,  cos  0,  saranno  le  quantità  coniugate.  Osserviamo  poi  che 
si  ha 

sen  oi  cos  0 ,  =  ~|  sen  (oi  +  o^)  +  sen  (oi  -  Oj)  =~  sen  2  a+i  senh  26  ( 

cos  cJi  COS  Os  =  --  COS  (oi  +  ot)  +  cos  (oi  -  0^  j=-(  cos  2  a  +  cosh  2  6  |= 
=  cos*  a  +  senh*  6 

sen  Oi  sen  Ot  =  n  J  cos  (ai  -  0,)  -  cos  (oi  +  a,)  |=-j  cosh  26  -  cos  2  a 

sen  oi  sen  o,  —  1  =  8enh*6  —  cos*  a 

Ne  deduciamo  per  le  (14) 

(15*)        a  = —  i  (sen  2  a  sen  tt>  senh  y + senh  26  cos  w  cosh  9)  Xi 
-f  i  (sen  2a  cos  a>  senh  9  —  senh  26  sen  tu  cosh  9)  X^ 
—  i(cos*a  +  senh*6)senh2<pX,  , 
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e  dalla  (13) 

/-  «V  A       .  T>  C08  a  senh  b 

(16)  A==iR 


senh*  6  cosh*'f  +  cos*  a  senh'  y  ' 
sostituendo  dunque  nelle  (12)  avremo  per  le  formole  richieste 

(16*)  ^  =  ^+       M.    \rV'°^>--M-X 

senh*  6  cosh*  «p  +  cos*  a  senh*  <p 


2  6  cos  (0  cosh  y  +  sen  2  a  sen  co  senh  y)  Xi  + 
+  (senh  2  6  sen  (0  cosh  f  —  sen  2  a  cos  (o  senh  y)  X, 
+  (cos*  a  +  senh*  6)  senh  2  y  X3 

colle  analoghe  per  ^3,  ^8^3.  Queste  ci  definiscono,  libera  da  immaginarli, 
la  superficie  pseudosferica  reale  S3. 'Per  l'elemento  lineare  della  Sj, 
riferita  alle  linee  di  curvatura  u,  v  avremo 

(17)  dsj  =  R*  (cos*  e,  du*  +  sen*  %  dv^, 

dove  63,  secondo  la  (11),  sarà  definita  dalla  formola 

(U)  ^^  =  ^^^,. 

Conviene  ancora  separare,  nelle  formole  (9)  della  trasformazione  di 
Backlund  che  definiscono-6i  =  od  ^-  iy,  il  reale  dall' immaginario.  Si  ot- 
tengono formole  più  semplici  introducendo  i  parametri 

delle  assintotiche,  con  che  le  (9)  si  scrivono  (§.  391) 
3(6,-6) 


doL 


=  isen(6,  +  6) 


dove  si  è  posto 


9  (61 +  6)  _1  ^^^  ..       .. 
ap       =y8en(6,-e), 


, 1  +  sen  oi 


COSOi 

Indicando  con  m  il  modulo,  con  t  l'argomento  della  costante  l,  pongasi 

cos  a  +  i  senh  6 


l  =  mei^^=: 


cosh  &  -  sen  a 
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e  le  precèdenti  si  scindono  nelle  quattro 

A^ — l=s  m  jcos  t  sen  (a>+8)  cosh  ^ — sen  t  cos  ((0+  8)  senhy 

(19)  ; 

3(0)4-6)         li  r         a\        X,        I  / 

-==  -  I cos  T  sen  (w— 6)  cosn  y  -f  sen  t  cos  (cd — 


(19*) 


^=  n»  jsent  sen  ((d+O)  cosh  y  +  cos  t  cos  (co  +  6)  senh  y  | 

^=-  I  -  senTsen(a>-6)cosh94-cosTCOs(a>-6)senh(p; 

È  ben  naturale,  come  del  resto  si  verifica  subito,  che  questo  sistema 
di  equazioni  a  differenziali  totali  per  le  funzioni  incognite  a>,  7  è  illi- 
mitatamente integrabile  in  forza  dell' equazione 

=  sen6cose 


3a36 
cui  soddisfa  6.  Si  osserverà  poi  che  la  formola  (18)  si  può  scrivere 

(18*)  tang  (-^^)  =  cot  t  tgh  (p  . 

Un'osservazione  semplice  ma  importante  si  può  fare  inoltre  sulle 

(19),  (19*).  Se  in  queste  si  cangiano  a,  p  rispettivamente  in  wa,  —  si  ot- 

tengono  le  formolo  stesse  con  w  =  1.  Ora  il  porre  m=  1  equivale  ad 
assumere  ai  puramente  immaginario  (a  =  0),  e  poiché  d'altronde  il  detto 
passaggio  corrisponde  ad  una  trasformazione  di  Lie  (§.  391),  vediamo 
che:  Se  due  superficie  pseudosferiche  S,  S3  sono  trasformate  Vuna  ddV altra 
per  una  trasformazione  generale  dd  §.  396,  composta  di  due  trasformaaioni 
coniugate  di  BàcMund  B^+^b,  B^a_,b,  applicando  ad  S,  S^ simultaneamente 
una  conveniente  trasformazione  reale  di  Lie  Lo  (^) ,  si  ottengono  due  super- 
ficie pseudosferiche  S\  S'3  legate  fra  loro  da  una  particolare  trasformaaione 
del  §.  396  composta  di  due  trasformazioni  di  BdcMund  puramente  imma- 
ginarie ed  opposte  B<b,B_<6»  <*). 


S611  a 
(^)  Si  vede  subito  che  il  valore  di  a  è  dato  dalla  formola  sen  a  => 


cosh  b  ' 

W  n  valore  di  V  è  dato  da:  senh  6*  =»  ^ —  . 

oos  a 
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§.  398. 
Composizione  di  due  trasformazioni  puramente  immaginarie  opposte. 

Le  ultime  ricerche  ora  esposte  ci  conducono  a  studiare  particolar- 
mente il  caso  in  cui  la  trasformazione  reale  che  conduce  dalla  superficie 
pseudosferica  reale  S  alla  reale  Ss  si  compone  di  due  trasformazioni 
puramente  immaginarie  ed  opposte  dì  Backlund  Bn,,  B^n,.  Nella  totalità 
delle  trasformazioni  reali  del  §.  396  esse  occupano,  pei  teoremi  precedenti, 
il  medesimo  posto  come  la  trasformazione  complementare  nella  totalità 
delle  trasformazioni  di  Backlund  (§.  391). 

Secondo  i  risultati  del  §.  389  (ove  i  calcoli  sviluppati  conservano 
evidentemente  la  loro  validità  anche  per  valori  complessi  di  oi,  o,)  pos- 
siamo caratterizzare  le  speciali  trasformazioni  che  formano  ora  l'oggetto 
del  nostro  studio  dicendo  che:  soltanto  nd  caso  attucde  le  normali  in 
due  punti  corrispondenti  alle  due  superficie  trasformate  S,  Ss  si  incontrano. 
E  in  fatti  dobbiamo  avere  per  questo  (§.  389). 

sen  oi  +  sen  Oj  =  sen  (a  +  ih)  -f  sen  (a  —  ti) 

=  2  sen  a  cosh  6  =  0 
e  per  ciòa  =  0(*) 

Vogliamo  ora  esaminare  la  superficie  So  luogo  del  punto  d' incontro 
delle  normali  a  S,  Ss  in  punti  corrispondenti  per  dimostrare  che  So  è 
applicabile  sul  sinusoide  iperbolico  e  che  S,  Ss  sono  le  due  falde  dell'  in- 
viluppo di  sfere  coi  centri  su  So  associato  nei  teoremi  del  §.  259  ad 
ogni  deformata  del  sinusoide. 

Cominciamo  dallo  scrìvere  pel  caso  attuale  a  =  0  le  formole  del  §. 
precedente  relative  alla  Ss.  Facendo  Oi  =  i6,  6i==a>+iy  nelle  (9) 
pag.  443  e  separando  il  reale  dalP immaginario,  si  hanno  per  determi- 
nare co,  f  le  equazioni 


(20) 


9(0  ,30      cos  6  cosh  9  -f  senh  b  sen  0  senh  9 

du  dv                          cosho 

3(0  ,  36  _  -  sen  6 cosh y  -f"  senh b  cos 6  senh y 

3t;  3w                           coslTò 


(^)  È  evidentemente  mutile  considerare  gli  altri  valori  di  a  pei  quali  sen  0=0. 
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(20*) 


3'f       cos  8  senh  ^  -f  senh  b  sen  6  cosh  'f 
Su  cosh  0 


drp      sen  6  senh  ^  —  senh  6  cos  6  cosh  cp 

^  = ^ ìtt sen  CD, 

3t;  cosh  0 

equazioni  che  formano  in  od,  'f  un  sistema  illimitatamente  integrabile. 
Le  formolo  (16*)  per  definire  S3  diventano  nel  caso  attuale: 

.  ,   R  senh2&  cosh  y  ^ 

^^^^  ^-''+C0Sh«ftC08h''f-l^ 

X   senhJ  COS  <«>  Xi  -f  senhJ  sen  w  Xj  +  coshft  senh y  X» 

Indichino  ora 

Xo  =  x  +  TXr,  yo  =  tf  4-TY3,  Zo^b  +  TZ, 

le  coordinate  del  punto  Mo  ove  si  incontrano  le  normali  in  due  punti 
corrispondenti  M,  Ma  alle  superficie  S,  S3.  Per  trovare  il  valore  algebrico 
di  T  =  M  Mo  basta  esprimere  che  la  congiungente  Mo  M3  deve  essere 
normale  alla  M1M3,  essendo 

a?i  =  a?  +  R  cosh  6  (cos  61  Xi  +  sen  Oj  Xj) 

le  coordinate  di  Mi  (Cf.  §.  390).  Ora  dalla  condizione. 

2(^0  —  ^)  (Xi  —  x^)  =  0 

si  trae  subito,  avendo  riguardo  alle  formole  superiori,  pel  cercato  valore 
di  T: 

(22)  T  =  Rsenh6coth(p<i)  . 
Si  avrà  dunque 

(23)  iCo  =  a?  f  R  senhft  coth  y  X3 

colle  analoghe  per  y^,  %  e  si  verificherà  subito  che  si  ha  ^(a?^  — X3)'==P, 
cioè  che  il  punto  Mo  dista  ugualmente  da  M,  M3. 

Per  calcolare  ora  V  elemento  lineare  della  superficie  S©  descritta  dal 
punto  Mo  ^  (Xo  Po  0o)  si  derivino  rispetto  ad  u,  v  le  precedenti,  tenendo 
conto  delle  (19)  e  delle  formole  della  tabella  (A)  §.  373  (pag.  391) 

^  =Rco86X,,|?  =Rsenex, 
|'=senex.,    '^^=-008 ex,; 


(*)  Per  la  (18)  si  può  scrivere  anche 

T-Rcot(«ir-J) 


»9 
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se  ne  deduce 

dxo  _     R     (  coshft  ^       senhft  ^  j  3y 
du  ~  senh  9  |  cos  co     ^      senh  y    ^  j  3tt 


dxo  _     R     j  coshft  Y       senhfe ^  I ^? 


dv       senh  'f  (  sen  co  senh  7      |  dv 

e  quindi 

'  senh*'f  (  cos*  w  \3w/         '  sen*  o)  \3t;/        )  ' 
od  anche 

(24)  ^.^;^,8enh*6  +  co8h«6senh'y 

^    '^  senh^y                ^ 

,  -,,cosh»6/,      a-f  ,  ^     a?)  ,  \» 

-f  R*  — TV-    tgft)  ;r^  du  —  cot  a>  ~  di;  1    . 
8enh*9\  °    3u  dv     J 

Ora  si  vede  subito  che  l'espressione 

3©  -         X    ^9  ^      cosesenh^p+senhòsenGcosh^^  , 

tg  (0^-^  du  -  cot  0)  ^  dt7  = ^ =-^^ ^  sen  w  du 

^    3u  3t;  coshè 

sen  6  senh  9  —  senh  b  cos  8  cosh  9  , 

i-^^ cos  (0  d» 

coshD 

è  un  differenziale  esatto,  in  forza  delle  (20),  (20'*').  Posto  dunque 
^{u,  v)  =  J \ig  (ù ^du—  cotm^dvj  , 

la  (24)  diventa 

, ,    -.j  senh*  b  +- cosh*  b  senh*  9  ,  ,  ,  ^^g  cosh*  6  , ,. 

dsj  =  R* ■ — ri '  df  +  R*  — rr-  d^)* , 

senh^'f  senh*'f    ^ 

e  mette  in  evidenza  T  elemento  lineare  di  una  superficie  di  rotazione. 
Per  equazione  della  curva  meridiana  si  può  prendere 


r=R  senh  6  senh 
ove  si  ponga 


co8h(|)  =  cothy.    8enh(^)  =  ^. 
Si  ha  così  appunto  il  sinusoide  iperbolico  del  §.  259  e  si  noti  che 
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il  valore  di 

T  =  R  senh  b  cosh  (^ j 

combina  appunto  con  quello  del  raggio  delle  sfere  associate  nel  teorema 
del  citato  §.  Riassumiamo  i  risultati  ottenuti  nella  proposizione: 

Se  le  due  superficie  pseudosferiche  reali  S,  S3  di  raggio  R  sono  dedotte 
Vuna  daU' altra  confinando  due  trasformazioni  puramente  immaginarie 
coniugate  di  BacUund  Bi^,  B^^^,  Ze  VMrm^i  in  punti  corrispondenti  di  S,  S3 
si  incontrano  in  un  punto  che  descrive  una  superficie  applicabile  sul  sinu- 
soide iperbolico 

r  =  Rsenh6  senh  1^1 
e  le  sfere  descrìtte  con  centro  inìi^  e  con  raggio 

T  =  Rsenh6coshf^j 
hanno  per  le  due  falde  ddV  inviluppo  precisamente  S,  S3.  (Cf.  §§.  266  e  390). 

§.  399. 

Le  trasfonnazioni  immaginarie  di  Backlnnd  per  le  superficie 

di  coryatora  costante  positiva. 

Veniamo  ora  al  caso  più  interessante,  al  caso  cioè  delle  superficie 
a  curvatura  costante  positiva.  Per  queste  le  trasformazioni  semplici  di 
Backlund  sono  sempre  necessariamente  immaginarie,  come  già  risulta 
dai  teoremi  sulle  congruenze  pseudosferiche  (I,  pag.  323);  ma  se  si  com- 
binano fra  loro  due  tali  trasformazioni  immaginarie  coniugate,  secondo 
il  teorema  di  permutabilità,  si  ottiene  una  trasformazione  reale.  Conviene 
quindi  che  cerchiamo  in  primo  luogo  le  formolo  delle  trasformazioni 
elementari  di  Backlund  per  una  superficie  reale  S  a  curvatura  costante 

positiva^,,  e  combinando  poi  opportunamente  due  tali  trasformazioni, 

facciamo  sparii-e  gli  immaginari. 

L'elemento  Uneare  della  nostra  superficie  S,  applicabile  sulla  sfera 
di  raggio  R,  sia  dato  dalla  (1)  §.  392  (pag.  436) 

(25)  (fe*  =  R*  (senh*  6  dfw*  +  cosh*  6  di^ 


452  CAPITOLO  XXV.  — §.399 

essendo  u,  v  le  linee  di  curvatura  e 

(26)  ri  =  Rcothe,    r,  =  Rtgh6 

i  raggi  principali  di  curvatura.  Ritenendo  per  la  superficie  S  le  consuete 
notazioni  della  teoria  generale,  scriviamo  in  primo  luogo  le  corrispondenti 
formolo  fondamentali  (§.  254) 

dx 


^  =RsenheXi 


(27) 


'a» 
ax. 


=Rco8h6,X, 


lì" —  ^*~ "^^"^^ ^» '  aif ==a^^"  air- ^'"'^ ^ ^' 


ax.  _ae 
air  -ai*^ 


9X 
,  ^'=  -;£X.  -  senhex,,  -^  =  senhex,. 


l^ 


Per  ogni  punto  M  di  S  conduciamo,  nel  piano  tangente,  un  segmento 


M  M'  di  lunghezza  costante  =  A;,  e  sia  'f  il  suo  angolo  d' inclinazione  sulle 
linee  v.  Cerchiamo  di  determinare  la  costante  i  e  la  funzione  incognita  ^ 
di  u,  t;,  in  guisa  che  per  la  superficie  S'  luogo  di  M'  abbiano  luogo  le 
seguenti  proprietà: 

1.*  il  segmento  M  M' tocchi  in  M' la  S'  come  tocca  in  M  la  S  (cioè  S' 
sia  la  seconda  falda  focale  della  congruenza  M  Itf). 

2.'  Sia  costante  l'angolo  delle  due  normali  in  M,  M'.  (^) 

Per  le  coordinate  a:',  y',  z  di  M'  abbiamo 

(28)  qì  :=x-\-'k  (cos  9  Xi  +  sen  y  X,)  , 

e  derivando  coli' osservare  le  (27),  deduciamo 


(29) 


RsenhO-isentf  A 


au' 

^=  -isen'fBXi+ 


Xi+*  cos  'f  A  Xt  -  i  cos  9  cosh  8  X» 


avendo  posto  per  brevità 


(29*) 


RcoshO+Acos'fB 


. 89       36 

3t;       3m 


Xi-AsenysenhOXa, 


(^)  Con  ciò  esprìmiamo  che  nella  congruenza  generata  dai  raggi  M  ìf  è 
costante  la  distanza  dei  due  fuochi  M,M*,  ed  insieme  quella  dei  punti  limiti. 
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La  prima 

condizione  imposta  si  esprime  coli' annullarsi  del 

deter- 

minante 

" 

itf  ~x 

y'-y 

li-Z 

dsf 

ay' 

3/ 

au 

au 

du 

> 

iaf 

^ 

3/ 

^v 

dv 

ar 

che  si  Iraduce  per  le  precedenti  nell'equazione  lineare  fra  A  e  B  (^): 

(30)  isencpsenhO  A-*cosTpco8h6B  =  R(co8*?>cosli'6+sen*ysenh*6)  . 

La  normale  in  M'  alla  S'  deve  essere  perpendicolare  alle  due  dire- 
zioni che  hanno  i  coseni  rispettivamente  proporzionali  a 


di 

du 
t/-y 


du 

fi -z . 


Se  indichiamo  con  X'*,  Y's,  Z's  i  coseni  di  direzione  della  detta  nor- 
male, avremo  dunque: 


X',=p 


Ben 


„  ^    ,    R  sen  «p  senh  6  —  A  A  -, 

»  X,  —  eoa  »  Xt  H 5-^ i-H —  X, 

^  r    »  I         Jcosycosho 


e  formolo  analoghe  per  Y',  Z',  indicando  con  p  un  fattore  di  proporzio- 
nalità. Ma,  per  ipotesi,  deve  essere 


e  quindi 


2  X»  X'»  =-  costante 
R  Ben  y  senh  6  —  t  A  _ 


e, 


X;  cos  f  cosh  6 

essendo  e  una  costante.  Da  questa  e  dalla  (30)  si  trae,  avendo  riguardo 
ai  valori  (29*)  di  A,  B: 


(31) 


^  — —  ==  -|r-sen(pBenh6  — CC08  ycosh  e 

3t  .  9®         R  VA  Ufi 

g^+g-=  —  -r-  C08  y  cosh  e — c  Ben  ?  senh  6 . 


et  Si  ricordi  che 


X. 
X, 
X, 


Y. 


Z, 


=  1. 
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Derivando  la  prima  di  queste  rapporto  a  v,  la  seconda  rapporto  ad  «, 
e  sottraendo,  col  ricordare  che  6  è  una  soluzione  dell'equazione  fonda- 
mentale 

(A)  S?  '^"  §r«  ~  ""  ^^^^  *  ^^^^  ®  ' 

ed  osservando  le  (31)  stesse,  otteniamo  per  la  condizione  d'integrabilità 
la  relazione: 

(32)  c«  +  |;+i=o 

fra  le  costanti  c^  k,  ciò  che  dimostra  essere  la  trasformazione  necessa- 
riamente immaginaria.  Per  soddisfare  la  (32)  poniamo 

e  =  senh  a  ,      ,  =  i  cosh  a  , 
indicando  con  o  una  costante  arbitraria  complessa.  Poniamo  inoltre 


indi 

sen  cp  =  cosh  6i ,    cos  ?  =  —  i  senh  Ój 

e  le  (31)  assumeranno  la  forma 


(B) 


^      h  *  -^-   ==  senh  0  cosh  0  senh  Gj  -f  cosh  a  senh  6  cosh  6, 
t  ^  -  f    ;r-  =  —  cosh  1  cosh  6  soilh  6i  —  senh  t  senh  6  cosh  61 . 


Soddisfacendo  6  alla  (A),  queste  formano,  rispetto  alla  funzione  inco- 
gnita 6j,  un  sistema  illimitatamente  integrabile  ed  eliminando  dalle  (B) 
per  derivazione  6  anziché  61,  si  trova  subito  che  61  è  alla  sua  volta  una 
soluzione  dell'equazione  fondamentale  (A).  Soltanto,  mentre  la  6  era  reale, 
la  61  è  necessariamente  immaginaria. 

Si  consideri  ora  la  superficie  (immaginaria)  S'  ;  per  essa  le  (28),  (29) 
diventano  : 

(33)  a/  =  ^_R«J?llL«iXi+lco8he.X. 

cosh  <Ji 
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— =  R  senh  6i    —  (senh  6  senh  61  +  tgh  0  cosh  6  cosh  6,)  Xi  — 

cosli  6 
— i(senh  6  cosh  64  -j-  tgh  '3  cosh  6  senh  Oj)  Xj  -1-  — r-  X3 

— =  R  cosh  6i   — i (cosh  0  senh  61  -f  tgh  0  senhO  cosh  61)  Xj  + 

senh  6 
+  (cosh  6  cosh  61  -}-  tgh  '3  senh  6  senh  61)  X,  -fi  — r—  X3 

Di  qui,  per  T  elemento  lineare  ds'  di  S'  deduciamo 

&'*  =  R*  (senh*  6,  du^  -(-  cosh»  e^  di^ , 

e  siccome  61  soddisfa  la  (A),  la  curvatura  della  S'  è  ancora  -  :5-, .  Si  os- 
servi  poi  clie  dalle  (34)  seguono  pei  coseni  di  direzione 

X3  ,      Y3,      Zs , 

della  normale  a  S'  le  formole 

,«  -  >,  ^,      cosh  61  Xi  +  i  senh  61 X,  -f  senh  0  X3 

(35)  A  3= r . 

cosho 

Se  ne  deduce 

(36)  2X'8X3  =  tgha, 
e  si  osserverà  ancora  che  si  ha 

R» 


(36*)  MM'»  =  *»  =  — 


cosh*o 


§.  400. 
n  teorema  di  permutabilità. 

Una  trasformazione  semplice  B?  di  Backlund  fa  derivare  da  una  super- 
ficie reale  S  applicabile  sulla  sfera  di  raggio  R  una  nuova  superficie 
S'  della  stessa  natura,  ma  necessariamente  immaginaria.  Ma  consideriamo 
ora  due  trasformate  Si,  Sj  di  S,  contigue  ad  S  per  due  trasformazioni 
Ba^,  Ba,  di  Backlund  a  costanti  (reali  0  complesse)  oi,  a,  differenti.  Gli 
sviluppi  analitici  relativi  al  teorema  di  permutabilità  sussistono  eviden- 
temente inalterati  ed  esiste  per  ciò  una  quarta  superficie  S3,  pienamente 
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determinata,  della  stessa  curvatura  K=  +  ^j ,  e  contigua  alla  Si  per  una 

trasformazione  B'a,,  alla  S2  per  una  B'o^.  Conviene  innanzi  tutto  che  tro- 
viamo, in  termini  finiti,  questa  quarta  superficie  S3.  Siano  M,  Mi,  Mt,  M3 
quattro  punti  corrispondenti  di  S,  Si,  S»,  S3;  indichiamo  coniti, yi,  jbi  le 
coordinate  di  Mi,  con 

i  coseni  di  direzione  della  normale  alla  Si  in  Mi  e  notazioni  analoghe 
teniamo  per  le  altre  due  superficie  Sj,  S3. 
Dalle  (33),  (35)  avremo 


(37) 


-.  senh  61  Xi  +  i  cosh  Gj  Xj 
/p  -—  /p  —  n 

^  cosh  ai 

senh  62  Xi  +  i  cosh  6,  X, 


ir j  =  a;  —  R 


cosh  a, 
cosh  81  Xi  +  i  senh  61 X^  +  senh  oi  X3 


(38) 


cosh  Oi 


cosh  6,  Xi  -I-  i  senh  6j  X»  +  senh  o,  X» 


cosh  1»  ' 

dove  9i,  0«  sono  legate  a  0  dalle  corrispondenti  equazioni  (B): 


(39) 


(39*) 


^- +i:r-    =   senh  Oi  cosh  6  senh  9i  +  cosh  ai  senh  6  cosh  61 
i      du     dv 

f  i  -'-{■—=:  -  cosh  ai  cosh  6  senh  9 1  -  senh  Oi  senh  6  cosh  Bj 
\       dv      du 

^— +i^-   =  senh  a^  cosh  0  senh  6, + cosh  a,  senh  9  cosh  6, 
cu     ov 

i  ^  *H-  ;r-  =  -  cosh  cj  cosh  e  senh  62  -  senh  a,  senh  9  cosh  6, . 

dv      du 


Ora,  per  trovare  le  coordinate  rcj,  ^3,  ^8-3  del  punto  M3  di  S3,  si  osservi 
che  questo  punto  si  trova  sulla  retta  M  M3  intersezione  dei  due  piani 
tangenti  in  Mi,  Mt  a  Si,  S«.  Dalle  (38)  risulta  subito  che  i  coseni  di 
direzione  di  questa  retta  M  M»  sono  proporzionali  alle  quantità  a,  p,  7 
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date  dalle  espressioni 

(40)  a  =  (senh  Oj  senh  61  —  senh  '3i  senh  %)  Xj  4- 

+  i  (senh  a^  cosh  6i  -  senh  Oi  cosh  6^)  X^  +  senh  {%  —  Oj)  X3  , 

colle  analoghe  per  p,  y- 

Dopo  ciò  potremo  porre,  indicando  con  A  una  conveniente  funzione 
incognita: 

(41)  aJs  =  a:+Aa,     y3  =  y-f>.Ap,     ^23  =  0 -f  A  7  , 
e  A  sarà  da  determinarsi  in  guisa  che  risulti 

cioè 

(41*)  2ÌA«  +  (*-a:.)ì  =--^."2ÌAa+(a;-a./  ^* 


cosh'  oj  '  ^  (        ^        *^)  cosh*  oi  ■ 

Sottraendo  le  due  ultime,  coir  osservare  che  si  ha 


cosh*  oi  '  -^  ^        "^^  cosh*  o,  ' 

si  ottiene 

^  cosh*  oi  cosh*  0, 

Ora,  avendo  riguardo  alle  (40)  ed  alle  altre 

_    i  /senh  6t     senh  9g\  ^      /cosh  6i     cosh  6^\     ì 
*      '""    (\coshai     coshoj    ^     \cosh(3i     coshv    *)  ' 

ne  segue  pel  cercato  valore  di  A  la  formola 

senh  (0,  —  Oj) 


(42)  A  =  R 


cosh  ^i  cosh  a,  [cosh  (61  --  6,)  -  cosh  (oi— a,)]  ' 


e  sostituendo  nelle  (41)  questo  valore  per  A  si  avranno  le  formolo  finali 
richieste,  che  definiscono  in  termini  finiti  la  S3.  Calcoliamo  in  fine  la 
funzione  63  {u,  v)  che  figura  neir  elemento  lineare  della  S3 

(43)  (fe|  =  R*  (senh*  83  dw*  +  cosh*  63  dif) . 

A  tale  oggetto  ricordiamo  che  la  Ss  deriva  dalla  Si  per  mezzo  di  una 
trasformazione  B'o,  e  dalla  Se  per  mezzo  di  una  B'o^.  Dalla  (33)  risulta 
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che,  prendendo  convenientemente  83,  potremo  scrivere 

senhesXi^J  +  icoshejXf) 


iCs  =  ar2  +  R 


cosh  Gs 

senhesXP  +  icosheaXjf^ 
cosh  Oi 


Dal  confronto  di  queste  due  formole,  osservando  le  (37)  ed  i  valori 
effettivi  per  Xf ^  XJ^  che  seguono  dalle  (34)  : 

XP^  =  -  (senh  6  senh  6,  f  tgh  oi  cosh  6  cosh  e»)  Xi  - 

cosh  0 
—  i  (senh  6  cosh  6i  +  tgh  Oi  cosh  6  senh  61)  X,  -[ r—  X3 

Xi^»  =  -  i  (cosh  e  senh  Oj  +  tgh  ^i  senh  6  cosh  eo  X,  + 

+  (cosh  e  cosh  61  f  tgh  oi  senh  6  senh  61)  X,  H r —  X« 

colle  analoghe  per  Xf ,  X?^   ne  deduciamo   per   determinare  8,  le  due 
formole  seguenti 

PORh  reu-eì  -  cosh (oi - o») cosh  (6^ - e^)  —  1 

^^    u;-    cosh  (6,  -  e,)  — cosh  (ox- a,) 

senh(e3-e)  =  ??B^-:^^^  . 

^        ^       cosh  (Gì — e,)  —  cosh  (oi  —  0,) 

La  loro  compatibilità  risulta  d'altronde  confermata  dal  quadrare  e 
sottrarre  i  secondi  membri,  con  che  si  ottiene  T  unità. 

Alle  due  precedenti  possiamo  sostituire  T.unica  ben  semplice  (Cf. 
§.  384) 

Ed  ora,  se  deriviamo  rapporto  blì  u  ev  questa  formola,  facilmente 
veniamo  a  verificare  che  63  è  legata  a  O^ ,  6,  dalle  rispettive  formole 
della  trasformazione  di  Backlund: 

^  +i^^  =  senh  a, cosh  63 senh 61  +  cosh o, senh 63  cosh  61 
du        dv 

(44)  ; 

i  ^  +  ^  =  -  cosh  0,  cosh  63  senh  61  —  senh  0,  senh  6,  cosh  Oj 
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x-^  +  i  ^    =  senh  ci  cosh  63  senh  6,  f  cosh  Oi  senh  63  cosh  6, 

cu         qV 
(44*)' 

f  i  ^  +  5-  =  -  cosh  a,  cosh  83  senh  6,  —  senh  Oi  senh  63  cosh  8, . 
\      ov        cu 

Queste  formolo  si  ottengono  dalle  (39),  (39*)  scambiando  8  con  83 
e  Oi  con  ^t.  Esse  contengono,  come  derivate  dalla  (C)  e  dalle  (39),  (39*), 
Tespressione  analitica  del  teorema  di  permutabilità  nel  caso  attuale. 


§.  401. 
Ctomposizione  di  due  trasformazioni  immaginarie  coniugate. 

Le  due  superficie  Si,St,  contigue  per  trasformazioni  di  Backlund 
Btjj ,  Btjj  alla  superficie  reale  S,  sono  sempre  immaginarie,  ed  in  gene- 
rale sarà  pure  immaginaria  la  quarta  superfìcie  S3  del  teorema  di  per- 
mutabilità. Ma,  se  prendiamo  Ss  in  conveniente  relazione  con  Si,  potremo 
far  sì  che  questa  quarta  superficie  S3  riesca  nuovamente  reale. 

Ed  infatti;  essendo  a,  una  costante  complessa  qualunque,  sia  8^  una 
soluzione  (complessa)  delle  (39).  Se,  indicando  con  01,81  le  quantità  co- 
niugate di  oi,  81,  poniamo: 

Ot=-Oi     ,       8,  =  7ri-eri  , 

vediamo  che  8,  è  una  soluzione  delle  (39*)  e,  a  causa  delle  (37),  le  due 
superficie  Si ,  Sg  sono  immaginarie  coniugate.  Le  formolo  (40),  (42)  di- 
mostrano poi  che  le  quantità 

a  ,    p  ,   Y  ,    A 

sono  tutte  reali,  e  per  le  (41)  è  quindi  anche  reale  la  superficie  83. 
Ciò  risulta  altresì  confermato  dalla  formola  (C)  che  diventa 

essendo  evidentemente  la  quantità  del  secondo  membro  reale  e  minore, 
in  valore  assoluto,  dell'  unità. 

Per  presentare  le  formolo  sotto  aspetto  reale  basta  separare  nelle 
formolo  precedenti  il  reale  dall' immaginario.  Se  si  pone 
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la  (C*)  diventa 

tgh  (^^)  =  tgh  a  tgh  (0  , 

e,  calcolando  dalle  (41)  i  valori  di  0^3,  ^3,  £^3,  si  trovano  subito  le  formole 
seguenti 

(senh*  a  +  cos*  6)  (senh*  a  +  cosh'  «)  ^ 
X I  —  (senh  a  cos  6  senh  «  cos  ?>  +  cosh  a  sen  6  cosh  »  sen  f  )  Xi  + 
+  (senh  a  cos  b  senh  (i>  sen  (p  —  cosh  a  sen  6  cosh  a>  cos  f  )  Xt  + 
+  senh  (ù  cosh  co  X,  |  , 


colle  analoghe  per  yz,  0z-  Queste  ci  definiscono,  sotto  forma  reale,  la 
superficie  trasformata  S3. 

Le  funzioni  reali  co,  ^f  risultano  definite  dalle  (39),  che  separando  le 
parti  reali  ed  immaginarie  e  ponendo  per  brevità: 

A  =  senh  a  senh  0  senh  co  -f-  cosh  a  cosh  B  cosh  (o 

B  =  senh  a  cosh  6  senh  a>  -f  cosh  a  senh  6  cosh  (o 
(45) 

C  =  senh  a  senh  6  cosh  (o  +  cosh  a  cosh  6  senh  a> 

D  =  senh  a  cosh  6  cosh  a>  +  cosh  a  senh  6  senh  co  , 

danno  luogo  al  sistema 

d(ù  9(p    96 

X-  =  cos&Bcosy-senftAsen?,  g^+g-   =*  cosJ.DsenfMenft.Ccesy 

(46)". 

9(0  9sp     36 

^  =  -  sen6Bcos'f-cos6  Asen? ,  ^ — ^  =  -  senftDseny+cosft.Ccosf 

È  questo  un  sistema  di  equazioni  ai  differenziali  totali  per  o>,  f ,  che 
è  illimitatamente  integrabile,  qualunque  siano  le  costanti  a,  b. 
Eseguendo  sulle  variabili  u,  v  la  sostituzione  ortogonale 

(  u  =  u'  cosb  +  1/  senb 
(47) 

(  v  =  -  w'  sen  6  +  v'  cos  6  , 


COMPOSIZIONE  DI  DUE  TRÀSFOBMAZIONI  IICMAGINARIE  CONIUGATE      461 

le  (46)  possono  scriversi  più  semplicemente 

/  9(0       _.                         3»         . 
3^  =  Bcoscp      ,  g-, Aseny 

(46*) 

/  3»   ,   38  3®         36 

e  queste  corrispondono,  nelle  nuove  variabili  u',  v\  alle  (46)  stesse  ove 
si  faccia  6  =  0. 

Se  ricordiamo  (§.  394)  che  la  sostituzione  (47)  equivale  ad  una  tra- 
sformazione reale  di  Bonnet-Lie,  vediamo  che  le  nuove  trasformazioni 
reali  delle  superficie  applicabili  sulla  sfera  possono  ridursi,  applicando 
una  trasformazione  di  Bonnet,  al  caso  particolare  in  cui  6  =  0,  e  di 
queste  specialmente  vogliamo  ora  occuparci. 

§.  402. 
Gaso  in  coi  le  normali  a  S,  S,  in  punti  corrispondenti  s'incontrano. 

In  altro  modo  possiamo  caratterizzare  le  particolari  trasformazioni 
di  cui  sopra  è  discorso.  Domandiamoci  per  ciò  se  può  accadere  che: 
le  due  normali  alla  S  ed  aUa  trasformata  Ss  in  punti  corrispondenti  si 
incontrino  costantemente  (Cf.  §.  389). 

Siano  in  tale  ipotesi 

(47)  iro  =  a:  +  TX3    ,      yo  =  y  +  TY,    ,      #o  =  ^  +  TZ, 

le  coordinate  del  punto  Mo  d' incontro  delle  due  normali.  Poiché  la  di- 
rezione Mo  M3  deve  essere  normale  alla  Mi  Mt,  dovremo  avere 

2  (^0— a?8)  {Xi—Xi)  =  0  , 
ossia 

2(TXs— Aa)(a:i-a:0=O, 
0  in  fine 

2a(i«i— a:,)  =  0  . 

Questa,  avendo  riguardo  alle  (37),  (40),  ci  dà  come  condizione  dMncontro 

(48)  senh  (ai+a,)  =  0  . 

Per  trovare  il  valore  di  T  basta  tener  conto  che  la  direzione  Mo  Ms 
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deve  essere  normale  p.  e.  alla  ^3  Mi,  ciò  che  dà  la  condizione 

2  (T  X3— A  a)  (A  a+x—Xi)  ==  0  , 
e  quindi 

T2X3a=A2^.'  f  y^i^-^i)  . 
Ora  dalle  (41*)  sommate  risulta 

A  2  a*  +  2  «  (^-^1)  =  -  2  «  (^^^)  » 

e  per  ciò  dalle  (37),  (40) 

T  senh  (61—6,)  =  — ^  2  ^  (s^nh %^i+i cosh e, X,) 

R      ( 
=  — r —    senh  6,  (senh  0,  senh  61  —  senh  ai  senh  6^)  — 
cosn  rj,  ( 


—  cosh  %  (senh  0,  cosh  61  —  senh  oi  cosh  6,)  >  , 

e  in  fine 

_  R  [senh  a,  —  senh  q,  cosh  (61--  6,)] 
^^^^  ^~  senh  (61-6,) 

Ma  nel  caso  nostro  speciale,  in  cui  S3  è  reale,  si  ha 
Oi  =  a+i6     ,       Ot= -a+i6 
6i=a(io+iy    ,       6j  =  Iti  — (ù+iy  , 

e  la  condizione  d'incontro  (48)  diventa 

senh  (2  i  6)  =  0  , 
0 

sen  (2  6)  =  0  . 

Senza  alterare  la  generalità  possiamo  quindi  fare 

6  =  0    ovvero    i  =  -  , 

poiché,  per  le  formolo  fondamentali  (39),  V  aumento  di  6  di  un  multiplo 
di  X  equivale  a  cangiare  9i  di  un  equimultiplo  di  k  i. 
Distinguendo  ora  i  due  casi 

l.«    6  =  0    ,      2.«    6  =  |, 
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avremo  corrispondentemente  dalle  (49) 

T  =  R  tgh  a  tgh  0)  ,    per  6  =  0 
T  =  R  coth  a  coth  ìù  ,    per  6  =  -  . 

Esaminiamo  ora  la  saperficie  So  luogo  del  punto  Mo  d' incontro  delle 
normali  corrispondenti  a  S,  S3. 

§.  403. 

La  saperficie  So  luogo  del  punto  d' incontro  delle  normali  corrispondenti. 

Vogliamo  ora  calcolare  T  elemento  lineare  della  detta  superficie  So 
per  dimostrare  che  essa  è  applicabile  sull'  ellissoide  di  rotazione  allun- 
gato 0  suir  iperboloide  a  due  falde,  secondo  che  ci  troviamo  nel  primo 
0  nel  secondo  caso.  Così  veniamo  a  provare  che  le  attuali  trasformazioni 
delle  superficie  a  curvatura  costante  positiva,  composte  di  due  trasfor- 
mazioni immaginarie  coniugate  di  Bàcklund,  coincidono  con  quelle  che 
già  al  §.  310  abbiamo  dedotto  dall' inversione  dei  teoremi  di  Guichard. 

1.^  caso;  6  =  0. 
Abbiamo 

T  =  R  tgh  a  tgh  (0 

e  le  coordinate  Xo,  y^,  e^  del  punto  Mo  d' incontro  di  due  normali  corri- 
spondenti a  S,  Ss  sono  date  da 

(50)  a^  --  a;  -f-  R  tgh  a  tgh  (0  X3 ,  y©  =  y  +  R  tgh  a  tgh  o)  Yg , 

£ro  =  ^  +  R  tgh  a  tgh  0)  Za . 

Le  formolo  (46),  essendo  6=0,  diventano 

.   3^  =  Bco8y        ,    3^ Aseny 

(51)  1 
3»   ,  36  3®        30 

3«  +  3i;=^««"'f'    3.    -   3ti  =  ^'^««^- 

Ora  derivando  le  (50)  rapporto  ad  u,  v,  osservando  le  (27)  pag.  452 
e  le  (45),  otteniamo: 


B  \    \        senh  a       3a)  ^ 


cosh  a  cosh  (o  cosh  a  cosh*  a>  3t*  ' 

A  X    \        senha       9<tì-- 


cosh  a  cosh  o>  cosh  a  cosh*  a>  dv 
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e  quindi 

®        0      yo      0     co8h*acosh*a)^  '     cosh'acosh^co 

Ora,  a  causa  delle  (51),  si  ha 

(a)  B  cos  y  dw  —  A  sen  'f  dv  =  dco 

e  d'altronde  anche  l'espressione 

B  sen  tpdu  -{-  A  cos  f  ({v 
è,  per  le  (51)  stesse,  un  differenziale  esatto.  Ponendo 
(p)  B  sen  (p  dfi  4-  A  cos  y  (fo  =  d<|) 

e  quadrando  e  sommando  le  (a),  (ff)  si  ha  dunque 
B'du^  +  k'dv'  =  d<A'  +  d^\ 

e  per  ciò 

, ,      p,  j  cosh*  (0  4-  senh'  a  ,   ,  d(j>* 


(     cosh*  a  cosh^  w  cosh*  a  cosh'  a> 

Questa  pone  in  evidenza  T  elemento  lineare  di  una  superficie  di  rota- 
zione, e  si  vede  subito  che  per  curva  meridiana  si  può  prendere  V  ellisse 

^  =  R  tgh  (0  ,  r  =  — r r—  . 

^  cosh  a  cosh  a> 

Il  corrispondente  ellissoide  di  rotazione  allungato  ha  il  semi-asse 

R 
maggiore  =  R  ed  il  semi-asse  minore  =  — r—  .  Così  adunque  la  super- 
ficie So  è  applicabile  suir  ellissoide  e  paragonando  le  formolo  attuali  con 
quelle  del  §.  259,  si  riscontra  facilmente  che  le  due  superficie  a  curvatura 
costante  Si  S3  sono  quelle  associate  a  So,  secondo  i  teoremi  di  Guichard. 

2.^  caso  6  =  ^  . 
Abbiamo  allora 

Xo^=x-\-'R  coth  a  coth  w  X3 ,  yo  =^  y  f-  R  coth  a  coth  ca  Ys  , 
^0  =  ^  -f  R  coth  a  coth  co  Zj , 
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e  le  (46)  diventano 

9»          .                           d<ù         ^ 
g-^=-A8en<p  ,    g- Bcosy 

(51*) 

Ne  risulta 

3a?o__p(   *      A  y  cosh o       3(0^ 

9ti  ~     (senhasenhco    ^      senhasenh'(o9u    ^ 

9^0 pi  B  y  _       cosha       9<tì 

9t;         I  senh  a  senh  a>    '      senh  a  senh*  a>  9 1; 
e  quindi 

,,^pJA'duM  B'dy'  cosh' a  ^ 

°  (senh*  a  senh'  co       senh*  a  senh*  to 

Ora  anche  T  espressione 

A  cos  9  du  —  B  sen  y  efo 

è  un  differenziale  esatto,  come 

A  sen  ?)  dtté  +  B  cos  9  cfo  =  —  dco , 
onde  ponendo 

A  cos  9  dttt  —  B  sen  fdv  =  d^ 

e  quadrando  e  sommanifo  si  ha 

AUi^i-B' dv'  =  diù*  +  d^\ 

Per  r  elemento  lineare  di  So  abbiamo  dunque 

, . p,  j  senh*  (0  +  cosh'  a  ,  ,  ^ d^j)' 

^  ~      \    senh*  a  senh*  w  senh*  a  senh*  co 

Questo  appartiene  alla  superficie  di  rotazione  che  ha  per  curva  meri- 
diana la  curva 

£f  =  E  coth  oi  ,     r  =  — r r—  • 

senh  a  senh  a> 

È  questa  un'  iperboloide  a  due  falde  di  semi-asse  trasverso  =  R  e 

R 

di  semi-asse  coniugato  =  — t—  .  Anche  qui  (Cf.  §.  259)  le  due  superficie 

a  curvatura  costante  S,  Ss  sono  quelle  associate  alla  deformata  So  del- 
r  iperboloide,  secondo  i  teoremi  di  Guichard. 

30 
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§.  404. 
Paragone  colle  formolo  d'inversioiie  dei  teoremi  di  Onichard  al  §.  310. 

Alle  trasformazioni  reali  delle  superficie  a  curvatura  costante  positiva 
del  §.  precedente  siamo  già  arrivati  per  altra  via,  al  §.  310,  trattando 
della  inversione  dei  teoremi  di  Guichard.  Ed  ora  vogliamo  paragonare 
le  formolo  attuali  con  quelle  del  §.310  per  verificarne  T  identità,  ciò 
che  costituisce  una  nuova  conferma  della  identità  delle  corrispondenti 
trasformazioni. 

Nel  citato  §.  310  la  trasformazione  era  analiticamente  definita  nel 
modo  seguente.  Indicando  con  <&,  W  due  funzioni  incognite  diu.v  e  y 
una  costante  arbitraria  si  determinavano  <t^,  W  dal  sistema  simultaneo 
(E),  (E'*')  pag.  244  ;  queste  nelle  attuali  coordinate  u,  v,  essendo 

ds«  =  R«  (senh»  6  du^  +  cosh»  6  df^ 

D  =  jy  =  —  R  senh  6  cosh  8 ,  D'  =  0 , 
diventano 

3/1     3<I>\        36         1     3»t> 

a  /   1    a*\      ae      i    a*» 


cosh  6  dv 

^/    1_  3^^ 36         1     3^ 

Srlcosh  6  3t>  ~ 


)--l  ■  8-otS+(^-1)«'«^^*-^»»«'^''^^- 


A  queste  è  da  aggiungersi  P  equazione  (F)  pag.  244 

Scelte  <t>,  W  in  guisa  da  soddisfare  questo  sistema  di  equazioni  illi- 
mitatamente integrabile,  si  aveva  la  corrispondente  superficie  trasfor* 

mata  S'  a  curvatura  K  =  ^^  dalle  formolo  (50)  pag.  245 

mentre  per  la  superficie  So  luogo  del  punto  d'incontro  delle  normali  in 
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punti  corrispondenti  alle  S,  S",  risultava  dalle  (48^*0  P&g-  242 

Per  stabilire  il  confronto  colle  formolo  del  §.  precedente,  dobbiamo 

porre,  secondo  le  (47) 

4> 

Cominciando  dunque  dal  primo  caso  6  =  0,  avremo 

^  =  —  R  tgh  a  tgh  0) 
cioè 
(55)  W  =  —  5^  coth  a  coth  w  *  . 

Sostituendo  questo  valore  di  W  nelle  (53)  ed  osservando  le  (51),  ne 
deduciamo  le  formolo 

94>  -  senh  6  cos  9  , 

— -   =  cosh  a .     r * 

dv  senh  a> 

(56) 

34>  ,  cosh  6  sen  (P  ^ 

-Tc-  = — cosh  a .    r ^  , 

cu  senh  a^ 

dalle  quali  si  ottiene  <&  con  una  quadratura,  osservando  che,  a  causa 
delle  (51),  l'espressione 

senh  6  cos  <p  dti  —  cosh  6  sen  y  dv 
senhco 

è  in  effetto  un  differenziale  esatto. 

Confrontando  le  (56)  colla  (54),  si  vede  che  basta  prendere 

7  =  —  senh*  a 

perchè  quest'ultima  risulti  soddisfatta. 

Dopo  ciò  si  constata  facilmente  che  sussìstono  altresì  le  (52),  quando  y 
abbia  il  valore  precedente.  Ed  infine  calcolando  dalle  (55)  i  valori  di 
oif,  y',  y  si  conferma  subito  che  esse  coincidono  colle  (D)  §.  401  (pag.  460), 
ove  si  faccia  &  =  0  e  definiscono  quindi  la  medesima  superficie  trasferì 

mata  S3.  Resta  che  consideriamo  il  secondo  caso  6  =  5-.  Allora  dobbiamo 
porre 

:=!  =  —  R  coth  a  coth  w  . 
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Procedendo  come  sopra  pel  caso  &=0,  si  vedrà  che  4>  è  definita 
con  una  quadratura  dalle  formolo: 

94>            ,     senh  9  sen  9  , 
IT-  =  senh  a =: * 

du  COSh  (0 

(56*) 

9*  ,      cosh  6  cos  9  , 

^r-  =  senh  a r ^ 

dv  cosh  a> 

Confrontando  queste  colle  (54),  vediamo  che  si  deve  qui  attribuire 
alla  costante  7  il  valore 

Y  =  cosh*  a  . 

§.  405. 

Permutabilità  delle  nuove  trasformanoni  colla  trasformatone 

di  Hazzidakis. 

Andiamo  ora  ad  esaminare  le  relazioni  che  intercedono  fra  le  nuove 
trasformazioni  delle  superficie  applicabili  sulla  sfera  e  la  trasformazione 
involutoria  di  Hazzidakis. 

Ritornando  per  ciò  alle  formole  generali  del  §.  399  per  le  trasfor- 
mazioni (immaginarie)  di  Backlund,  applicate  ad  una  superficie  S  di  cur- 
vatura costante  E  =  ^^  definita  dalla  (25)  pag.  451,  consideriamo  la  sna 
trasformata  S  di  Hazzidakis  il  cui  elemento  lineare  è 
&^  =  R*  (cosh'O  ch^  +  senh'e  dt^  . 

Sia  ora  Si  una  trasformata  di  B'àcUund  della  S  definita  dalle  for- 
mole (33)  pag.  454 

senh  61  Xi  +  i  cosh  81  Xt 


a?i  =  a;  -  R 


cosho 


dove  la  61  è  legata  alla  0  dalle  formole  (B)  ibid.  Conservando  a  B^  il 
medesimo  significato,  ed  indicando  coi  simboli 

^  I  Xi ,  Xt ,  Xs  .  .  . 

le  quantità  che  per  la  S  sono  le  analoghe  delle  a; ,  Xi ,  Xt ,  X3  .  .  .  , 
si  vedrà  che  ove  si  ponga 

~       -  _L  p  cosh  61  Xi  +  i  senh  e^Xt 
senh  0 
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e  analogamente  per  yi ,  Su  ne  rìsnlta  definita  tma  superficie  Si  trasfor- 
mata di  Backlund  della  S.  E  infatti,  derivando  le  precedenti,  si  deduce 


^*  =  Rcoshei 
du 


(cosh  e  cosh  Oi  4-  coth  a  senh  6  senh  O^)  Xi  + 


.         86nlì  6    

+  i  (cosh  e  senh  61  +  coth  0  senh  6  cosh  90  X, r—  X» 

Senna 

— i  =  R  senh  61    i  (senh  6  cosh  9i  +  coth  0  cosh  6  senh  61)  Xi  — 

—  (senh  6  senh  6i  -}-  coth  0  cosh  6  cosh  6i)  X, r —  X«  |  , 

e  quindi 

5iJ  +  ^  +  ^  =  R*  (cosh' 61  du^  +  senh'Oi  éb^  ; 

inoltre  pei  coseni  di  direzione  ^\  Y^\  Z^^  della  normale  alla  Si  avremo 

senh  01  Xi  +  i  cosh  9i  Xt  —  cosh  0  Xa 


w  = 


senh  a 


Con  queste  formolo  si  verifica  subito  la  proprietà  asserita  e  di  più 
vediamo  che  le  due  superficie  Si ,  Si  sono  alla  loro  volta  associate  per 
trasformazione  di  Hazzidakis.  Possiamo  dunque  dire  che  la  trasformazione 
di  Hazzidakis  cangia  una  coppia  qualunque  (S,  Si)  di  superficie  applica- 
bili sulla  sfera,  legate  fra  di  loro  da  una  trasformazione  di  Backlund,  in 
un'altra  tale  coppia  (S,  Si). 

Se  applichiamo  questo  risiiltato  alle  quattro  superficie 

S  Ss 

del  teorema  di  permutabilità  (§.  400),  vediamo  che  la  trasformazione  di 
Hazzidakis  le  cangierà  contemporaneamente  in  quattro  superficie 

s        s, 

nelle  medesime  relazioni  fra  loro. 

Con  un  calcolo  del  tutto  analogo  a  quello  eseguito  nel  §.  400,  tro- 
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viamo  che  la  quarta  superficie  Ss  è  definita  dalle  formole 

dove 

senh  (^1— oj) 


A  =  R 


senh  oi  senh  o,  jcosh  {oi — o,)  —  cosh  (6i--  B,)  j 

a  a=  (coshoi  cosh  Qt-  cosh  c3t  cosh  ei)Xi+i  (cosh  Oi  senh9,  -cosha,  senhO^)  X,+ 

+  senh  (Oi  —  6,)  X, 

e  p ,  Y  hanno  espressioni  analoghe. 

Consideriamo  particolarmente  il  caso  più  importante  per  noi  in  cui 
essendo  (§.  401) 

o,  =  —  oi     ,       9,  =  ic  i  —  6i  , 

la  quarta  superficie  Ss  è  reale.  Ponendo  come  al  §.  401 

e  separando  il  reale  dall'  immaginario,  le  formole  che  definiscono  la  Ss 
diventano: 
^        -  "■  I    9  p senh  a  cosh  a ^ 

X  I  (cosh  a  cos  b  cosh  o)  cos  <p  -f  senh  a  sen  b  senh  o>  sen  9)  Xi  + 

+  (senh  a  sen  6  senh  co  cos  9  -  cosh  a  cos  &  cosh  a>  sen  9)  Xs  f- 

+  senh  (D  cosh  co  X3 

e  sono  da  raffrontarsi  colle  (D)  pag.  460  che  danno  la  trasformata  Ss 
di  Hazzidakis.  Ancor  più  in  particolare,  supponiamo  di  trovarci  nel  caso 
di  quelle  trasformazioni  reali  che  corrispondono  all'inversione  dei  teo- 
remi di  Guichard,  le  normali  a  due  superficie  trasformate  S,  Ss  (0  S,  Ss)  in 
punti  corrispondenti  incontrandosi  costantemente.  Avremo  allora  (§.  402) 

6  =  0      0      6=  ^  . 

Fissiamo  p.  e.  l'attenzione  sul  primo  caso,  l' altro  corrispondendo  a 
scambiare  le  due  coppie  (S,  S3)(S,  Ss).  Si  è  visto  al  §.403  che,  indicando  con 

a;b  =  a:  +  TXs    ,      yo  =  y  +  TYs    ,      ^o  =  ^  +  TZ, 
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le  coordinate  del  punto  ove  si  incontrano  due  normali  corrispondenti 

alla  S,  Ss,  si  ha 

T  =Rtghatgli«)  . 

Con  notazioni  analoghe  per  la  coppia  (S,  Ss)  troviamo  invece 

T  =  R  coth  a  coth  »  , 
onde 

T  T  =  R* . 

Ora,  come  si  è  visto  al  §.  402,  la  superficie  So  luogo  del  punto 
Mo  =  (xo  yo  ^o)  è  applicabile  suir  ellissoide  allungato  di  rotazione,  la  cui 
ellisse  meridiana  ha  T  equazione 

(a)  (_A_\.R*  ' 

\co8h  aj 

e  la  superficie  So  luogo  di  Mo^  (aio  yo  'o)  è  invece  applicabile  sull'iper- 
boloide di  rotazione  a  due  falde,  la  cui  iperbola  meridiana  ha  l'equazione 


(P)  R*     /   R 


\senha/ 


.=  1 


Troviamo  così  il  singolare  risultato  che  ad  ogni  deformazione  del- 
l'una quadrìca   ne  corrisponde  una   perfettamente  determinata   della 

seconda  e  le  quattro  falde  a  curvatura  costante  ^«  dei  due  inviluppi  di 

sfere  associati  alle  due  quadriche,  secondo  i  teoremi  di  Guichard,  si 
distribuiscono  in  due  coppie  di  superficie  trasformate  di  Hazzidakis 
runa  dell'altra.  Notevole  è  altresì  la  semplice  relazione 

TT  =  R* 

sopra  trovata  per  i  raggi  T,  T  di  sfere  corrispondenti  nei  due  inviluppi. 
Infine  osserviamo  che  fra  i  punti  delle  due  superficie  So,  So,  appli- 
cabili rispettivamente  suirellissoide  (oc)  e  suir  iperboloide  (3),  viene  stabilita 
dalla  generazione  geometrica  stessa  una  legge  di  corrispondenza.  Si 
vede  facilmente  che  la  corrispondenza  cangia  i  sistemi  coniugati  di  So 
nei  coniugati  di  So  ed  altresì  le  geodetiche  dell'una  nelle  geodetiche 
dell'altra  superficie.  In  particolare  alle  linee  di  curvatura  (u,  v)  delle 
S,  S  corrisponde  sopra  So,  So  quel  sistema  coniugato  che  si  conserva 
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coniugato  quando  la  So  sì  applica  sulP ellissoide  (a)  e  la  So  sull'iperboloide 
(P),  ed  una  corrispondenza  della  stessa  natura  ne  risulta  fra  i  punti 
deirellissoide  (a)  e  dell' iperboloide  (P);  questa  è  una  projettività.^*^ 

§.  406. 
Applicazione  successiva  delle  nuove  trasformazioni. 

Le  ricerche  precedenti  ci  pongono  in  grado  di  estendere  ai  metodi 
di  trasformazione  delle  superficie  a  curvatura  costante  positiva  le  con- 
siderazioni che  abbiamo  fatto  nel  §.  385  sulla  applicazione  successiva  ed 
illimitata  delle  trasformazioni  reali  di  Backlund  alle  superficie  pseudo- 
sferiche. Per  persuadersene  basta  osservare  che  le  conseguenze  analitiche 
del  teorema  di  permutabilità  restano  le  stesse  (Cf.  §  400).  Possiamo 
quindi  concludere:  Se  per  una  superficie  S  di  curvatura  costante  posi- 
tiva p^ ,  definita  da 

efe*  =  R*  (senh*  0  du*  +  cosh»  8  dt^ . 


si  samio  integrare  completamente  le  eguasfioni  di  trasformazione  (B)  pag.  454 
(B) 


^3fì  y5fì 

;^  +  i  ;r-  =  soub  o  cosh  6  souh  O^  4-  cosh  0  senh  9  cosh  B^ 
cu       dv 


i  -g-*  +  K^-  -  cosh  0  cosh  6  senh Oj  —  senh  o  senh  0  cosh  Bj 

per  tutti  i  valori  della  costante  complessa  o,  V  applicazione  successiva  ed 
inimitata  delle  nuove  trasformcmoni  alle  superficie  di  curvatura  costante 
via  via  ottenute  richiederà  soltanto  calcoli  algebrici  e  di  dervwmoni. 

Volendo  limitarsi  al  caso  più  interessante  per  le  applicazioni  di  tra- 
sformazioni reali  di  superficie  reali,  basterà  supporre  a  g  nelle  (B)  un 

valore  reale  (i=^a  ovvero  un  valore  complesso  della  forma  o  =  a  +  ^ 

(Cf.  §.  403).  In  ogni  caso,  se  insieme  alla  superficie  iniziale  S  si  conosce 
anche  la  sua  trasformata  di  Hazzidakis  S,  converrà  sempre  applicare  le 
trasformazioni  all'una  e  all'altra  superficie  della  coppia  (S,  S)  con  che 
si  otterranno  le  nuove  superficie  a  coppie  di  superficie  trasformate  di 


(^)  Cf.  la  mia  nota  :  Sopra  un  problema  relativo  alla  teoria  détta  deforma- 
zione delle  superficie  (Rendiconti  dei  Lincei  aprile  1902)  e  V  altra  :  Stille  quadri- 
che  coniugate  in  deformasione  (ibid.  Aprile  1903). 


APPLICAZIONE  SUCCESSIVA   DELLE   NUOTB  TRASFORMAZIONI  473 

Hazzidakis.  Così  sopra  ogni  nuova  superficie  conosceremo  altresì,  in 
termini  finiti,  le  equazioni  delle  linee  geodetiche  come  corrispondenti 
alle  linee  d'ombra  della  trasformata  di  Hazzidakis. 

Per  constatare  con  un  esempio  T  utilità  dei  risultati  conseguiti,  ap- 
plichiamo le  nostre  formolo  a  far  conoscere  le  superficie  iniziali  di  un 
gruppo  infinito  di  superficie  applicabili  sulla  sfera  le  cui  equazioni  si 
hanno  in  termini  finiti  per  funzioni  ordinarie.  Questo  gruppo  corrisponde 
air  analogo  delle  superficie  pseudosferiche  studiato  al  §.  387  (pag.  420). 

Partiamo  dalla  soluzione  evidente 

6  =  0 
dell'  equazione  fondamentale 

9*6       3*0 

g-g  +  ^  +  senh  6  cosh  6  =  0. 

La  superficie  S  corrispondente  degenera  evidentemente  in  una  linea; 
ma  tutti  i  nostri  sviluppi  (§.  399  e  seguenti)  restano  applicabili,  purché 
si  assumano  le  funzioni 

Xy  y,  a;    Xi,  Yi,  Zi;     Xj,  Yj,  Z, ;     X»,  Y3,  Zs 

di  u,  t;  in  guisa  da  soddisfare  le  equazioni  della  tabella  (27)  §.  399 
(pag.  452). 


(a) 


e  la  superficie  S  è  così  ridotta  all'asse  delle  0;  le  sue  normali  sono  le 
normali  a  questa  retta. 

Conformemente  alle  ultime  osservazioni  del  §.  precedente,  conside- 
riamo insieme  alla  S  la  sua  trasformata  di  Hazzidakis  S  ridotta  anch'essa 
all'asse  delle  js  e  corrispondente  alle  formolo 

^  =  0  y  =  0  ^  =— R  u 

Xi=0  Yi  =  0  Zi=— 1 

(a*) 

X2=-— senv,      Y8  =  cost?,      Z,  =  0 

X8=  cost?,      Y3  =  sent?,      Zs  =  0. 


Basta  assumere  per  ciò: 

/  X  =0 

y=0 

0  =  Bv 

V  Xi=— senti, 

Yi=  cos  u , 

Zi  =  0 

)  X.    ^^  0        , 

Y,=  0       , 

Z,=  l 

\  X3  =  cos  u  , 

Y3=  sen  u , 

Z3  =  0, 
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U  sistema  (B),  essendo  6  =  0,  si  riduce  qui  a 

^  =  senh  0  senh  Si ,     ^  =  i  cosh  o  senh  9 , 
du  dv 

e  si  integra  colla  formola 

tffh  —9=6^  ®®^^  ^  "1"  *  ^^^^  ^'  ^ 

Zi 

dove  la  costante  arbitraria  moltiplicativa  si  omette  perchè  aumentando 

M,  t;  di  costanti  si  può  evidentemente  ridurre  =  1. 

Lasciando  alla  costante  a  un  valore  complesso  qualunque  f^^=:^a-\-%l 

e  ponendo 

9i  =  tt)  +  i  9  , 

si  separerebbe  subito  nella  formola  precedente  il  reale  dall'immaginario, 
ed  applicando  le  formole  (D),  (D*)  (pag.  460,  470)  si  avrebbero  anche,  in 
termini  finiti,  le  equazioni  di  due  classi  di  superficie  reali  applicabili  sulla 
sfera,  trasformate  di  Hazzidakis  Tuna  dell'altra,  e  dipendenti  da  due 
costanti  arbitrarie  a,  ò.  Da  queste  poi,  con  sole  operazioni  di  deriva- 
zione, si  otterrebbe  un  gruppo  infinito  di  superficie  applicabili  sulla 
sfera  dipendenti  dalle  funzioni  ordinarie. 

§.  407. 
Esempi. 

Noi  ci  limiteremo  qui  al  solo  caso  ò  =  0,  cioè  ad  assumere  o  costante 

reale  =  a.  Le  altre  superficie  più  generali  di  cui  sopra  è  discorso  si 

ottengono  da  queste  con  una  trasformazione  di  Lie-Bonnet  (§.  401). 

Avendosi 

1  ^         u  senh  a  4-  i  v  cosh  a  , 
tghi9,  =  e 

se  si  pone  per  brevità 

tii  =  ti  senh  a ,    Vi  =  v  cosh  a , 
ne  deduciamo 

cosh  6i  =  -  coth  (wi  +  i  Vi),  senh  6i  = -— — r-^— :  , 

senh  (Mi  +  »  t'i) 

e  quindi,  separando  il  reale  dair  immaginario,  avremo  le  formole 

.^«v.    -««  senhtticoshwi  ,  senh Wi  costai 

cosh  cDcos  y Tj ; j— »  senh  w  cos  ?>  = ri — r- 

senh' Mi  +  sen*  Vi'  ^        senh*Mi+sen*ri 

(6)    ' 

^      ,  coshwisent?!  ,  senvicosvi 

coshcDsen^  =   — r-, ; =— ,  senhwsen'f  =  — ^r-^ t"» 

senh*  Mi  -|-  sen*  Vi  ^        senh*  mi +8enV 
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da  cui  si  ha  intanto 

(e)  tgh(i)  = r —   . 

^  ^  ^  cosh  Mi 

Ricerchiamo  dapprima,  nel  caso  nostro,  le  due  superficie  So  So  appli- 
cabili suir  ellissoide  e  suir  iperboloide  di  Guichard,  di  cui  abbiamo  detto 
in  generale  alla  fine  del  §.  405.  Qui  abbiamo 

T  =  Rtgha^^«^^ 


T  =  R  coth  Or 


cosh  Ui 
coshui 


cos  Vi 
e  quindi  dalle  formole 

a?o  =  a;+TX3,    yo  =  y+TY,,    ^o  =  ^+TZ3 

^o  =  i+TX3,    yo  =  y+TY8,    ^  =  7+TZ8 

deduciamo,  osservando  le  (a)  (a*): 

/^»\  Ti.  -      costai  T>  X  u       costai  ^ 

(57)    a^  =  Rtgha^^-cost«.yo  =  Rtgha^^^^8en«,*o  =  R« 

/.«*N  -     T>    ^i.  coshui  -     T.     xv    coshwi  -        ^ 

(57*)  iro  =  Rcotha cosv,  yo  =  Rcotha sent;,  je^o* -Rm. 

^      ^     "  cos  Vi  ^  cos  Vi 

Le  prime  formole  definiscono  una  superficie  So  applicabile  sulF  ellis- 
soide di  rotazione  allungato  i  cui  semi-assi,  principale  e  secondario, 
hanno  le  rispettive  lunghezze 

R 


R, 


cosh  a 


Similmente  le  (57*)  ci  danno  una  superficie  So  applicabile  sull'iper- 
boloide di  rotazione  a  due  falde  nel  quale  le  lunghezze  dei  semi-assi 
principale  e  secondario  sono 

R        ^ 

'  senh  a  ' 

Introducendo  coordinate  cilindriche 


•  =  V^  +  y',9  =  arctg(|),  ^, 
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le  equazioni  di  queste  superficie  So,  So  si  scrivono  semplicetnente  cosi: 
rco8h(esenha)=Rtgh  acos  f — ^^ — j 

r  cos   (6  cosh  a) = R  coth  a  coshf  — ^^ —  j  . 

È  da  osservarsi  che  le  deformate  dei  paralleli  dell'ellissoide  od  iper- 
boloide di  Guichard  sono  le  linee  T  •-■='  costante  ossia  r  ==  costante  ;  esse 
sono  quindi  descritte  sopra  cilindri  circolari  aventi  per  asse  Tasse  z. 

Resta  ora  che  scriviamo  le  equazioni  esplicite  delle  due  superficie 
Ss,  Ss  applicabili  sulla  sfera  che  si  ottengono  dalle  formolo  (D),  (D*),  ove 
si  faccia  &  =  0,  e  si  abbia  riguardo  alle  formolo  (a),  (a*^,  (&).  Ma  prima 
ancora  di  far  questo  osserviamo  che  T  elemento  lineate  delle  S,,  Ss  satrà 
dato  rispettivamente  da 

efe*  =  R*  (senh«9s  rfu»  +  cosh*  6,  di^ 
d^=.lì?  (cosh«  Bs  du*  +  senh*  83  dt^ 

e  la  funzione  6,  di  u,  9  sarà  data,  secondo  la  formola  (G*)  del  teorema 
di  permutabilità  (pag.  459),  e  a  causa  del  valore  {6)  di  tgh  «a,  da 


tgh  -'  =  tgh  a 


eos&i 


2        ^      cosh  Mi  * 

Ora  essendo  tgh  -  il  prodotto  di  due  funzioni  Tuna  della  sola  u,  Taltra 

della  sola  t;,  ne  segue  (§.  331)  che  la  superficie  S3  avrà  piane  le  linee 
di  curvatura  u  e  quindi  sferiche  le  v\  la  sua  trasformata  di  Hazzidakis 
Ss  ha  invece  sferiche  le  prime,  piane  le  seconde. 

Per  le  formolo  effettive  che  danno  queste  superficie  Ss,  Ss  troviamo, 
applicando  le  formolo  superioVi: 

' 2  R  senh  a  cos  v^ 

~"  cosh  a  \  cosh*  Ui  -f-  senh*  a  (senh*  Ui  -|-  cos'  Wj)  j 

X  [cosh  Ui  cos  u  —  senh  a  senh  Ui  sen  u] 

...       ) 2  R  senh  a  cos  Vx ^ 

\  )       ^^y^      ^^gjj ^ I ^^ ^^ j^ ggj^jj* ^ (genh*  1*1  +  cos* v^ \ 

X  [cosh  ui  sen  u  +  senh  a  senh  f«i  cos  m] 

i       _^       2  R  senh*  a  sen  t;i  cos  t^i 

\    ^~    ^     cosh  a  \  cosh*  Wi  +  senh*  a  (senh*  Wi  +  cos*  Wi) } 


(A*) 


ESEMPI 

-  2  R  cosh  a  cosh  Ui 

senh  a  \  cosh*  Ui  +  cosh*  a  (senh*  Wi  +  cos*  Vi)  \ 

X  [cos  Vi  cos  V  +  cosh  a  sen  Vi  sen  t;] 

-  2  R  cosh  a  cosh  Ui 

^      senh  a  |  cosh*  «i  4-  cosh* a  (senh* Ui  +  cos*  Vi)  j 

X  [cos  Vi  senv  —  cosh  a  sen  Vi  cos  t;] 
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X 


X 


2  R  cosh*  a  senh  Ui  cosh  Ui 


\  senh  a  { cosh*  Ui  +  cosh*  a  (senh*  wi  +  cos*  Vi)  ]  ' 

dove  si  è  posto  come  sopra 

Ui  =  u  senh  a ,    Vi  =  t;  cosh  a . 

È  immediatamente  visibile,  dalle  formolo  superiori,  che  per  la  prima 
superficie  le  linee  di  curvatura  u  sono  in  piani  per  Tasse  a,  per  la  seconda 
invece  le  linee  v. 

Si  osserverà  ancora  che  sulla  seconda  superficie  Sa,  quando  si  attri- 
buisca alla  costante  cosh  a  un  valore  commensurabile,  le  linee  di  curvatura 
sferiche  u  sono  algebriche  razionali. 


Capitolo  XXVI. 


I  sistemi  tripli  ortogonali  nello  spazio  euclideo 


Le  formolo  di  Lamé  per  Hi,  H|,  H^.  —  Valori  dei  raggi  principali  di  onrvatara  r  in  nn  si- 
stema triplo  ortogonale,  dei  raggi  di  flessione  e  torsione  delle  curve  coordinate.  —  Linee 
d'equidistanaa  ed  equazione  del  Cayley.  —  I  sistemi  ciclici  osculatori  di  un  dato  sisteou 
triplo  ortogonale.  —  La  trasformazione  di  Combesoure.  —  Esempi  di  sistemi  tripli  orto- 
gonali. —  Le  famiglie  di  Lamé  con  traiettorie  ortogonali  piane.  —  Loro  derivazione  per 
trasformazione  di  Gombescure  dai  sistemi  ciclici.  —  Le  quadriche  a  centro  confocali  e 
le  coordinate  ellittiche.  —  Corrispondenza  delle  assintotiche  suUe  quadriolie  di  nnz 
famiglia.  —  Le  congruenze  normali  le  cui  falde  sono  quadriche  confocali.  —  Le  linee  geo- 
detiche suir  ellissoide.  —  Geodetiche  uscenti  dagli  ombelichi.  ~  Loro  traiettorie  ortogo- 
nali. —  Teoremi  di  Roberts  e  di  Hart. 


§.  408. 
n  £28*  di  forma  ortogonale  e  le  formole  di  Lamé. 

In  questi  ultimi  capitoli  ci  proponiamo  di  studiare  più  da  vicino 
1  sistemi  tripli  di  superficie  ortogonali  dello  spazio  euclideo  a  tre  dimen- 
sioni, ed  esposte  dapprima  le  proprietà  generali  di  questi  sistemi  tripli 
ne  faremo  poi  F  applicazione  a  particolari  sistemi  tripli  notevoli.  Il 
nostro  studio  in  questo  campo,  che  ha  formato  oggetto  di  tante  ed  im- 
portanti ricerche  dei  geometri,  sarà  necessariamente  molto  limitato. 
Per  uno  studio  ulteriore  il  lettore  consulti  il  trattato  completo  di 
Darboux  <^),  di  cui  per  ora  non  possediamo  che  il  primo  volume. 

Già  alla  fine  del  Gap.  XI  (I,  pag.  379  e  segg.)  abbiamo  esposto  i 
teoremi  fondamentali  sui  sistemi  tripli  ortogonali,  in  uno  spazio  curvo 
qualunque  a  tre  dimensioni,  in  particolare  il  teorema  di  Dupin-Darboux 
(I,  pag.  383)  e  il  risultato  di  Darboux  secondo  il  quale  se  la  famiglia 
dì  superficie 

9  (^,  y,  ^)  =  costante 

è  una  famiglia  di  Lamé,  la  funzione  ??  (x,  y,  ^)  deve  soddisfare  ad  un'e- 
quazione caratteristica  alle  derivate  parziali  terze.  Si  tratta  ora  di  pro- 
seguire questi  studi  pel  caso  particolare  che  lo  spazio  Ss  sia  uno  spazio 
euclideo. 


(*)  Legons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  coordonnées  curvUignes  (Paris 
Ganthier  Villars  1898) 
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Essendo  a;,  y,  jemn  sistema  di  coordinate  cartesiane  ortogonali,  sup- 
pongasi di  avere  un  sistema  triplo  di  superficie  ortogonali,  i  cui  para- 
metri indichiamo  con  t^i,  u^,  u^,  che  dia  all'elemento  lineare  dello  spazio 
la  forma 
(1)  (fe*  =  ete«  +  d/4  d^-=H!dw!-hH|dt4  +  H|di4. 

Le  funzioni  Hi,  HI,  HI  di  Ui,  u^,  «3,  come  somme  di  quadrati,  (^)  sono 
sempre  essenzialmente  positive,  ed  a  scanso  di  equivoci  diciamo  una 
volta  per  tutte  che  con  Hi,  H2,  Hs  intenderemo  sempre  i  valori  positivi 
delle  loro  radici  quadrate.  Le  funzioni  Hi,  H«,  H3  di  Ui,  ti^,  t«3  debbono 
essere  tali  che  la  forma  quadratica  (1)  rappresenti  il  ds^  di  uno  spazio 
a  curvatura  Riemanniana  nulla,  e  per  ciò  sarà  necessario  e  sufficiente 
(I,  pag.  75,  344  e  416)  che  i  sei  simboli  di  Riemann  a  quattro  indici 
siano  identicamente  nulli,  cioè  si  abbia 

l  (21,  13)  =  0,     (32,  21)  =  0,     (13,  32)  =  0 

(  (12,  12)  =  0  ,     (23,  23)  =  0  ,     (31,  31)  =  0  . 

Scrivendo  per  disteso  queste  sei  equazioni,  sviluppate  per  mezzo 
delle  formolo  (17)  del  §.  159  (I,  pag.  344),  troviamo  il  gruppo  di  formolo 
seguenti  : 

a^Hi^l  3H,3Hi        l_3H8aHi 
duidui    Hj  3m3  3^2       Ha  3m«  3w8  ' 

.  1   d  H.% 13  H3  3Hg  ^^  1  3Hi  3H8 

yn,  ^1  aH.aH,     i  aH,aH, 

oU\CU%     Hi  qu%  vUi        Hs  3tii  ou% 

i_  IL  ?H.\ ,  A  n  3HA    1  an.  aH.  _  « 

nv,  ]  i-M  3H?\.  AM  ?H«U±?5??lL»_n 

^^'  \  a«,  \h,  aM,r  a«s  \%  a«,  j"^H!  a«.  a»,  ~  "  • 

att,\H,  i9M,/*^"a«,\H.  auJ"'~H|  au,  3%  "" 

Queste  si  dicono  le  formolo  di  Lamé,  poiché  furono  stabilite  la  prima 


(i) 


«•-(£)*+©•+©• 
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volta  da  questo  geometra  come  condizioni  necessarie  è  sufficienti  perchè  il 

(fe*  =  H  J  dtt!  +  Hi  dui  +  HI  dui 

appartenga  allo  spazio  euclideo. 

Sappiamo  già  che,  soddisfatte  le  condizioni  (A),(B)  di  Lamé,  il  sistema 
triplo  ortogonale  corrispondente  è  perfettamente  determinato,  a  meno 
di  movimenti  nello  spazio  (I,  §.  160,  pag.  346). 

§.  409. 

Triedro  principale  e  raggi  principali  di  cnryatnra. 

Note  Hi,  Ht,  Ha  in  funzione  di  Uu  Ut,  th,  per  determinare  il  sistema 
triplo  ortogonale  cioè  x,  y,  0  in  funzione  di  Ui,  t<t,  u^  abbiamo  le  equazioni 
fondamentali  di  Christoffel  (I,  pag.  64),  che  qui  assumono  la  forma 

dove  r,  s  sono  due  indici  qualunque  presi  fra  1,  2,  3  e  i  simboli  dì 
Christoffel  si  riferiscono  alla  forma  quadratica 

HJdwf  +  HJdul  +  HJrftiI; 

alle  medesime  equazioni  (2)   soddisfano   ancora  y,0.  Distinguendo  due 
casi  secondo  che  r^s  0  r  =  s,  abbiamo  il  sistema  seguente  : 

/o^  ya;      _    1  3H,  3a?         1  3H,  dx 

m  ya;  _   1  3H,  dx       Er  3H,  dx       H,  3H.  dx 

^  ^  dui  ~  Kr  dur  dur       H?  du.  3u.       Hf  dUt  dut  ' 

dove  nella  seconda  s,  t  indicano  i  due  indici  oltre  r. 

Consideriamo  ora  in  ogni  punto  (i«i,  ti^,  tis)  dello  spazio  il  triedro 
trirettangolo  formato  dalle  direzioni  (positive)  delle  tangenti  alle  linee 
coordinate  Wi,  t4t,  tis  rispettivamente,  ossia  dalle  normali  alle  tre  super- 
ficie coordinate;  questo  diremo  il  triedro  principale.  Indicando  con  (Xi, 
Yi,  Zi) ,  (Xb,  Y,,  Zj)  ,  (Xa,  Y3,  Zs)  i  coseni  di  direzione  delle  dette  tre 


(^)  Esse  non  sono  altro  che  le  equazioni  di  Weingarten  pel  caso  attuale  ove 
E«-0(Cf.I,  pag.  414). 
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tangenti  principali, 'avremo 

_.         1    aa:  „  _J_^  7  _1  3f 

(»  =  1 .  2  ,  3)  . 

e  le  (3),  (4)  si  scriveraimo 

9Xr_i.3H.Y        3X,    _   1  aH.  , 
3tt.   ~  H,  3m,  ^'  '    a«,        H,  dur     ' 
(5) 

a«,~    H.  3tt.     •      H,  at*.     •  ' 
ed  alle  medesime  equazioni  soddisferanno 

Y»    ,      Y,    ,      Y, 
Zi    ,      Zf    ,      Zs  . 

n  triedro  principale  si  supporrà  orientato  come  la  tema  degli  assi 
coordinati,  cioè  sarà 

Al      Xt      X« 

Y,    Y.    Y,    =+1. 
Zi     Zt     Z3 

Le  (5)  sono  per  le  funzioni  incognite  Xi ,  Xs,  X3  un  sistema  di  equa- 
zioni lineari  omogenee  ai  differenziali  totali.  Le  condizioni  d'integrabilità 
risultano  identicamente  soddisfatte,  riducendosi  appunto  alle  equazioni 
(A),  (B)  di  Lamé.  Di  qui  è  facile  dedurre  nuovamente  l'esistenza  e  l'uni- 
cità del  sistema  triplo  ortogonale  corrispondente  (Gf.  I,  §.  58,  pag.  124). 

Le  linee  coordinate  (ui),  (ti,),  (us)  sono,  pel  teorema  di  Dupin,  le  linee 
di  curvatura  delle  superficie  del  sistema  triplo.  Riprendendo  le  notazioni 
del  §.171  (I,  pag.  378),  denotiamo  con 

il  raggio  principale  di  curvatura  della  superficie  coordinata  Ut  »  costante 
lungo  la  linea  di  curvatura  {uj,\  e  per  armonia  colla  convenzione  fonda- 
mentale rispetto  ai  segni  dei  raggi  principali  di  curvatura  delle  super- 
ficie, diamo  ad  r^,  il  valore  positivo  0  negativo  secondo  che  per  and^are 
dal  rispettivo  centro  di  curvatura  verso  il  piede  della  normale  si  va  nel 

SI 
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verso  positivo  o  negativo  della  direzione  (X<,  Y<,  Z*).  Dalle  forinole  ge- 
nerali testé  citate  (I,  pag.  378),  ovvero  dalle  (5)  attuali,  deduciamo  subito 
che  si  avrà 

1         1    an. 


(6) 


r<jt        H<  Hfc  dUi 


e,  scrìvendo  per  disteso  le  sei  formolo  corrispondenti  (date  da  Lamé), 
avremo 

i.  =  ^_?5?  i-  =  _J_??^         1  ^     1     3H| 

r«       HiH,  du,  '     ra       H^Hs  3Mt  '     r«        H3H1 3u3  ' 

(7)  ■ 
J_^  J_aH3  JL=_l_3Hi        J_          1     3H« 

ri8       H1H3  awi    '     r„       HjHi  3u,   '     r„  ""  HaH,  Sti, 
Conformemente  alle  notazioni  della  teoria  delle  curve,  denotiamo  con 

a»     Pi      li 
ii      >]<      Ci 

i  coseni  di  direzione  della  tangente,  normale  principale  e  binormale 
della  curva  coordinata  (Ui)  e  con 

Pi  ,    T, 
i  corrispondenti  raggi  di  flessione  e  torsione;  avremo  intanto 

(8)  «i  =  X,     ,      Pi  =  Y,     ,      Ti  =  Z<  . 
L'arco  elementare  dSi  della  (Ui)  è 

dSi  =  Hi  dUi  , 

e  se  deriviamo  le  precedenti  rapporto  ad  u^,  ricordando  le  formole  di 
Frenet  ed  osservando  le  seconde  (5),  ne  dedurremo 

pi  ^M     ^i  '     pi  r^i     rw  '     p<  r„<     r^  ' 

da  cui  quadrando  e  sommando  risulta  intanto 

00)  Z^  =  ;:r  +  ;r  • 

pi  fki         Hi 
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Questa  non  è  cKe  un  caso  particolare  della  formola  stabilita  alla  fine 
del  §.  171  (I,  pag.  379).  Dalle  (9),  (10)  segue  poi 

(11)        X,  =  ±ilX.T^X.    ,     ^,=:±ÌLY.T^Y,, 

e  si  vede  subito  che  varrà  il  segno  superiore  o  l'inferiore,  secondo  che 
la  permutazione  ikl  degli  indici  1  2  3  è  pari  o  dispari. 
Dalle  formole  di  Frenet  abbiamo 

T,  ~  ^  H,  att<  ' 
onde,  avendo  riguardo  alle  precedenti  ed  alle  (5),  si  trae 

-L  =  + Pì|JLA/_Pjl\_  J_ì_/pl\| 

T,       "^  H<  I  r„  dUf  \rj       r^i  du^  \r,  Jj  ' 


cioè 


Supponiamo  senz'altro,  come  è  lecito,  pari  la  permutazione  i  kl  e 
ponendo 


cos  a><  =  —  -^    ,      sen  ctì<  =  —  -^--  , 
rii  ni 


avremo 


f  ii-  cos  (ùi  Xj+sen  («><  Xjt  ,    >]<  =  cos  «><  Yj+sen  a)<  Y*  , 

C<  =  cos  (ùi  Z^4-sen  o><  Zj^  . 
(12)    { 

Xi  =  sen  (Ai  Xj  —  cos  a><  X^  ,    [t<  ==  sen  a)<  Yj  -  cos  co<  Y*  t 

Vi  =  sen  (ùi  Zj  —cos  a)<  Z;t  • 

n  significato  geometrico  di  a>i  risulta  da  queste  formole  stesse:  esso 
è  rangole  che  la  normale  principale  della  curva  (u^),  nel  suo  verso 
positivo,  forma  colla  direzione  positiva  della  curva  {ui)  e  si  ha 

1_  _    1   d(ùj 
Ti  ~  Ri  dUi  • 

Riepilogando  abbiamo  dunque,  oltre  le  (7),  le  formole: 
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(13) 

1  =  1  +  1 

Pi*        ri^  ri    ' 

1    -    1    4-    1 

i:?~rà^rà    ' 

1  =  1  +  1 

P.'        r„«  +  r^ 

(14) 

1          1       3(0, 

T.  ~  H,    a»,  ' 

1          1       3(0, 
T.        H.     3ti.    ' 

1       1     dio, 

T,  ~  H,      3«, 

(15) 

tg  «s  =  J'  . 

§.  410. 
Lìnee  d'equidistanza  ed  equazione  del  Oaytoar* 

L'elemento  d'arco 

(fes  =  Hs  dws 

delle  curve  coordinate  (ih)  può  anche  riguardarsi  come  la  porzione  infi- 
nitesima di  normale  alla  superfìcie  u^,  intercetta  dalla  successiva  t43+(fo} 
del  medesimo  sistema.  Sulla  superficie  m,  le  linee 

Hs  =  costante 

sono  dunque  quelle  lungo  le  quali  è  costante  questa  porzione  infinitesima 
di  normale  ;  esse  si  diranno  per  ciò  le  linee  di  equidistanea  della  super- 
ficie w»  =  costante  <*). 

Ora  osserviamo  che  i  coseni  di  direzione  della  tangente  alla  linea 
di  equidistanza  H3  =  costante  sono  proporzionali  ai  tre  binomii 

3H3  3^  _  ?1^  ^  3 H3  ^  _  3J^  ^ 
t 

3Hs  de  3H»  d0 

dUi  dui  3ui  3t«s  ' 

e  quindi  per  le  (11)  a  X^,  (13,  vg.  Ne  deduciamo  il  teorema:  La  normak 
principale  di  una  linea  coordinata  (U3)  è  diretta  secondo  la  normale  alla 
linea  di  eqmdistanaa. 


(^)  Solo  nel  caso  in  cui  fosse  H3  assolutamente  costante  (o  fnnzione  della 
sola  U3)  le  linee  di  equidistanza  sarebbero  indeterminate.  Ma  aUora  avremmo 

l^l^O    ,      1  =  0, 
e  le  linee  coordinate  {v^  sarebbero  rette,  cioè  le  superficie  v^  parallele. 


EQUAZIONE    BBL  CATLBT  485 

Osserviamo  dì  più  che  la  forinola 

±  _  J^  j  ±  PM'  .  ±  PM' 

che  dà  la  flessione  di  questa  traiettoria  ortogonale  si  può  scrivere 

(16)  —  =  VAxlogHs  =  VAilogn  , 

Ps 

essendo  Ai  il  parametro  differenziale  primo  calcolato  rispetto  all'elemento 
lineare  della  superficie  u^  «  costante  ed  e  n,  con  s  costante  infinitesima, 
indicando  la  porzione  infinitesima  di  normale  alle  superficie  Us,  intercetta 
dalla  successiva.  È  notevole  che  il  teorema  superiore,  come  anche  la 
formola  (16),  non  dipendono  dall'essere  la  famiglia  Us  =  costante  una 
famiglia  di  Lamé  ma  valgono  per  qualunque  sistema  di  superficie  e  per 
le  loro  traiettorie  ortogonali,  come  per  primo  ha  osservato  Morera  ^^K 
Anzi  aggiungiamo  di  più  che  esse  sussistono  in  qualunque  spazio  curvo 
a  tre  dimensioni,  come  facilmente  si  deduce  dalle  formolo  generali  al 
§.  166  (I,  pag.  364)  («). 

Ma,  nel  caso  nostro  dei  sistemi  tripli  ortogonali,  la  funzione  n  deve 
soddisfare  per  la  terza  delle  formolo  (A)  di  Lamé,  all'equazione  di  Laplace 

d^n    ^   l  dEidn         1  3H»  9» 
duidtii       Hi  3t«8  3ui        Ha  3mi  d(«t  * 

Abbiamo  già  incontrato  più  volte  questa  equazione  in  varie  ricerche 
in  particolare  nella  teoria  dei  sistemi  ciclici  (Cf.  particolarmente  §.  273) 


(A)  Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo,  4  marzo  1886. 

(*)  Indichiamo  rapidamente  la  dimostrazione  che  si  ottiene  applicando  le 
formole  (31),  (33)  della  citata  pag.  364  (voi.  I).  Prendasi  nello  spazio  curvo  S^ 
il  dato  sistema  co*-  di  superficie  come  superficie  coordinate  os,  e  le  loro  traiettorie 
ortogonali  per  linee  coordinate  (osg).  Avremo 

(&•  =  «11  dXi»  +  2ai,  dxi  c2jc,  +  a»  das»,  +  Ogs  dx^* 
e  sarA  

Posto  nelle  (32)  citate 


se  ne  trae 


^*— 2^-'-^^  (*-i.2) 


k  — 1 


1t-0. 
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e  nel  problema  di  determinare  le  superficie  aventi  a  comune  con  una 
data  ti3  =  cost%^te  V  immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura.  Nel  signi- 
ficato attuale,  come  equazione  a  cui  soddisfa  la  distanza  normale  infi- 
nitesima fra  una  superficie  e  la  sua  successiva  in  una  famiglia  di  Lamé, 
è  stata  data  dal  Gayley  e  si  dirà  per  ciò  Tequazione  dd  Cayley. 

La  forma  (17)  di  quest'equazione  suppone  che  le  linee  coordinate 
siano  quelle  di  curvatura.  In  coordinate  curvilinee  qualunque,  denotando 
nel  solito  modo  le  due  forme  quadratiche  fondamentali  della  superficie, 
essa  si  scrive  come  abbiamo  già  osservato  al  §.  273*  (pag.  151) 

«a     «u    w» 
(18)  E      F      G      =  0  . 

D      D'     D" 
Possiamo  dedurre  di  qui  nuovamente  il  risultato  (già  sopra  ricordato) 
di  Darboux  che  il  parametro  <p  di  una  famiglia  di  Lamé 

?  (a^,  y,  ^)  ==  ? 
soddisfa  ad  un'equazione  caratteristica  alle  derivate  parziali  terze.  Si 
vede  subito  infatti  che  la  distanza  normale  e  n  fra  la  superficie  rp  della 
famiglia  e  la  successiva  (p+df  è  data  da 


Sostituendo  nella  (18),  calcolata  per  la  superficie  f,  avremo  appunto 
r  indicata  equazione  alle  derivate  parziali  terze.  Di  qui  si  ha  facilmente 
il  risultato: 

Affinchè  un  sistema  ao^  di  superficie  sia  una  famiglia  di  Lamé  è  ne- 
cessario e  sufficiente  che  la  distanza  normale  infinitesima  di  ogni  super- 
ficie detta  famiglia  dalla  successiva  soddisfi  adequazione  (18)  dd  Cki^ey. 


e  quindi 

che  ò  la  formola  (16)  del  testo  generalizzata.  Dai  valori  superiori  delle  r^,  con- 
siderando che  le  costanti  di  direzione  delle  linee  di  equidistanza  n  =  costante 

sono  proporzionali  a 

3  log  n  _  9  log  n 

segue  l'ortogonalità  di  questa  direzione  a  quella  della  normale  principale  alle 
linee  (a^)  e.  d.  d. 
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§.  411. 
Sistemi  ciclici  oscillatori. 

La  coincidenza,  sopra  notata,  dell'equazione  del  Gayley  con  quella 
che  ha  servito  al  §.  273  per  la  determinazione  dei  sistemi  ciclici  nor- 
mali ad  una  superficie  data  trova  la  sua  espressione  geometrica  nel  bel 
teorema  di  Bibaucour: 

Se  in  un  sisiema  triplo  ortogonale  si  considera  una  superficie  S  di 
uno  dei  tre  sistemi  e  nei  punti  di  essa  si  costruiscono  i  cvrcdi  osculatori 
delle  traiettorie  ortogonali  delle  superficie  appartenenti  al  medesimo  sistema, 
la  doppia  infinità  di  circoli  costruiti  forma  un  sistema  cidico. 

Diremo  che  questo  sistema,  ciclico  è  il  sistema  osculatore  del  sistema 
dato  lungo  la  superficie  S. 

Per  dimostrare  analiticamente  questo  teorema  basta  paragonare  le 
formolo  generali  dei  §§.  precedenti  con  quelle  che  al  §.  273  ci  hanno 
servito  alla  determinazione  dei  sistemi  ciclici  normali  ad  una  data 
superficie.  Consideriamo  nel  sistema  triplo  ortogonale  (uj,  t«t,  ti,)  una 
determinata  superficie  u^  =  costante  ;  la  funzione  Ha  è  una  soluzione 
deir  equazione  del  Cayley: 

a'Hs  ^  1  3HiaH,        1  3H,3H3 
dui  dt4t       Hi  dut  9ui       Ht  3t«i  3t4s  ' 

Essendo  pa  il  raggio  del  circolo  osculatore  della  curva  coordinata  (ti,), 
ed  (Os  l'angolo  che  la  sua  normale  principale  forma  colla  linea  (uj,  dalle 
formolo  alla  fine  del  §.  409  si  ha 

1,  _  J.  /aiogH,\>      1  /aiogHsN» 
rf-Hìl    du,    )'^RÌ\    du,    ) 

l>3  d  log  Hs  p8  9  log  Hs 

Confrontando  queste  formolo  colle  (V)  §.  273  (pag.  149),  e  tenendo 
conto  delle  mutate  notazioni,  deduciamo  il  teorema  enunciato. 

Una  dimostrazione  geometrica  del  teorema  di  Ribaucour  si  rileva 
dalle  proprietà  generali  osservate  al  §.  326  relativa  ai  circoli  osculatori 
delle  linee  di  curvatura.  Se  si  considera  infatti  la  doppia  infinità  dei 
circoli  osculatori  delle  linee  (ti,)  lungo  una  superficie  u^  =  costante,  ne 
risulta  che  associando  questi  circoli  lungo  le  linee  di  curvatura  (ui)  o 
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lungo  le  (Ui)  si  avranno  due  sistemi  di  superficie  a  linee  di  caryatura 
circolari.  D'altronde  due  tali  superficie  Si,  £,,  aventi  a  comune  ano  dei 
detti  circoli  C  uscente  da  un  punto  M  della  tt^  =  costante,  hanno  per 
normali  in  M  le  tangenti  alle  rispettive  linee  di  curvatura  (ui),  (t«t);  dun- 
que £i,  £2  si  tagliano  ortogonalmente  lungo  C.  Dal  teorema  inverso  di 
Dupin  segue  ora  che  i  circoli  C  costituiscono  un  sistema  ciclico. 

Da  quanto  abbiamo  detto  alla  fine  del  §.  precedente  risulta  poi  che 
la  proprietà  contenuta  nel  teorema  di  Ribaucour  è  caratteristica  per  le 
famiglie  di  Lamé,  che  doè:  Gandiaione  necessaria  e  sufficiente  affinchè 
una  famiglia  (S)  di  superficie  sia  una  famiglia  di  Lamé  è  che  lungo  ogni 
superficie  S  ddla  serie  i  circoli  oscukUori  dette  traiettorie  ortogonali  déUa 
famiglia  costituiscano  un  sistema  cidico. 

La  condizione  è  necessaria  secondo  il  teorema  di  Ribaucour.  Essa 
è  anche  sufficiente  poiché,  indicando  con  n  la  distanza  normale  infini- 
tesima fra  la  superficie  S  e  la  successiva,  il  raggio  ps  del  circolo  sarà 
dato  dalla  (16)  pag.  485.  D'altronde,  riferendo  la  S  alle  sue  linee  di 
curvatura,  siccome  quei  circoli  formano  un  sistema  ciclico,  dovrà  la  n, 
secondo  i  risultati  del  §.  273,  soddisfare  T  equazione  (17)  del  Gayley  e 
però  la  famiglia  (S)  apparterrà  ad  un  sistema  triplo  ortogonale. 

§.  412. 
Le  equazioni  a  derirate  parsiali  per  la  funzione  W  =  ^C^*  +.V*  +  ^*)- 

Per  un  sistema  triplo  ortogonale  qualunque  (m,,  Wj,  u»)  indichisi  con  W 
il  semiquadrato  della  distanza  deir  origine  (0  di  un  punto  fisso  dello 
spazio)  da  un  punto  mobile  di  coordinate  curvilinee  Ui,  u^,  u^,  cioè  pongasi 

W  =  i(:r«  +  »'  +  ^  . 

La  W,  considerata  come  funzione  di  Uu  Ut,  U3,  soddisfa  ad  un  sistema 
notevole  di  equazioni  simultanee  a  derivate  parziali  del  secondo  ordine, 
che  ora  andiamo  a  formare.  Siccome  questo  primo  risultato  è  indipen- 
dente dall'essere  Wi,  m^,  u^  parametri  di  un  sistema  triplo  ortogonale,  ma 
vale  per  un  sistema  qualunque  di  coordinate  curvilinee,  supponiamo  che 
sia  in  generale 

&*  =  2  «ifc  «ft«i  dux 
il  dtf  dello  spazio  euclideo  e  ricordiamo  che  per  le  formole  di  Ghristoffel 
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À 

le  coordinate  cartesiane  ortogonali  x,  y,  e  soddisfano  &1  sistema  di  equa- 
zioni a  derivate  parziali 

colle  analoghe  per  y,  e.  Dalla  (19),  derivando  ed  osservando  le  (20),  si  trae 

—  =Sa;  — 


0 

Coi  simboli  delle  derivate  seconde  covarianti  queste  si  scrivono 
(21*)  W,,  =  a,^    (i,i  =  l,2,  3) 

È  questo  un  sistema  di  sei  equazioni  simultanee  alle  derivate  parziali 
del  secondo  ordine  per  W;  esso  è  illimitatamente  integrabile,  come 
risulta  a  priori  dall'  osservare  che  per  un  sistema  iniziale  di  valori  Ui,  tfi,  Uz 
si  possono  prendere  ad  arbitrio  i  valori  di  W  e  delle  tre  derivate  prime. 

Ciò  si  verifica  anche  subito  direttamente  sulle  (21)  osservando  che 
nel  caso  attuale  tutti  i  simboli  a  quattro  indici 

\i8,n\ 
sono  identicamente  nulli. 

Ma  supponiamo  ora  che  il  sistema  (ui,  u%,  e%)  sia  ortogonale,  cioè  si 
abbia 

a<i  =  ffi,    a<fc  =  Operi  +  *. 

Mora  se  si  considerano  delle  sei  equazioni  (21)  solo  le  tre  che  impli- 
cano le  derivate  miste,  cioè  il  sistema 


3'W 


i2)aw  ,  ii2|aw 

3'  W  ^  (23)  3W       (231  aW 

aM,aM3     Ì2|aM»  ■^(3|3u3 
y  w  ^  131)  aw  ,  (31)  3w 

3M,3tti  ""  (  3  j  3ws  "*"  i  1  i  3ui  ' 
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ovvero,  sostituendo  ai  simboli  i  loro  valori  effettivi: 

yw  _aiogHiaw  ,  aiogH,3W 


3uidt«2  9us       dUi  dUi       dUf 

(O  {    ^'^    ^91ogH,3W      31ogH3  3W 

3'W    ^31ogH>3W       31ogHi3W 
;  3u33wi  3ui      3ti8  "^     3m8      3ui  ' 

si  vede  che  già  per  questo  sistema  le  condizioni  d'integrabilità  sono 
identicamente  soddisfatle  (^).  La  soluzione  più  generale  di  questo  sistema 
(C)  contiene  quindi  tre  funzioni  arbitrarie  di  una  variabile  ciascuna, 
potendosi  assumere  ad  arbitrio  lungo  tre  linee  coordinate  (tii),  (u»),  (m,) 
uscenti  da  un  punto,  i  valori  di  W  (Cf.  §.  209,  I,  pag.  481). 

§.  413. 
Trasformazione  di  Oombescure. 

Applichiamo  le  considerazioni  del  §.  precedente  allo  studio  di  un'im- 
portante trasformazione  dei  sistemi  tripli  ortogonali  scoperta  da  Com- 
bescure  <*) ,  e  ritrovata  poi  indipendentemente  da  Darboux  pel  caso  generale 
dei  sistemi  n^^  ortogonali  neir  Sn  euclideo. 

Il  problema  che  conduce  alla  trasformazione  di  Gombescure  è  il 
seguente  : 

DcUo  un  sistema  triplo  ortogonale,  definito  dalle  formale 


(^)  Sema  supporre  il  sistema  (t^j,  u„  u^  ortogonale,  basta  supporre  che  si 
abbia 

perchè  le  tre  corrispondenti  equazioni 

W,;,  =  a,;t     (i4=*) 
formino  un  sistema  completo.  Il  significato  geometrico  delle  (a)ò  questo  che  sopra 
ciascuna  superficie  (u,)  le  superficie  degli  altri  dne  sistemi  tracciano  on  sistema 
coniugato;  si  hanno  allora  i  sistemi  tripli  coniugati  di  Darboux  sui  quali  non 
possiamo  trattenerci  nel  testo  (V.  Darboux  T.  Ili,  pag.  281,  s.  3). 
O  Annales  de  TÉcole  Normale  Supérieure,  t.  IV  (1.*  serie). 
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trooame  un  secondo 

X  =7i  (wi,  tfi,  ws) ,  y'  =  y'  («1,  w,,  «43) ,  fi  =^»  (wi,  «fi,  «s) 

tale  che  m  ogni  punto  (x,  y,  0)  ddlo  spcuAo  le  normali  alle  tre  superficie 
dd  primo  sistema  siano  parallele  alle  corrispondenti  nel  punto  (a/,  t/,  /) 
del  secondo. 

Prendiamo  per  iDcognite  le  distanze  algebriche  Wi,  Wt,  Ws  dell'origine 
delle  coordinate  dalle  tre  facce  del  triedro  principale  nel  secondo  sistema, 
cioè  poniamo 

/   W,  =  ufX,  +y'Yi+/Z, 

j  Vft  =  afX,  +j/Y,  +  £^Z, 

(   W,  =  afX,  +j^Ya+/Z,, 
onde  avremo 
(22)  a^  =  Wi  Xi  +  W,X,  +  W,Xs , 

colle  analoghe  per  y ,  /.  Basterà  determinare  Wi,  W„  Ws  in  guisa  che 
risaltino 

proporzionali  a 

X<  ,    Y<  ,    Z< . 

Ora  se  deriviamo  le  (22)  rispetto  ad  u,-,  avendo  riguardo  alle  (5), 
troviamo 

dove  al  solito  ihl  indica  una  permatazione  degli  indici  1  2  3.  Ne  risolta 
che  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  cui  debbono  soddisfare  W|,  W,,  W* 
sono  le  sei  seguenti 

prendendo  per  i,  k  le  sei  coppie  differenti. 
Questa  si  può  scrivere 
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ed  il  secondo  membro  non  mutando  per  lo  scambio  di  i  con  i»  ne  risnlta 

Ì-(fl.W.)  =  l-(H,WO. 

onde  sarà 

Hi  Wi  dwi  +  H,  W,  dw,  +  Hs  W3  dth 

il  difiérdnziale  esatto  di  una  funzione,  che  indichiamo  con  W.  Airremo 
dunque 

Mi  oUi  Hf  dUs  Ha  ou^ 

e  sostituendo  nelle  (24),  vediamo  che  W  deve  unicamente  soddisfare  le 
tre  equazioni 

3^   ^  1  aH<  3W   ,   J^  3Hfc  3W 
dUi  duk     Hi  3wfc  dUi       Hfc  9t«<  3ttfc 
ossia 

Wifc  =  0. 

Queste  non  sono  altro  che  le  (C)  pag.  490,  che  ammettono  come  si  è 
detto  una  soluzione  generale  W  con  tre  funzioni  arbitrarie.  Inversamente, 
pei  calcoli  sopra  eseguiti,  basta  che  W  soddisfi  le  tre  equazioni 

(C)  W«  =  0,    Wt3=^0,    W3i  =  0 

e  le  formolo 

daranno  in  termini  finiti  il  sistema  triplo  ortogonale  trasformato. 

Si  può  altresì  calcolare  facilmente  T  elemento  lineare  dello  spazio 
relativo  al  nuovo  sistema  triplo 

d^'  =  Kldul  +  ll'ldul+mdf4, 
osservando  che  le  (23)  diventano 

aw,  ~  h7   *  ' 

e  si  ha  quindi 

Ck)me  si  vede,  i  sistemi  tripli  ortogonali  derivati  da  un  sistema  dato 
per  trasformazione  di  Combescure  dipendono  da  tre  funzioni  arbitrarie. 
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Volendo  caratterizzare  geometricamente  gli  elementi  che  determinano  il 
sistema  trasformato,  si  osservi  che  le  curve  coordinate  (ui)  (m,)  (113)  ven- 
gono trasformate  esse  stesse  per  la  trasformazione  che  al  Cap.  I  (I,  pag.  40) 
abbiamo  detta  la  trasformazione  di  Combescure  per  le  curve.  Ora  si 
considerino  nel  sistema  primitivo  le  tre  curve  coordinate  (uO  (ut)  (ms) 
uscenti  da  un  punto  (té^^iéS^i^^);  per  individuare  il  sistema  triplo  tra- 
sformato basterà  dare,  ad  arbitrio,  le  tre  trasformate  di  Combescure 
delle  tre  curve  coordinate  primitive. 

§.  414. 

Altro  modo  di  determinare  i  sistemi  trasformati. 

Si  può  procedere  alla  determinazione  dei  sistemi  trasformati  di  Com- 
bescure di  un  sistema  dato 

in  un  altro  modo,  che  talora  toma  più  utile  nelle  applicanonii.  Bagto 
per  ciò  prendere  come  incognite  i  nuovi  valori  delle  H  pel  sistema  tra- 
sformato 

(&'•  =  H'J  (?!«;  + HI  dui  +  HI  (itil . 

Le  R\  sono  da  determinarsi  in  guisa  che  le  tre  espressioni 

risultino  tre  differenziali  esatti,  dopo  di  che  avremo  il  sistema  trasfor- 
mato con  quadrature  dalle  formole 

^=f^  H',  X,  du, ,  f/  =f^  H',  Y<  du, ,  ^  ^f^  ¥L\  Z,  du, 
Ora,  scrivendo  le  condizioni  d'integrabilità 

coli' osservare  le  (5),  si  ottiene 

a;i:^*  +  H;aii:  *~3ii7  ^■^luiaiir^'- 
Questa  deve  sussistere  cangiando  le  X  nelle  Y  e  nelle  Z,  per  eui  le  H^ 
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debbono  soddisfare  alle  6  condizioni 

Hfc  dux        H»  3mh 

Ponendo  con  Darboux 

fi    _  1  9H* 

vediamo  che  le  6  quantità  %i  debbono  conservare  il  medesimo  valore 
per  due  sistemi  trasformati  di  Combescure,  come  risulta  anche  subito 
dalle  (5).  È  da  notarsi  che  le  formolo  (A.),  (6)  di  Lamé,  espresse  per 
le  ^,  assumono  la  forma 

(A*)  ^^P'^^P*^ 

(B*)  l?  +  ^+P-P-  =  ^- 

Le  H'^  sono  dunque  da  determinarsi  in  guisa  da  soddisfare  le  6  equa- 
zioni lineari  ed  omogenee 

Se  si  trae  da  due  di  queste  i  valori  di  H'i  U\  espressi  per  H's,  cioè 
H'  ==  —  ^^^     H'  =  Ji  ^^^ 

si  trova  subito  che  H's  deve  soddisfare  alle  tre  seguenti  equazioni  del 
secondo  ordine: 

Per  questo  sistema  le  condizioni  d'integrabilità  risultano  identica- 
mente soddisfatte  a  causa  delle  (A*),  onde  segue  che  la  soluzione  più 
generale  H's  del  sistema  dipende  da  tre  funzioni  arbitrarie  di  U|,  Ut,  tfi 
rispettivamente.  Cosi  arriviamo  per  altra  via  alle  medesime  conclusioni 
che  al  §.  precedente. 


495 


§.  415. 
Oasi  particolari  di  sistemi  tripli  ortogonali. 

Dopo  queste  generalità  sui  sistemi  tripli  ortogonali,  passiamo  a  con- 
siderare alcuni  casi  semplici  notevoli. 

Consideriamo  dapprima  un  sistema  qualunque  oo^  di  piani  o  di  sfere 
e  le  loro  traiettorie  ortogonali.  Se  sopra  una  sfera  o  piano  iniziale  si 
fissa  una  linea  arbitraria  L,  quelle  traiettorie  ortogonali  che  escono  dai 
punti  di  L  formano  una  superficie  ^  la  quale  viene  intersecata  da 
tutte  le  sfere  (piani)  del  sistema  ortogonalmente  e  quindi  lungo  linee 
di  curvatura.  Dunque:  Ogni  sistema  oo^  di  sfere  o  piani  appoHiene  ad 
infiniti  sistemi  tripli  ortogonali.^ 

Per  ottenerne  uno  basta  tracciare  ad  arbitrio  sopra  una  sfera  ini- 
ziale (piano)  due  sistemi  di  curve  ortogonali  L,  \J\  le  corrispondenti 
superficie  £,  £'  completano  il  sistema  triplo  ortogonale.  Al  Gap.  I  (§§. 
22,  23)  abbiamo  esposto  i  risultati  di  Darboux  relativi  alle  famiglie  di 
sfere  ed  alle  loro  traiettorie  ortogonali  e  dimostrato  che  queste  famiglie, 
insieme  colle  loro  traiettorie  ortogonali,  si  hanno  con  sole  quadrature. 
Così  tutti  i  sistemi  tripli  ortogonali  in  discorso  si  hanno  con  quadrature. 

Ricordiamo  poi  (I,  pag.  46)  che  se  sopra  due  sfere  qualunque  della 
famiglia  si  riguardano  come  corrispondenti  i  punti  d'incontro  con  una 
medesima  traiettoria  ortogonale,  la  rappresentazione  dell'una  sfera  sul- 
l'altra conserva  gli  angoli  (ed  i  circoli).  Si  vede  facilmente  che  tale 
proprietà  è  caratteristica  per  le  famiglie  di  sfere  (o  piani)  e  le  loro 
traiettorie  ortogonali,  cioè:  Se  sopra  le  superficie  di  un  sistema  oo^  le 
traiettorie  ortogonali  segnano  una  corrispondenza  conforme,  le  superficie 
sono  sfere  o  piani. 

Supposto  infatti  di  avere  una  tale  famiglia  di  superficie  (£),  se 
sopra  una  di  esse  S  tracciamo  un  doppio  sistema  ortogonale  qualunque 
di  linee  (L,  L'),  le  superficie  luogo  delle  traiettorie  ortogonali  deUe 
(I)  uscenti  dai  punti  di  una  L  o  di  una  V  completeranno  con  (S)  un 
sistema  triplo  ortogonale.  Pel  teorema  di  Dupin  le  linee  L,  V  sono 
dunque  linee  di  curvatura  di  :^  e  questa  superficie,  avendo  le  linee  di 
curvatura  indeterminate,  è  per  conseguenza  una  sfera. 

Consideriamo  il  caso  particolare  in  cui  la  famiglia  di  Lamé  si  riduce 
ad  un  fascio  di  piani.  In  tal  caso,  tracciato  sopra  uno  dei  piani  un 
sistema  doppio  ortogonale  arbitrario  di  curve  (L,LO,  il  sistema  triplo 
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si  comporrà  l""  dei  piani  del  fascio,  2^»  dei  due  sistemi  di  superficie  di 
,  rotazione  aventi  per  asse  Tasse  del  fascio  e  per  curve  meridiane  le 
L,  V.  Ricerchiamo  se  è  questo  il  più  generale  sistema  triplo  ortogonale 
contenente  una  famiglia  di  superficie  di  rotazione.  Supponiamo  per  ciò 
che  nel  sistema  triplo  definito  da 

&«  =  Hi  dwf  +  HJdwi  +  HI  duj 

le  superficie  tfi  ==  costante  siano  di  rotazione  e  siano  le  curve  (us)  i  loro 
meridiani.  Poiché  queste  sono  geodetiche,  sarà 

onde  dalla  prima  delle  equazioni  (A)  di  Lamé  segue 

*   vHf  -  •.    vili  ^ 

a)  ^  =  0      ovvero    h)  ^  =»  0  . 

Nel  primo  caso  a)  avendosi 

aHx       ^  3H.       _ 

segue  dalle  (7)  pag.  482. 

—  =  0        —  c=  0  : 

dunque  le  superficie  ti3  =  costante  sono  piani,  cioè  i  piani  delle  curve 
meridiane  delle  superficie  Us  =  costante,  e  le  superficie  di  rotazione 
Ut  =  costante  hanno  il  medesimo  asse.  Si  ha  quindi  necessariamente  un 
sistema  della  specie  sopra  considerata,  ove  anche  le  superficie  Ui  =  costante 
sono  di  rotazione  attorno  al  medesimo  asse. 

Notiamo  poi  che  Hi ,  Hs  sono  indipendenti  da  Us,  e  dovendo  essere 

9H3 


1         1    dH, 

r»       H,  H,  3t4,     ' 

1           1 
r»       Hi  Ht 

indipendenti  da  «,,  ne  segue 

3'logH,_ 
cioè 

a*iogH,_. 

H.=  U,/-(ui,«,)  . 
«  (BAngiando  il  parametro  «t  si  può  rendere  anche  Hs  indipendente  da  «3. 
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Viceversa  se  in 

(fa'  =  H!  dwj  +  HI  rft4  +  HI  dui  , 

Hi,  H2,  H3  sono  funzioni  solo  di  t^i,  t<s  si  ha  il  caso  considerato. 
Nel  secondo 'caso  b),  essendo 

si  può  fare  senz'altro  Hi  ai.  Essendo  così 

e  quindi  per  le  (13)  pag.  484  —  =  0,  le  linee  (ui)  sono  rette  e  le  super- 
Pi 

ficie  tti  sono  parallele.  Inoltre  le  superficie  tis  =  costante  di  rotazione 
sono  sviluppabili,  quindi  o  cilindri  retti  o  coni  circolari  retti.  Nel  primo 
caso  le  Ui  =  costante  sono  piani  paralleli,  nel  secondo  superficie  parallele 
a  linee  di  curvatura  circolari.  Viceversa  si  vede  subito  che  qualunque 
sistema  oo*  di  cilindri  circolari  retti  a  generatrici  parallele,  o  di  coni 
circolari  retti  i  cui  assi  siano  le  tangenti  della  curva  luogo  dei  vertici 
danno  una  famiglia  di  Lamé  composta  di  superficie  di  rotazione. 

§.  416. 
La  trasformazione  di  Ctombeaeore  applicata  ai  sistemi  ciclici. 

Una  classe  notevole  di  sistemi  tripli  ortogonali  è  quella  dei  sistemi 
ciclici  di  Ribaucour,  al  cui  studio  abbiamo  dedicato  il  Gap.  XVIII.  Il 
teorema  di  Ribaucour,  dimostrato  al  §.  411,  permette  di  far  derivare  da 
ogni  sistema  triplo  ortogonale  noto  infiniti  sistemi  ciclid. 

Ora  andiamo  ad  applicare  ai  sistemi  ciclici  la  trasformazione  di  Gom- 
bescure  il  che  conduce,  come  dimostreremo,  alle  più  generali  famiglie  di 
Lamé  con  traiettorie  ortogonali  piane. 

È  chiaro  intanto  che  in  ogni  sistema  triplo  ortogonale,  derivato  per 
trasformazione  di  Combescure  da  un  sistema  ciclico,  le  curve  che  cor- 
rispondono ai  circoli  sono  piane  e  per  ciò:  Nei  sistemi  tripli  artagoncUi 
derivati  per  trasformcmone  di  Combescure  dai  sistemi  ciclici  le  traiettorie 
ortogonali  delle  superficie  di  uno  dei  tre  sistemi  sono  curve  piane. 

Inversamente  dimostriamo  che  ogni  sistema  triplo  ortogonale  (ui,  u^,  %), 
nel  quale  le  curve  coordinate  di  una  stessa  famiglia,  p.  e.  le  (u^),  sono 

8t 
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piane  derivano  per  trasformazione  di  Combescure  da  un  sistema  ciclico. 
Consideriamo  infatti  una  superficie  S3  del  sistema  ih  ed  il  sistema  ciclico 
osculatore  lungo  di  essa  secondo  il  §.411.  Le  superficie  a  linee  di  cur- 
vatura circolari  del  sistema  ciclico  hanno  le  stesse  imiihgini  delle  linee 
di  curvatura  delle  superfìcie  Ui  =  costante,  Ut  =  costante  del  sistema  pri- 
mitivo, onde  risulta  che  fra  i  due  sistemi  tripli  ortogonali  viene  a  sta- 
bilirsi precisamente  la  trasformazione  di  Combescure  ;  dunque  :  Se  in  un 
sistema  triplo  ortogonale  (tii,  «^ ,  ih)  l^  curve  (u^)  sono  piane,  i  sistemi  ciclici 
osculatori  lungo  le  superficie  th  =  costante  derivano  dal  primitivo  per  tra- 
sfomm0ione  di  Combescure. 

Per  trovare  tutti  i  sistemi  (ui.Ut.Us)  in  discòrso  basterà  dunque 
cercare  quelli  che  hanno  un  sistema  ciclico  assegnato  per  sistema  oscu- 
latore. Quest'ultimo  problema  si  risolve,  come  dimostreremo,  con  sole 
quadrature. 

Conviene  per  ciò  che  richiamiamo  le  formolo  del  Cap.  XVIII  relative 
ai  sistemi  ciclici,  in  particolare  quelle  del  §.  279  (pag.  168),  ove  abbiamo 
determinata  la  forma  dell'elemento  lineare  dello  spazio,  riferito  ad  un 
tale  sistema  ciclico  (u,  v,  w).  Si  è  trovata  la  formola,  ivi  segnata  (36): 

(27)  &»  =  Af  du«  +  *ì  (ft;*  +  Ai  du^ , 
avendo  Ai,  Ai,  As  i  valori  seguenti: 

I  hi  =  2  cos  ^ 

\     ■ 

(28)  )  A,  =  2  sen  J 


"9P      /^t    ^        /^  I  2\     ,     2C08  3    (12) 
3t;  '  ^  2       \        2r       1  —  coso(  1  j  "^^ 


,  A3  =  p8encg-. 

Ricordiamo  che  in  queste  formolo  le  funzioni 

E,  G,  Q,  0,  p 

sono  funzioni  solo  di  u,  t;  col  significato  seguente.  Le  tre  prime  figurano 
nella  formola 

&'•  =  E  dw«  +  2  cos  Q  Ve  G  du  dv  +  Grft;», 

che  dà  Telemento  lineare  sferico,  riferito  alle  immagini  (u,  v)  delle  svi- 
luppabili della  congruenza  formata  dagli  assi  dei  circoli.  L'angolo  o  è 
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definito  dalla  forinola 
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(a) 


008* 


(i)f.r.v-'(i)ii'.i=n\ii" 


e  soddisfa  alle  equazioni 

^v     3  coso       ..  ,.(12 

(6)      -3^  =  2(cosa-l)! 


3  coso       _  ,         ,  ,.  (12 
^jP  =  2(0080+1)! 


che  è  bene  scrìvere  anche  sotto  la  forma 

3  log  sen  o 


.      3  log  sen  o_    2  coso    (12 
^^^  3tt       ""l+cosoU 


de; 


2 coso    (12 
coso — 1    1 


dove      L  II  sono  calcolati  per  Telemento  lineare  sferico.  La  funzione 
P  (m,  t;)  è  poi  una  soluzione  (qualunque)  deirequazione  di  Laplace 


<->^+r/iM'.ii+[i.r.i+^.r.v-''VE-. 


p  =  0  . 


In  fine  la  funzione  t  (m,  v,  w)  è  la  soluzione  generale  dell'equazione 
a  differenziali  totali,  illimitatamente  integrabile: 


(30)   dt  = 


VEtg2C08(*+2)  +  23-+y^|i|BenQ 


_[,àcot|eos(.-|)  +  i|,^y|i^^^|sen«]... 

Questa  soluzione  generale  t  contiene  una  costante  arbitraria,  indicata 
con  Wy  la  quale  figura  come  terza  variabile  soltanto  in  t. 

§.  417. 
Riduzione  al  caso  dei  sistemi  ciclici  derivati. 


Ricordate  le  formolo  superiori,  costruiamo  per  il  sistema  ciclico  le 
quantità 
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del  §.414;  troviamo: 

P„  =  N/G8eii(/-|)-cotij\2|,    fe  =  co8|^. 


(31) 


Ps. 


a 
cos^ 


pM  =  —  \/E  sen  U  +  2  )  —  tg 

_VGC08(.-f) 


a  (12 

2     2 


0  3^ 


sen 


2  aw  • 


Osserviamo  che  questi  valori  delle  ^  sono  affatto  indipendenti  dalla 
soluzione  scelta  p  della  equazione  (29),  onde  segue  il  teorema; 

TuUi  i  sistemi  odici  che  hanno  a  comune  V  immergine  sferica  ddU 
sviluppabili  deUe  congruenze  degli  assi  dei  circoli  derivano  Vuno  dalTaUro 
per  trasformazione  di  Combescure. 

Questo  risultato  deriva  anche  subito  dalle  formolo  del  citato  §.  279, 
in  particolare  dalle  (34*)  pag.  168. 

Ora  per  applicare,  nel  modo  più  generale,  al  nostro  sistema  ciclico 
la  trasformazione  di  Combescure  dobbiamo  determinare  i  coefficienti 
Hi,  Ht,  Ha  del  sistema  trasformato,  definito  dalla  formola 

ds"  =  Hi  du'  +  HI  dt;«  +  H|  dw* , 

mediante  le  formolo  (26)  del  §.414  che  servono  a  trovare  Hs.  Se  mu- 
tiamo in  queste  la  funzione  incognita  Ha,  ponendo 

dt 


H3  =  R  sen  0 


dw  ' 


essendo  R  (w,  v,  w)  la  nuova  funzione  incognita,  troviamo  per  determinare 
R  le  tre  equazioni  simultanee: 

a*R         \.r^,     0        /,   ,   Q\       2  coso    (12) 

Ì'  +  2Ì-r 


(32) 


dw  dtD 

dv  dw 


VEtg-senl 


—  V  G  eot  -  sen 


('-fW 


+  coso|  2 
2  cosa 


dw 


12 
coso  f  1 


dR 
dto 


^     (12iaR     (12 
3m3»"'"|1    a«"^  2 


i.r.Kr2i+-«vÈ«iR=.. 


FAMIGLIE   DI   LAMÉ   CON  TRAIETTORIE   ORTOGONALI  PIANE  501 

Ma  le  prime  due,  in  forza  delle  {e)  e  della  (30),  si  scriyono 


onde  integrando  risulta 


3R  W 


dio  dt 

seno  ;r- 

dw 


dove  W  è  una  funzione  arbitraria  di  w.  Una  nuova  integrazione  rapporto 
h  u?  dk 

(33)  ^  =  sl5^  /    ";^  +  *(^'^)' 

^m      dw 

dove  too  è  un  valore  fisso  Ai  w  e  ^  (u,  v)  indica  una  funzione  di  u,  v 
soltanto.  Questa  resterà  da  determinarsi  in  guisa  che  il  valore  (33)  di  R 
soddisfi  anche  la  terza  delle  (32).  Ora  si  verifica  subito  che  la  funzione 


dt 

sen  0  V- 
dw 


soddisfa  a  quest'equazione;  e  poiché  i  coefficienti  di  quest'equazione  lineare 
omogenea  non  contengono  w,  vi  soddisferà  pure 


div 

Dunque  :  si  soddisferà  nel  modo  più  generale  a  tutte  le  condizioni  (32), 
assumendo  nella  (7)  per.  t|)  (u,  v)  una  soluzione  arbitraria  deU'equajnone  di 
Laplace  (29),  da  cui  dipende  la  ricerca  détte  congruenze  (cicliche) ^  aventi 
per  immagini  delle  smluppabUi  le  linee  sferiche  (u,  v). 

Vediamo  adunque  che  basta  conoscere  tutti  i  sistemi  ciclici  derivati 
dal  sistema  ciclico  dato  per  trasformazione  di  Gombescure  per  trovare 
con  quadrature  i  sistemi  derivati  più  generali. 
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§.  418. 
Determinazione  dei  nnovi  sistemi  tripli  dai  loro  elementi  caratteristici. 

Colle  formolo  ottenute  nei  §§.  precedenti,  siamo  in  grado  dì  stabilire 
il  seguente  teorema,  che  precisa  il  grado  di  arbitrarietà  delle  famiglie 
di  Lamé  con  traiettorie  ortogonali  piane: 

Ver  determinare  un  sistema  triplo  artoganaiej  in  cui  le  traiettorie  arto- 
gonaii  ddle  superficie  di  uno  dei  si^emi  (I)  si<ino  cwrve  piane  G,  si  possono 
da/re  ad  arbìtrio  i  seguenti  dementi:  1.*"  una  superficie  £o  del  sistema  I, 
2.®  una  curva  Co  fra  le  C,  S.""  U  sistema  cidico  osculatore  lungo  Io-  Questi 
dementi  individuano  il  sistema,  che  si  otterrà  con  sole  quadrature,  se  le 
linee  di  curvatura  di  So  sono  note. 

Che  il  sistema  triplo  cercato,  supposto  esistente,  sia  unico  risulta  già 
dai  teoremi  dati  al  §.  327  (Vedi  teorema  (A')  pag.  283).  Ma  l'unicità, 
insieme  alla  effettiva  esistenza,  risulta  nuovamente  dall'analisi  seguente. 
Il  sistema  ciclico  osculatore  sia  quello  a  cui  si  riferiscono  le  formole 
del  §.  416.  Pel  sistema  da  costruirsi  avrà  Hs  il  valore 

H3  =  Rsenor--  , 

essendo  R  dato  dalla  (7).  Ne  deduciamo 

_J,aH,        ^laHs 

e  quindi  per  le  (30)  (31): 

3B.        /:è^^     0        A,a\o.     2coso|12ì„ 

f  4-v/Gcot|8en(^-|)R--?^PJR 
dv        "  2         \      2/         1-cosa  I  1  ) 


Hi  =  2  cos  - 


(34)  (  H,  =  2sen| 


Ha  =  R  sen  o 


dt_ 


Per  le  curvature  principali 


fa       Hs  '  rt8       Hs 
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troviamo 


1          1 

1              1 

*■«•      2Rcosf' 

'^«~2RsenJ 

e  quindi  per  le  quantità  ps,  ws,  =-  del  §.  409: 

P3  =  R  sen  0 ,  <«>8  =  I  ,  ^  =  0 . 

Ora  per  il  sistema  ciclico  osculatore  valgono  le  medesime  formolo 
cangiatovi  R  in  p  ;  e  poiché  per  w  =  Wo  debbono  risultare  per  ipotesi 
formolo  identiche  nei  due  casi,  mentre  dalla  (33)  si  ha 

(R  sen  a)«^^  =  (fr  sen  0 , 

vediamo  che  si  dovrà  prendere  necessariamente  '{»  =  p.  E  viceversa  pren- 
dendo 

(35)  I^=cT;r::/     -or-+P  ("'*') 


seno  1       _^ 


con  W  funzione  arbitraria  di  u?y  il  sistema  triplo  ortogonale  corrispon- 
dente avrà  per  sistema  ciclico  osculatore  (come  si  vede  dalle  (34))  il 
sistema  ciclico  dato,  dal  quale  deriva  per  trasformazione  di  Gombescure. 
Basta  ora  osservare  che  la  presenza  della  funzione  arbitraria  W  nella  (35) 
permette  di  dare  ad  una  delle  curve  coordinate  piane  (w)  la  forma  pre- 
stabilita Co  perchè  ne  risulti  dimostrato  il  nostro  teorema. 

Faremo  un'ultima  osservazione  sui  sistemi  tripli  ortogonali  che  at- 
tualmente consideriamo.  L' angolo  -  misura,  secondo  le  formolo  superiori, 

z 

r inclinazione  dei  piani  delle  curve  C  sulle  superficie  m  =  costante;  doman- 
diamo se  fra  i  sistemi  tripli  considerati  ve  ne  sono  di  quelli  pei  quali  g 
è  costante.  Essendo  allora  per  le  (6) 

12)      ^     (12i      ^ 

le  linee  (u,  v)  sono  le  immagini  delle  assintotiche  di  una  superficie  pseu- 
dosferìca  d'elemento  lineare  sferico  rappresentativo 

(fe'»  =  dvf+2  cos  Qdudvi-  dv\ 
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doveQ  è  una  soluzione  dell'equazione 

L'equazione  (29)  per  p  diventa  allora  T equazione  per  le  deforma- 
zioni infinitesime  delle  superficie  pseudosferiche: 

||^  +  PC08Q=-0. 

La  ricerca  di  questi  speciali  sistemi  tripli  dipende  cosi  dal  problema 
delle  deformazioni  infinitesime  delle  superficie  pseudosferìche. 

§.  419. 
n  sistema  triplo  ortogonale  delle  qoadriche  a  centro  confocali. 

Il  resto  del  presente  Capitolo  sarà  dedicato  allo  studio  di  ano  dei 
più  semplici  ed  importanti  sistemi  tripli  ortogonali,  del  sistema  delle 
quadriche  a  centro  confocali,  che  dà  luogo  alle  coordinate  ellittiche,  intro- 
dotte neir  analisi  da  Lamé. 

Consideriamo  il  sistema  di  quadriche  a  centro  confocali  definito  dal- 
l'equazione 

dove  p  è  un  parametro  variabile,  e  le  costanti  a,  &,  e  sono  tali  che 

a»>6«>c«. 

La  superficie  (36)  è  reale  soltanto  quando  p  giace  fra  +  qo  e  —  e^, 
e  più  precisamente  essa  è 

un  ellissoide quando +oo>.p>>-c* 

un  iperboloide  ad  una  falda      „        -(?•>?>• -6* 
un  iperboloide  a  due  falde.      „        -ft^^p^— a*. 

Per  p  =s  -f-  ^  si  ha  una  sfera  di  raggio  infinito;  variando  p  da  4*^ 
a  —e',  la  superficie  rimane  sempre  un  ellissoide,  il  cui  asse  minore  vc*+f> 
va  sempre  e  continuamente  diminuendo,  l' ellissoide  riducendosi  al  limite 
per  p  = —  e*  alla  porzione  di  piano  x  y  (contata  due  volte)  intema  al- 
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l'ellisse  focale 


+ 


Appena  è  p  <C — c\  la  superficie  è  un  iperboloide  ad  una  falda;  e  se  si 
poneXs  -c'-s  con  s  positivo,  poi  si  fa  tenderei  a  zero,  si  riconosce 
che  per  esO  T iperboloide  si  riduce  alla  porzione  di  piano  ^  y  estema 
air  ellisse  focale;  questa  ellisse  forma  adunque  il  passaggio  dalla  serie 
degli  ellissoidi  a  quella  degli  iperboloidi  ad  una  falda. 

Medesimamente  si  vedrà  che  il  passaggio  da  questa  serie  di  iperbo- 
loidi a  quella  degli  iperboloidi  a  due  falde  avviene  attraversando  Tiper- 
boia  focale 


a^—bt    jt...^ 


Per  ogni  punto  (£,  t],  C)  dello  spazio  passano  tre  superficie  del  sistema 
(36),  corrispondenti  ai  tre  valori  di  p  radici  delF  equazione  di  S.""  grado 

/•(r>)=(a'+r>)  (6M'P)  (o*  +  p)--(6' +  r>)  C^'+rì  £*-(^'+r>)  (a'+^^^ 

-(a«  +  p)(6«  +  p)C'  =  0, 
e  poiché 

f(+  «)>0,  /•(-c'XO,  f{-V)>0,  /(-a«)<0, 

r  equazione  avrà  le  tre  radici  reali  pi,  pt,  ps  giacenti  rispettivamente  negli 
intervalli 

+  oo>p,>-c«,    — c»>p,>^6«,    _i«>p,>-a« 
e  le  tre  superficie  corrispondenti  del  sistema  (36): 


a*  +  Pi       6*  +  pi       e'  H-  Pi 

^^    «•  +   P3  ^  y  +  P3  ^  (^   +   P»  ' 

che  passano  per  (S,  t),  Q,  saranno  rispettivamente  un  ellissoide,  un  iper- 
boloide ad  una  falda  ed  un  iperboloide  a  due  falde. 

Possiamo  definire  la  posizione  di  un  punto  P  ^  {x,  y,  e)  dello  spazio 
per  mezzo  dei  parametri  pi,  p«,  p3  delle  tre  quadriche  del  sistema  (9)  che 
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vi  passano;  in  tal  caso  pi,  ps,  p3  diconsi  le  coordinate  dliUiche  del  punto  P. 
Esse  sono  legate  alle  coordinate  cartesiane  x,  y,  »  del  medesimo  punto 
dalle  relazioni  (37). 

§.  420. 

Ooordinate  ellittiche. 

Per  calcolare  1^  elemento  lineare  dello  spazio  in  coordinate  ellitti- 
che Pi,  p2,  p3,  osserviamo  (^)  che,  essendo  pi,  pt,  ps  le  radici  dell'equazione 
di  3.®  grado  in  p 

-^+-^+-^-1=0 

a*+p;+^y+p^c«+p 

si  avrà  identicamente,  qualunque  sia  p: 

^^^^  a«+p  ^  y+p  ^  <?+p         -  (a«+p)  (6'+p)  (?+p)  • 

Moltiplicando  da  ambo  le  parti  per 

(a*  +  p)  (6*  +  p)  (c'  +  p), 

indi  facendo  successivamente 

P  =  — a*,    p  =  — 6«  ,    p  =  — e*, 
otteniamo: 

,.ax      ^_(a'+Pi)(a'+P«)(a'+P3)       .^    (y+Pi)  (^Hp«)  C^+Ps) 
^^y;      ar—       ^^,  _  jt)  (^.  _  ^)        »  ir  —        ^j._^^  ^j,_^^         . 

._(g*+Pi)(c'+P«)((^+P») 

formolo  che  danno  le  coordinate  cartesiane,  espresse  per  le  coordinate 
ellittiche. 

Da  queste  formolo,  derivate  logaritmicamente  rispetto  a  pi,  p»,  p,,  se- 
guono le  altre 

(Ac\\      ^_1     ?__     3y  _1     y         da  _l      jg  •_!   o  Q 

^^""^      ap,-2  a'+p,  '  3p,-26^+^  '  3^-2  ^+77^®^  *-  ^'  ^'  ^ 

e  dalle  (37),  sottraendolo  due  a  due  e  osservando  le  (40): 

apiap,"  '  ^3p,aS~    '  ^aSapi"    ' 

i  segni  sommatorii  riferendosi  ad  una  permutazione  di  x,  y,  a.  Segue  già 
di  qui: 


(^)  Vedi  KiBOHOFF.  —  Mechanik  17.«  Yorlesung. 
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Il  sistema  (36)  di  quadriche  a  centro  confocali  è  un  sistema  triplo 
ortogonale. 

Ora,  derìyando  la  (38)  rispetto  a  p,  e  ponendo  poi  successivamente 
p  "=  pi,  P«,  p«  si  ottiene  per  le  (40) 

ao*ì^/— ì*=i      (pi"Pt)(pi-p»)        vi/9^\'_^       (P»-P8)(pt"pi) 
^  "  ^^3pJ      4  (a'+pO  (6«+p0  (c«+pO  '  ^ W      4  (aVp,)  (6«+P.)(c*+p«)  ' 

\'/^V=l  (P3-Pl)(p3-P«) 

^\3rJ     4(«'+P8)(y+Ps)(c*+P,)' 

e  quindi:  per  V demento  lineare  dello  spazio  in  coordinai  ellittiche  pi,  p^,  ps 

(AU      /ic«—  il      (Pi-Pt)(pi-P3)       , .  ,        (P>--P8)(pt-Pi)       , . . 
^  ^      ^  -  4|  (a^+p.)  (6«+p0  (c^+pO  ^'^^  +  (a«+p,)  (6«+p.)  (c'+p.)  *'+ 

I  (pS'-pl)(P3-pg)  ,, 

"^(a*+P3)(6*+P3)(o'+p.)'^ 

Di  qui  vediamo  che  nel  presente  sistema  triplo  ortogonale  le  linee 
di  curvatura  di  ciascuna  superficie  di  uno  dei  tre  sistemi  formano  un 
sistema  isotermo.  Esiste  però  un  sistema  triplo  ortogonale  più  generale, 
scoperto  da  Darboux  (^),  al  quale  appartiene  la  medesima  proprietà.  Le 
superficie  di  questo  sistema  sono  ancora  algebriche  ma  del  4.<>  ordine. 

§.  421. 
Oorrispondenza  delle  assintotiche. 

Consideriamo  le  quadriche  confocali  di  una  qualunque  delle  tre  famiglie 
e  le  loro  traiettorie  ortogonali.  Sopra  due  qualunque  di  queste  quadriche 
riguardiamo  come  punti  corrispondenti  quelli  ove  sono  incontrate  dalla 
medesima  traiettoria  ortogonale.  Diciamo  che  sussiste  il  teorema  :  Sopra 
due  quadriche  della  medesima  famiglia  si  corrispondono  i  sistemi  conwr 
goH  (le  linee  assintotiche). 

Per  dimostrarlo  basta  osservare  che  la  detta  corrispondenza  per  due 
quadriche  della  stessa  famiglia  è  una  projeUimtà  (affinità),  come  risulta 
subito  dalle  formolo  (39).  In  altro  modo  lo  proviamo,  p.  e.  per  la  fami- 
glia ps  =  costante,  così.  Per  i  raggi  principali  di  curvatura  delle  corrispon- 
denti superficie  abbiamo 

rax       HtHi  aps     '       r„       H3H,  dpz 


(M  Annales  etc.  t.  Ili,  1886. 
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e  quindi  pei  coefficienti  D,  D",  D"  della  seconda  forma  fondamentale  della 
superficie  stessa 

jv  ___  Hi=___L_  ?15  D' __  A  iy'==— — = ^  ^^ 

^31         2H3  3p8     *  rat         2H3  3ps 

Ma,  per  la  (41),  H\,  H|  sono  funzioni  lineari  intere  di  rs  e  per  ciò 
il  rapporto  jy,  è  indipendente  da  pz,  ciò  che  dimostra  il  teorema. 

Si  può  trarre  di  qui  una  notevole  conseguenza  che  riguarda  la  fa- 
miglia degli  iperboloidi  ad  una  falda.  Sopra  due  tali  iperboloidi  si  corri- 
spondono le  generatrici  rettilinee  (assintotiche).  Quelle  traiettorie  orto- 
gonali degli  iperboloidi  che  escono  dai  punti  di  una  generatrice  segano 
tutte  gli  altri  iperboloidi  lungo  generatrici  e  per  ciò  tratti  corrispondenti 
di  due  generatrici  hanno  eguale  lunghezza.  Dunque:  U  doppio  reticolo 
formato  dai  due  sistemi  di  generatrici  rettilinee  di  una  quoArica  si  può 
trasportare  senaa  aUercmone  delle  lunghezze  nd  doppio  reticolo  omòlogo  di 
una  qualunque  ddle  quadriche  confocali. 

La  proprietà  della  corrispondenza  dei  sistemi  coniugati  delle  quadriche 
di  una  famiglia  confocale,  proprietà  che  ritroveremo  nel  Capitolo  seguente 
per  le  famigUe  di  Lamé  costituite  da  superficie  a  curvatura  costante, 
basta  già  ad  assicurare  che  la  famiglia  è  di  Lamé.  Diciamo  cioè  che 
sussiste  il  teorema: 

Se  le  traiettorie  ortogonaii  di  una  famiglia  00^  di  superficie  segnano 
Sfitte  superficie  stesse  una  corrisponderla  che  conserva  i  sistemi  coniugati, 
queste  superficie  costituiscono  una  famiglia  di  Lamé,  cioè  appartengono  ad 
un  sistema  triplo  ortogonale. 

Ed  infatti  supponiamo  che  Telemento  lineare  dello  spazio,  riferito  alle 
superficie  della  famiglia  come  a  superficie  coordinate  u^,  ed  alle  loro 
traiettorie  ortogonali  come  a  curve  {u^,  abbia  la  forma 

cfe*  =  aii  dtij  +•  2  «Il  dui  da,  +  a»  dt4  +  Oss  <ÌW8  • 
Pei  coefficienti  flu,  Qi„  Q»  della  seconda  forma  fondamentale  delle 
superficie  (U3)  abbiamo  (I,  pag.  380) 

ed  in  particolare 

2V««s  ^ 
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Ora  sopra  una  superficie  iniziale,  p.  e.  la  tis  ==  0,  prendiamo  a  linee 
coordinate  (tii),  (tis)  quelle  di  curvatura  ed  avremo 

Oit  =  0    ,      tìi,  =»  0      per    ws  =  0  • 

Per  la  supposta  corrispondenza  dei  sistemi  coniugati  sarà  quindi  fiu  =  0 
per  tutti  i  valori  di  «ii ,  Ks  ,  ti,  e  dalla  (a) 

E  poiché  aii  deve  annullarsi  per  th^O,  sarà  identicamente  au  =  0,  ciò 
che  dimostra  il  teorema. 

Si  osserverà  che  nella  dimostrazione  del  teorema  superiore  non  entra 
r ipotesi  che  lo  spazio  sia  euclideo;  esso  vale  per  uno  spazio  curvo 
qualunque  a  tre  dimensioni. 

§.  422. 
Teorema  di  Ghasles. 

Il  sistema  isotermo  delle  linee  di  curvatura  di  una  quadrica  gode 
altresì  della  proprietà  di  essere  costituito  da  ellissi  e  da  iperbole  geode- 
tiche, come  risulta  dalla  forma  (41)  deirelemento  lineare.  Le  quadriche 
appartengono  cioè  alla  classe  di  superficie  di  Liouville,  sull&  quali  le 
linee  geodetiche  si  hanno  con  quadrature.  E  qui  appunto  vogliamo  stu- 
diare le  proprietà  delle  geodetiche  sulle  quadriche  a  centro,  e  in  par- 
ticolare sull'ellissoide. 

Ma  anziché  riferirci  alle  proprietà  generali  delle  superficie  di  Liouville, 
procederemo  in  un  modo  geometrico  diretto,  che  utilizza  le  proprietà 
delle  quadriche  confocali,  e  confronteremo  poi  i  risultati  così  ottenuti  con 
quelli  che  seguono  dalle  formolo  generali  del  §.  94  (I,  pag.  205).  (^) 

Il  teorema  fondamentale,  dovuto  a  Ghasles,  che  conduce  geometri- 
camente alla  determinazione  delle  linee  geodetiche,  é  il  seguente: 

Se  si  considerano  due  quadriche  omofocali,  la  congruenza  di  raggi 
formata  daUe  loro  tangenti  comuni  è  una  congruenza  normale. 

Siano  infatti  f/,  f  i  valori  del  parametro  p  nella  (36)  per  le  due 
quadriche  confocali  che  si  considerano  e  siano  od,  y\  s/  ;  af\  t/',  si'  le 
coordinate  dei  due  punti  di  contatto  di  un  raggio  della  congruenza  colle 


(*)  Cf.  Darboux,  T.  II,  pag.  296. 
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rispettive  quadriche  (pO,  (p")  avremo 

(42) 

Le  normali  alle  due  quadriche  (p'),  (p")  nei  punti  (af,  y',  if) ,  (a^,  y^,  O 
avendo  per  le  (40)  i  coseni  di  direzione  rispettìvamente  proporzionali  a 

a^  ì/  if 


a»+p'  '  6»+p'  '  c*+p' 
a/*  \f  if 

ne  risulta  per  ipotesi 

a»+p'     "^"      6'+p'     "^      c«+p'     -" 

aM-p"     "^     i'+p"     "*■     c*+p"     ~     ' 
ossis  per  le  (42) 

o»+p'-«-6»+p'  +  c'+p'-' 

Queste  ultime  sottratte  danno 

(a«+p')(a«-hp")  "^"  (S'+pO  (ft'+p")  "^  (c'+pO  (c'+p'O  ' 

onde  segue  che  le  due  normali  considerate  sono  perpendicolari  fra  loro, 
e  però  il  teorema  enunciato  risulta  dimostrato. 

Ciò  premesso,  le  linee  inviluppate  sulla  prima  superficie  focale  (pO 
dai  raggi  della  congruenza  daranno  un  sistema  od'  di  geodetiche  su 
questa  quadrica  e  se,  tenendo  fissa  la  quadrica  (pO,  facciamo  variare 
l'altra  (p"),  otterremo  tutte  le  linee  geodetiche  della  prima. 
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§.  423. 
Le  Buperficìe  evolventi  di  laouville. 

Lìouville  ha  dato  il  modo  di  formare  effettivamente,  nelle  coordinate 
ellittiche  pi,  p«,  pa,  Tequazione  del  sistema  di  superficie  parallele  1,  le 
cui  normali  sono  i  raggi  della  congruenza  sopra  considerata,  che  ha  per 
superficie  focali  le  quadriche  (p'),  (p")  ^^^ 

Per  stabilire  il  risultato  di  Liouville  ricordiamo  che  se  la  funzione 

e  {x,  y.  b) 
soddisfa  airequazione 

le  superficie 

0  {x,  y,  e)  =  costante 

costituiranno  un  sistema  di  superficie  parallele.  Ora  T  equazione 

Aie=  1 

in  coordinate  curvilinee  pi,  ps,  ps,  che  diano  air  elemento  lineare  dello 
spazio  ds  la  forma  ortogonale 

efe«  =  H?dpf  +  Hìdf4  +  H|dpÌ, 
prende  la  forma 


1 


<*^)  Hi  (apj  +  m  (apj  +  HI  (3  J  - 

Introduciamo  le  coordinate  ellittiche,  ponendo  per  abbreviare 

(44)  /•(p)  =  4(a*4-p)  (6'+p)(^+p) 

(45)  y  (p)  =  (p— Pi)  (p— p,)  (p— ps)  ; 
la,  formola  (41)  si  scriverà 

e  la  (43)  diventerà 


(^)  Queste  due  quadriche  confocali  sono  adunque  le  due  falde  dell*  evoluta 
deUe  superficie  £. 
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A  questa  si  soddisfa  ponendo 

dove  a,  ^  sono  costanti  arbitrarie,  giacché  si  ha  identicamente 

VI  (p«— «)  (p<— P)  _  , 

come  risulta  dalle  note  fonnole  di  decomposizione  della  frazione 

(p-«)  (P-P) 

(P-Pi)  (P-P«)  (P— Pi) 
in  frazioni  semplici. 

L' equazione 

®  (pi,  Pi,  Ps)  =  costante , 

6  avendo  il  valore  dato  dalla  (47),  rappresenta  adunque  un  sistema  di 
superficie  parallele  ed  ora  andiamo  a  verificare  che  le  due  falde  della 
evoluta  di  queste  superficie  sono  appunto  le  due  superficie  coordinate, 
corrispondenti  ai  valori  a,  p  di  p. 
L'equazione 

valendo  qualunque  siano  le  costanti  a,  p,  se  la  deriviamo  rapporto  ad  a,  p 
otteniamo 


(») 


v(e,|?)=o,  v(e.f)=o. 


essendo  v  ii  simbolo  del  parametro  differenziale  misto.  D'altronde,  in 
forza  della  identità 


^  9  \Pi) 


si  ha  anche 

Le  tre  relazioni  (a),  (&)  esprimono  che  i  sistemi  di  superficie 

(48)  X-  =  costante  ,   -;rr  =  costante 

da  '    9|3 

completano  colle  superficie  parallele 

6  =  costante 
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un  sistema  triplo  ortogonale.  Dunque  le  superficie  (48)  sono  le  svilup- 
pabili formate  colle  normali  delle  superficie  0  =  costante. 

Ora  basta  osservare  che  la  prima  delle  (48)  differenziata  dà 


2V5 


P<-P       rfp,  =  0 


^)f(Pi) 
e  per  conseguenza,  facendo  pt  =  a,  ne  risulta 

dpi  =  0 , 
per  concludere  che  le  sviluppabili 

X-  =  costante 
da 

sono  tangenti  alla  superficie  del  sistema  confocale  di  parametro  a.  Simil- 
mente le  sviluppabili 

ae 

^577  =  costante 

sono,  tangenti  alla  quadrica  di  parametro  p.  Dunque  le  due  quadriche 
di  parametri  a,  ^  sono  le  due  falde  dell'  evoluta  delle  superficie 

6  =  costante. 

Possiamo  ora  facilmente  scrivere  l'equazione  delle  linee  geodetiche 
sulla  quadrica  di  parametro  a,  supponendo  per  fissare  le  idee  che  sia  p.  e. 
un  ellissoide  ^^K  Facendo  pi  =  a  nella 

—  =  costante, 

dp 

avremo  per  l'equazione  richiesta 

che  rappresenterà  sull'  ellissoide  pi  =  a  le  geodetiche  inviluppate  dalle 
tangenti  comuni  a  questo  ellissoide  e  alla  quadrica  di  parametro  p.  Perchè 
queste  geodetiche  siano  reali,  bisogna  che  p  sia  il  parametro  di  un  iper- 
boloide ad  una  0  a  due  falde,  e  facendo  nel  l.^  caso  nella  (49)  pt  =  P> 


(i)  La  determinazione  delle  linee  geodetiche  suir  ellissoide  è  stata  effettuata 
la  prima  volta  da  Jacobi  {Ordle  *8  Journal,  t.  XIX). 
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nel  2.<>  p3=p,  ne  risulta  rispettivamente  do,  =  0,  o  dfos  =  0.  Le  geodetiche 
(49),  che  si  ottengono  tenendo  fisso  p,  e  facendo  variare  la  costante  del 
secondo  membro,  sono  dunqae  tutte  tangenti  alla  linea  di  curvatura 

sull'ellissoide.  Facendo  poi  variare  nella  (49)  anche  la  costante  ^,  si 
avranno  tutte  le  geodetiche  dell'ellissoide. 

§.  424. 

Le  geodetiche  soli' ellissoide. 

Applicando  le  formolo  generali  dei  numeri  precedenti  al  caso  del- 
l' ellissoide  pi  =  0,  che  ha  per  equazione 

of        ìf        i" 

—  4-  "    4-  -  =1 

assumiamo  per  parametri  u,  v  delle  linee  di  curvatura  i  rispettivi  assi 
primarii  degli  iperboloidi  confocali  ad  una  e  due  falde,  che  tagliano 
appunto  l'ellissoide  secondo  le  linee  di  curvatura.  Poniamo  adunque 

e  facciamo  inoltre  per  brevità 

a»  — 6*  =  V    ,    a^~(?  =  1f. 
I  parametri  u,  v  varieranno  entro  i  limiti  segnati  dalle  diseguaglianze 

l'elemento  lineare  dell'ellissoide  prenderà  la  forma 

(60)  ,fe-^(...-oj^^._;;-/_^^+^^._';-/_^i^ 

che  colle  sostitozioni 


/ 


(2u  =  Ui 


si  riduce  subito  alla  forma  di  LiouTille  (§.  94),  e  T  equazione  (49)  in  ter- 
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mini  finiti  delle  geodetiche  diventerà: 

(51)  f  V^^'       —du±  f  ^^^  dv=.osi^. 
J  V{w'-C)  (m'-A*)  (ft*— ti*)       J  }J{C—v^{h'-^(Jo'—if) 

essendo  C  una  costante  arbitraria,  come  risulterebbe  altresì  dalle  formolo 
del  §.  ora  citato.  Per  l'arco  o  delle  geodetiche  (51),  contato  da  una 
traiettoria  ortogonale  fissa,  avremo  secondo  il  §.94: 

(52)  o  =  f\/ia'-u^)  (u^zi^  duT  f  \ /i<^'--')(^^)  dv  , 

il  segno  superiore  od  inferiore  valendo  in  concordanza  colla  (51).  Indi- 
cando poi  con  (p  rangole  delle  geodetiche  (51)  colle  linee  di  curvatura 
«  =  costante,  avremo  T  integrale  primo 

(53)  tt*sen»(Ii  +  i;*cos*(I)  =  C. 

Queste  formolo  (52),(53)  sono  del  resto  semplici  conseguenze  della  (51). 

L'ultima  formola  è  suscettibile  di  un'elegante  interpretazione  geome- 
trica, dovuta  a  Joachimsthal,  che  ora  andiamo  a  stabilire,  avvertendo  che 
alla  (53)  soddisfano  non  solo  le  geodetiche  ma  anche  le  linee  di  curvatura. 

Qui  osserviamo  ancora  che  le  linee  geodetiche  reali  dell'  ellissoide  si 

possono  distinguere  in  tre  specie,  a  seconda  del  valore  della  costante  G 

nella  (51).  Perchè  la  geodetica  (51)  sia  reale,  occorre  che  C  giaccia 

nell'intervallo: 

*»>C>0. 

Ora,  se  si  dà  a  C  un  valore  fisso  compreso  fra  If  e  A',  le  geodetiche 
(51)  saranno  (§.  423)  tutte  tangenti  alla  linea  di  curvatura 

questa  si  compone  di  due  parti  chiuse  diametralmente  opposte  descritte 
attorno  a  due  ombelichi  dell'ellissoide  come  un'ellisse  attorno  ai  due 
fuochi.  (Gf.  il  §.  seguente).  La  linea  geodetica  svolge  tutto  il  suo  corso 
entro  la  zona  ellissoidale  compresa  fra  queste  due  curve  chiuse,  passando 
dall'una  all'altra  e  toccandole  nel  retrocedere  sulla  zona,  sulla  quale  gira 
in  generale  infinite  volte  senza  chiudersi.  Se  la  costante  G  giace  nell'  in- 
tervallo fra  }?  e  0,  lo  stesso  accade  rispetto  alla  linea  di  curvatura 

In  fine  se  G  =  A^  si  ha  il  caso  notevole  delle  geodetiche  uscenti  da 
un  ombelico,  che  vanno  a  passare  per  l'ombelico  diametralmente  opposto. 
Giò  si  riconosce  già  osservando  che  la  quadrica  del  sistema  confocale,  a 
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cui  sono  tangenti  le  tangenti  delle  geodetiche  (51)  per  C  ==  A*,  avendo  il 
parametro  p  =  -Vy  si  riduce  air iperbola  focale,  alla  quale  si  appoggiano 
dunque  le  dette  tangenti.  La  medesima  proprietà  risulterà  anche  dalle 
discussioni  seguenti. 

§.  425. 
Teorema  di  Joachimsthal. 

Per  stabilire  il  teorema  di  Joachimsthal  sopra  accennato,  cominciamo 
dalle  osservazioni  seguenti.  In  un  punto  qualunque  {x,  y,  a)  dell'ellissoide 
conduciamo  il  piano  tangente  e  per  il  centro  il  piano  parallelo;  la  se- 
zione ellittica  prodotta  avrà  per  assi  i  diametri  paralisi  alle  direzioni 
delle  linee  di  curvatura  uscenti  da  (a;,  y,  z).  E  infatti,  indicando  con 
cos  a,  cos  p  cos  t  ;  cos  a ,  cos  ^,  cos  -{  i  coseni  di  direzione  di  questi 
diametri,  abbiamo 

^  dx      dy      da  X  y 

cos  a  :  cos  p  :  cos  Y  =  o~  *        ' *  ~^ 


3p8  '  3p3  '  9p8       a'+pa  '  V+9%  '  «*+-pt 


3y 

3p, 

d0 
■ap. 

3y  . 

,           rj            ,       dx     dy      da  x  y  b 

cosa  :  cos  p  :  cos 7  =  ^—  •    ^  •     •      ^      • 


3p,  '  d[Jt  '  dpt       a'-fpj  '  6*+ pi  '  c*+pt 
e  da  queste  segue  subito,  sottraendo  le  due  formolo  (§.  420) 


(a) 


(a«+pO(a»+p3)  +  (6*+pO(6'+P3)  +  (?+pO"F+S)  ~  ^ 
(a*+Pi)(«'+P,)  +  (6'-hPi)(y+P.)  +  (c^-f-pOCc'+Pt)  ~  ^  • 


nelle  quali  si  faccia  pi-O: 

cos  a  cos  a    ,   cos  3  COS  8'   ,   cos  Y  cos  / 

Questa  esprime  che  i  due  diametri  in  considerazione  sono  coniugati, 
e,  poiché  sono  anche  ortogonali,  coincidono  appunto  cogli  assi  della  se- 
zione centrale  ^^L 

Ciò  posto,  se  Ri ,  Rs  indicano  le  lunghezze  dei  semi-assi  paralleli 
rispettivamente  alle  tangenti  alle  linee  u  »  costante,  v  =  costante,  avremo 


1 
Ri 

= 

cos*  a 
o* 

+ 

cos*  p 
6* 

+ 

cos* 
e* 

J 

1 
RJ 

= 

cos*  a' 

+ 

eoe*  3' 
6* 

+ 

cos* 
e* 

t 

(^)  Ciò  risulta  anche  subito  geometricamente  daU*  osservare  che  la  detta 
sezione  centrale  ò  simile  air  indicatrice  di  Dupin  nel  ponto  {x,  y,  «). 
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ossia  per  le  forinole  precedenti 

1        {       s(?  «•  ^       ) 

m  ^  ia»(a*+f>,)*  +  ft^FfpJ'  ■*"  e*  (c*+p,)«!  ^ 

X 1 

(a«  +  p,)«^  (&»  +  ?,>»  ^  (e» +  P.)* 

Ora  dalla  prima  delle  (a)  segue 


indi 


^  y*  ^ 


re*  y*  ;^  i       a:*  y*  ^      ) 

e  perciò  Rì  =  -  ps  e  similmente  R|  =  -  p„  cioè 

(54)  Rì  =  a«-t;»    ,      R|  =  a' —  w* . 

Queste  ci  dimostrano  che  Ri  è  il  semi-asse  maggiore,  Rt  il  minore. 

Nella  sezione  centrale  tiriamo  ora  il  semi-diametro  parallelo  a  quella 
tangente  nel  punto  {x,  y,  0)  airellissoide  che  fa  colle  v  =  costante  Tangolo 
^,  e  indichiamo  con  R  la  sua  lunghezza;  avremo 

_1_ cos*<|)     ,     sen*<|> 

R«  — a*  — w*  "•"«*  — t;*  • 

Se  poi  con  S  indichiamo  la  distanza  del  centro  dal  piano  tangente 
in  {x,  y,  0),  abbiamo 

i  _  ^  4.  y'  j,  ^ 

cioè  per  la  prima  delle  (40*)  pi^.  507,  ove  si  faccia  pi  =  0 


1^  _  jaF—if)  (a*—f^ 
8*  ~  a^V  (? 


(1) 


(^)  A  questa  forinola  si  può  legare  Tosservazione  seguente.  La  curvatura 
totale  E  deirellissoide  è  data  da 


(a«  — tt«)«  (a«  — v«y 


—  ««^«' 
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Ne  deduciamo 

^g  ^8    =  a*  —  (w*  sen*  ^  +  r*  cos*  4») 

e,  confrontando  coir  integrale  primo  (53)  delle  geodetiche,  otteniamo  il 
teorema  di  Joachimsthal  : 

Per  ogni  linea  geodetica  tracciata  sopra  un  ellissoide  è  costante  U 
prodotto  della  distanza  del  centro  dal  piano  tangente  in  un  punto  ddìa 
geodetica  per  la  lunghezza  del  diametro  parallèlo  alla  tangente  ddla  geode- 
tica nel  medesimo  punto. 

Per  quanto  si  è  già  osservato,  la  medesima  proprietà  appartiene, 
oltre  che  alle  geodetiche,  anche  alle  linee  di  curvatura.  Segue  di  qui 
nuovamente  che  per  le  geodetiche  tangenti  ad  una  medesima  linea  di 
curvatura  la  costante  SR,  ovvero  la  costante  G  della  (51),  serba  il  me- 
desimo valore. 

§.  426. 

Geodetiche  ombelicali. 

Consideriamo  ora  i  quattro  ombelichi  reali  deirellissoide.  Essi  giac- 
ciono sulla  ellisse  principale  dell'asse  massimo  e  minimo  ed  hanno  per 
coordinate 

Il  piano  tangente  in  ogni  ombelico  è  distante  dal  centro  della  lun- 

ac 
ghezza  8  =  -j-  e  qualunque  semidiametro  della  sezione  centrale  fatta  con 

un  piano  parallelo  è  eguale  a  b.  Dunque: 

Per  ogni  geodetica  uscente  da  un  ombelico  il  prodotto  8  R  ha  il  valore 
costante  a  e.  Il  valore  corrispondente  della  costante  C  nella  (51)  è  quindi 
eguale  a  A*,  come  si  è  già  osservato  al  §.  424. 

Da  questa  osservazione  possono  dedursi  conseguenze  notevoli,  segna- 
late dà  Roberts.  Consideriamo  un  punto  M  deirellissoide  e  congiungia- 
molo per  archi  geodetici  M  F ,  M  Fi  a  due  ombelichi  F,  Fi  non  diame- 


onde  segue  K^^^^^-^^. 

Dtmque  :  Le  linee  di  egual  curvatura  dell'ellissoide  sono  le  linee  inviluppate 
dai  piani  tangenti  comuni  aireUissoide  ed  alle  sfere  concentriche. 
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tralmente  opposti.  Il  valore  della  costante  3  R  è  lo  stesso  per  le  due 
geodetiche,  e  siccome  in  M  anche  3  è  la  stessa^  i  due  diametri  condotti 
parallelamente  alle  tangenti  in  M  alle  due  geodetiche  dovranno  avere 
eguale  lunghezza  e  faranno  quindi  angoli  eguali  cogli  aissi  della  sezione 
centrale  ;  e  poiché  questi  sono  paralleli  alle  direzioni  delle  linee  di  cur- 
vatura in  M,  ne  segue: 

Le  direaiani  delle  linee  di  curvalura  in  M  sono  le  bisettrici  ddV  angolo 
intemo  e  deW  angolo  estemo  formato  dagli  archi  geodetici  M  F,  MFi. 


Pio.  17.* 


Ne  risulta  che  l'arco  geodetico  M  F  che  riunisce  M  all'ombelico  F, 
diametralmente  opposto  ad  F,  è  il  prolungamento  dell'arco  geodetico 
F  M  e  quindi  : 

Ogni  geodetica  uscente  da  un  ombelico  passa  per  V  ombelico  diametrale 
mente  opposto.  Come  due  punti  diametralmente  opposti  della  sfera,  così 
due  ombelichi  opposti  dell'ellissoide  possono  riunirsi  con  infiniti  archi 
geodetici,  i  quali  avranno  tutti  eguale  lunghezza,  poiché  per  la  defini- 
zione stessa  di  geodetica,  passando  da  una  di  queste  geodetiche  alla 
infinitamente  vicina  la  variazione  prima  di  tale  lunghezza  è  nulla. 

Già  da  questi  teoremi  segue  che  le  linee  di  curvatura  dell'ellissoide 
sono  ellissi  ed  iperbole  geodetiche  aventi  i  fuochi  negli  ombelichi  del- 
l'ellissoide, ma  più  chiaramente  apparirà  dai  §§.  seguenti. 

Le  equazioni  (24),  (25)  in  termini  finiti  delle  geodetiche  danno  per 
le  geodetiche  uscenti  dagli  ombelichi  (G  =  A'): 

(55)      A /«*-«**  _  dM_       A /?H?     ^'>     =  costante 
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e  pel  loro  arco 


(56) 


'/V^-^/V^  * 


Le  quadrature  nelle  formole  generali  (51),  (52)  portano  evidentemente 
ad  integrali  iperellittici,  le  attuali  invece  ad  integrali  ellittici.  Per  ese- 
guirle assumiamo  per  semplicità  il  semi-asse  maggiore  dell'ellissoide 
per  unità  lineare  a  =  1  e  potremo  prendere  la  quantità  ft  =  Vi  —  <?*  <  1 
come  modulo  di  una  classe  di  funzioni  ellittiche  di  Jacobi,  per  le  quali 
le  quantità  E.  E!  saranno  reali.  In  luogo  dei  parametri  u,  v,  introdu- 
ciamone due  nuovi  t,  Ti,  ponendo 

M  =  J  sn  T    ,      t;  s=  i  sn  Ti , 

ed  essendo  h<Cik,  poniamo 

A  =>  %  sn  a  , 

dove  a  è  una  quantità  reale  compresa  fra  0  e  E;  avremo  così 

a=:il,    6  =  dna,    c  =  È',*    A  =  A;sna 

e  le  formole  (39)  pag.  506,  che  danno  le  coordinate  dei  punti  deirellis- 
soide,  diventano 

/r'n\         sntsnti  dna    ./- — = =-r-T — = ^-r         ,,cntcnTi 

(57)   X  = ,  y  = yim^z  -  sn'a)  (sn*a  -  snS) ,  -^  =  fc , 

^    ^  sna       ^     snacna'^^  '^  "  cna 

dove,  adottando  pel  radicale  il  segno  positivo  e  dovendo  restare  ì*>m*>A*, 
A*^t;*^0,  cioè 

1  ^  sn*  t  >;  sn*  a    ,    sn*  a  >;  sn'  ti  >  0 , 

faremo  variare  t,  Ti  negli  intervalli 

Le  (57)  ci  danno  allora  i  punti  del  semi-ellissoide 

y>o 

e  i  quattro  ombelichi 

F^ (sna,  0,4' cna)       ,    F'^(— sn  a  ,  0,— A/ cna) 
Fx^(-sna,0,*'cna)  ,    Fi^(8na,  0,  —  ft'cna) 
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riceveranno  le  coordinate  curvilinee  t,  ti  : 

F=(a,a)  ,  F=(2K-a,-a)  ,  F,  =  (a,-a)  ,  r,  =  {2K-a,ai). 
L'equazione  (55)  delle  geodetiche  è  data  da 

—5 =— dftT  /— i r-  =  costante, 

sn*  t — sn*  a  J  Bxra — sn^xi 

e  il  loro  arco  da 

o  =  y*dn*  T  dft  ±  j^dn*  xi  dvi . 

Se  prendiamo  un  punto  M  sul  semiellissoide  y  >>  0  ed  applichiamo 
queste  formolo  all'arco  geodetico  F  M,  osservando  che  mentre  t  cresce 
Vi  decresce,  vediamo  che  debbono  adottarsi  i  segni  inferiori,  e  perciò  sarà 


t  =    /    dn*  t  dfc  —  /    dn*  ti  dvi 


la  lunghezza  dell'arco  geodetico  F  M  contato  da  F,  cioè 

(58)  a=|(t-rO  +  Z(t)-Z(tO, 

essendo  Z  (r)  la  funzione  di  Jacobi  ed  E  la  lunghezza  di  un  quadrante 
della  ellisse  principale  nel  piano  x  e. 

Per  Parco  geodetico  Fi  M  al  contrario  valgono  i  segni  opposti  e  la 
sua  lunghezza  Oi  è  data  da 

(58*)  ai=|(r  +  tO+Z(r)  +  Z(TO. 

Facendo  nella  (31)  t«2K-a,Ti=  -ao  nella  (31*)  t  =  2K-ot,tiaa, 
si  vede  che  tutti  gli  archi  geodetici  F  F  o  Fi  Fi  hanno  la  lunghezza 
comune  2  E.  Sommando  e  sottraendo  segue  poi 

a  +  cJi=2gt  +  2Z(t) 

Oi-o  =  2|ti+2Z(ti). 

Dunque  le  linee  di  curvatura  t  =  costante,  ti  =  costante  sono  ellissi 
geodetiche  le  prime  rispetto  ai  fuochi  F,  Fi  e  le  seconde  iperbole  geo- 
detiche rispetto  ai  medesimi  fuochi.  Ma  se  ad  uno  dei  fuochi  si  sostituisce 
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il  diametralmente  opposto  p.  e.  a  Fi,  Fi,  allora  le  ti  ==  costante  diventano 
ellissi  geodetiche  rispetto  ai  fuochi  F,  F'i,  e  le  r  =  costante  iperbole. 
Ogni  linea  di  curvatura  di  un  ellissoide  può  quindi  descriversi  fissando 
un  filo  di  lunghezza  costante  coi  due  capi  a  due  ombelichi  non  diame- 
tralmente opposti  e  per  mezzo  di  uno  stilo  in  M  tendendo  il  filo  sul- 
r ellissoide:  la  estremità  M  dello  stilo  descriverà  una  linea  di  curvatura. 

§.  427. 
Elliasoide  riferito  alle  ffeodetiche  ombelicali  e  traiettorie  ortogonali. 

Cerchiamo  la  forma  delV  elemento  lineare  dell' ellissoide,  riferito  alle 
geodetiche  uscenti  da  un  ombelico  e  alle  loro  traiettorie  ortogonali.  Se 
prendiamo  p.  e.  le  geodetiche  uscenti  dall'ombelico  Fé  ritorniamo  alle 
formolo  (55),  (56),  ponendo 


—  t^      dv     _ 


saranno  le  linee  ^  =  costante  le  geodetiche  e  a  =  costante  le  loro  traiet- 
torie ortogonali. 
Ora  si  ha 

V  (4>,  o)  =  0 
e  quindi  per  Telemento  lineare  deirellissoide  in  coordinate  o,^  (I,  pag.  94) 

(59)  cfo'  =  (lcj«  +  (w«-**)(A«  — t;')d<D*  . 

La  costante  del  secondo  membro  nella  equazione  (55*)  delle  geode- 
tiche uscenti  da  F  dipende  unicamente  dalla  direzione  che  la  geodetica 
ha  in  F.  Se  con  od  indichiamo  T angolo,  che  l'arco  geodetico  da  F  verso 
M  forma  coUa  direzione  F  Fi  della  ellisse  principale  y  =  0,  sarà  <t>  una 
funzione  di  (o,  la  cui  espressione  effettiva  importa  di  trovare.  Fissiamo 
per  ciò  la  costante  additiva  in  4>,  scrivendo 


(60) 


Jk    V**— «*«**  — **     Jo   V«^— «*•*  —  ' 
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Ora  se  uniamo  M  con  Fi  e  con  9  indichiamo  l'angolo  esterno  Fi  M  F 
in  M  del  triangolo  geodetico  M  F  F,,  sarà  evidentemente  (ù  il  limite  di  9, 
quando  M  muovendosi  sull'arco  geodetico  MF  considerato  si  avvicina 
indefinitamente  a  F. 


Fhlhr^ 


FK^H^f^' 


Pio.  18.» 


Ora  la  linea  di  curvatura  t;  =3  costante,  uscente  da  M,  divide  per  metà 
l'angolo  Fi  M  F  e  forma  coli' arco  geodetico  F  M  l'angolo  i^  definito  dalla 
(59),  ove  C=»A';  si  ha  quindi 


e  però 

onde 
(61) 


\2/      u  =  h, 


lim 


—  »* 


=      lim 


u  —  h 


«  =  *,»  =  **—" 


Ora,  se  scrìviamo  le  (60)  nel  modo  seguente 

Jkv}i*-u*  ^]f-h*)u*-h*  Jo^Vjfct.^  y/jf-hy^ 


v-h' 


-J+ 


vediamo  che  la  differenza  dei  due  primi  integrali,  convergendo  uè  v 
verso  h,  converge  verso  un  limite  determinato  e  finito,  che  dipende  solo 
dalle  costanti  a,  h,  k,  mentre  la  seconda  parte  di  $  può  scrìversi 


2AV** 


—  h*L    (u-h)(v+h)    ,     k  —  h\ 


A»  r    (A— 1>)  (u+h)       *  *  +  A  ! 
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e  al  limite  per  m^A,  v  =  A  conTerge,  per  la  (61),  verso 

A  Vj^TTv  log  tg  ^-2aVj^^^  ^'^  ÀT*  • 
Si  ha  adunque  

essendo  A  una  costante  e  la  (59),  cangiando  il  parametro  $  in  co,  diventa 

A*  (Àr — W)  '  sen*  <o 

ovvero 

(62)  (fe*  =  (fo*  +  -^d(o«, 

dove  y  è  la  distanza  del  punto  M  dal  piano  x  z  degli  ombelichi.  E  questa 
la  formola  notevole  dovuta  a  Roberts. 

§.  428. 

Teoremi  di  Roberts. 

Se  uniamo  il  medesimo  punto  M  air  ombelico  Fi,  e  con  oi  indichiamo 
l'arco  geodetico  M  Fi,  con  a>i  l'angolo  M  Fi  F,  avremo  per  la  (62)  stessa 

\ 


da  cui 


8en'«>i     *' 


(<*,-cfao  (*,+*,.)  ^A-^ — ^  [J^j^J^\ 

Lungo  le  linee  di  curvatura 

u  :=  costante    ,    v  =  costante , 
è  rispettivamente 

da-\'Chi  =  0  ,     da  —  (foi  —  0 
e  però 

co 

tg  — 
*8  "S"  *8  ^  =  costante  ,    ovvero =  costante  (^) . 

*«2 


(^)  Deiresattezza  di  questa  corrispondenza  ci  si  persuade  facilmente,  osser- 
vando che  lungo  la  ellisse  (di  curvatura)  ^«0,  w  è  crescente  per  m^  decrescente 
e  invece  lungo  Tellisse  a>=4),  o>,  io^  crescono  o  decrescono  insieme. 
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Prolunghiamo  ora  V  arco  geodetico  M  F  sino  a  passare  per  Tombelico 
opposto  e  sia  co'  l'angolo  che  l'arco  geodetico  F  M  da  F  verso  M  fa 
coirarco  F  Fi  dell'ellisse  principale,  mentre  con  3  denotiamo  la  lunghezza 
dell'arco  FM;  per  la  (62)  avremo 


e  poiché 
risulterà 


sen*  0)  sen'tì) 

(fa'*  =  da» , 


sen' (0       sen'o)' 


Se  si  osserva  che  tu'  è  decrescente  per  a>  crescente,  ne  risulta 
doD      ,      cZa>' 


sen  co   '   sen  a> 
quindi 


•«©•«(^ 


costante 


n  valore  della  costante  del  secondo  membro  si  esprime  facilmente 
per  l'angolo  fl,  corrispondente  all'arco  geodetico  che  unisce  F  coU'estre- 
mità  dell'asse  medio;  in  tal  caso  è  infatti 

e  però 

(e.,  '«(|).«©"W(i). 

Per  mezzo  di  questa  formola  possiamo  facilmente  seguire  Tulteriore 
corso  delle  geodetiche.  L'arco  geodetico  FMF  traversa  in  F  il  piano 
xa  e  descrive  un  nuovo  arco  F  N  F  sopra  l'altro  semi-ellissoide  y<!0, 
ritornando  in  F.  Quivi  però  non  si  chiude,  come  nel  caso  della  sfera, 
ma  uscendo  di  nuovo  da  F  forma  coli'  arco  F  Fi  un  nuovo  angolo  a>^^^ 
differente  da  (o.  È  infatti,  se  al  nuovo  arco  F  N  F  applichiamo  la  (63), 
osservando  che  i  nuovi  valori  di  (o,  co'  sono  ju  -  w' ,  tu  -  oi>^*\  otteniamo  ; 

Questa  formola,  confrontata  colla  (63),  dà 

■  MT)-'«(f).--''(l) 
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e,  poiché  l'angolo  Q  è  acuto  e  in  conseguenza  X>-1,  ne  risulta 

In  generale,  indicando  con  w^*^  il  valore  di  w  dopo  n  giri  della  geo- 
detica suirellissoide,  avremo 


'^(?)=-'*(y) 


Dunque  Tangolo  <ù^''\  al  crescere  di  n,  si  avvicina  indefinitamente 
a  7c  e  la  geodetica  converge  sempre  più  verso  T  ellisse  principale,  che 
contiene  gli  ombelichi. 


Capitolo  XXVII 


Le  fomi^'e  di  Lamé  composte  di  soperflcie  a  corTatiira  costante 


Forma  dell'elemento  lineare  dello  spazio  riferito  ad  nn  sistema  triplo  ortogonale  psendo- 
sferioo.— Esistenza  e  grado  di  arbitrarietà  di  questi  sistemi.—  Le  famiglie  di  Lamé 
composte  di  superficie  a  curvatura  costante  positiva.— Corrispondenza  dei  sistemi  co- 
niugati sulle  superficie  a  curvatura  costante  di  una  famiglia  di  Lamé.  —  Esempi 
diversi.—  Le  trasformazioni  reali  di  Bftcklund  per  le  famiglie  pseudosferiohe  di  Lamé.— 
Il  teorema  di  permutabilità  e  l'applicazione  illimitata  della  trasformazione  di  Bft- 
cklund.— Le  nuove  trasformazioni  reali  delle  famiglie  pseudosferiche  di  Lamé  composte 
con  trasformazioni  immaginarie  cpniugate  di  Bftcklund.—  Bioerche  analoghe  per  le 
fÌEuniglie  di  Lamé  composte  di  sui^erficie  a  curvatura  costante  positiva.  —  Gaso  parti- 
colare dei  sistemi  di  Weingarten  quando  la  curvatura  è  la  stessa  per  tutte  le  superficie 
della  famiglia. —  Linee  di  equidistanza  sui  sistemi  di  Weingarten  come  circoli  geodetiol 
paralleli.—  I  sistemi  pseudosferioi  di  Weingarten  a  flessione  costante.—  Sistema  triplo 
di  Weingarten  elicoidale.—  Trasformazione  di  Bftcklund  pei  sistemi  di  Weingarten,— 
Trasformazione  complementare.  —  Relazione  delle  famiglie  di  Lamé  a  curvatura  co- 
stante colle  superficie  applicabili  sulla  quadrica  immaginaria  y* -}- ^  +  (»— y-H 'H^^v' 
che  oscula  il  circolo  immaginario  all'  infinito. 

§.429. 
Sistemi  tripli  ortogonali  pseudoaferid. 

I  sistemi  ciclici  di  Bibaucour  a  raggio  costante,  che  abbiamo  tro- 
vato al  §.  272  (pag.  146),  ci  danno  un  primo  e  più  semplice  esempio 
di  famiglie  di  Lamé  composte  di  superficie  colla  (medesima)  curvatura 
costante.  In  quest'ultimo  capitolo  ci  proponiamo  di  costruire  e  di  studiare 
in  generale  quei  sistemi  tripli  ortogonali  che  contengono  ima  famiglia 
di  superficie  a  curvatura  costante,  sia  questa  curvatura  la  stessa  per 
tutte  le  superficie  della  famiglia  oppure  variabile  dall'una  all'altra. 
Escluderemo  senz'altro  il  caso  in  cui  le  superficie  a  curvatura  costante 
del  sistema  triplo  sono  di  rotazione.  In  questo  caso,  secondo  quanto 
abbiamo  dimostrato  al  §.  415,  si  possono  costruire  immediatamente  le 
corrispondenti  famiglie  di  Lamé  prendendo  un  sistema  qualunque  oo^  di 
superficie  di  rotazione  a  curvatura  costante  col  medesimo  asse.  Per 
questi  particolari  sistemi  non  varrebbero  in  generale  le  formolo  che 
andiamo  ora  a  sviluppare. 

Cominciamo  dal  considerare  una  famiglia  di  Lamé  composta  di  su- 
perficie pseudosferiche  di  raggio  R,  variabile  in  generale  dall'una  all'altra 
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superficie  della  famiglia.  Supponiamo  che  nel  sistema  triplo  ortogonale 
corrispondente,  definito  dalla  formola 

(&*  =  Hi  dui  +  HI  dt4  +  HI  di4 

del  ds^,  le  superficie  u,  =  costante  siano  pseudosferiche  di  raggio  R,  doYe 
B  è  una  funzione  della  sola  th.  Dalle  formolo  (pag.  482) 

1  1     3Hi  11     3H, 


r„-H,H,au,     ' 

r„  -  H,H,  au,  ' 

per  r  ipotesi 

1    1 

1 

*•»!    »•» 

"R*' 

risolta  che  si  può  porre 

/    1    aH, 

tg  <a 

\  H.H,  3«. 

(1)                               { 

1      1     dH, 

~        R 
cotto 

H.H3  dfh 

dove  2  co  è  un  angolo  ausiliario  che  misura  V  inclinazione  mutua  delle 
due  assintotiche,  uscenti  da  un  punto  delle  superficie  pseudosferiche 

tis»  costante. 

3H      3H 

Sostituendo  i  valori  di  -^  ,  —,  che  si  traggono  dalle  (1),  nelle 

due  prime  equazioni  di  Lamé  del  gruppo  (A)  pag.  479,  risulta 

1  3Ht cos  co  3ctì 

Hj  3ui       sen  co  dui  ' 


1  aH, 

seno) 

3ci> 

H,  a«. 

cosca 

a«. 

onde 

integrando  si  ha 

(2) 

Hi  =  cos  «  . 

H"!. 

«,) 

Hj  =  senco9(M2,tt,)  , 

essendo  ^  funzione  di  Uiffh  soltanto  e  7  di  m,,  U3. 

Dimostriamo  ora,  ciò  che  è  essenziale  per  la  nostra  ricerca,  che  f ,  ^ 
sono  indipendenti  da  u^  cioè 


Ricaviamo  per  ciò  dalle  (1),  (2) 


(3*)     H3  =  RtgCD 


'          3co  ,  31og(p 
cot  co ' ^^ 


dfh      3^8 


=  —  R  cot  co 


3co  ,  3 log* 

-tgCO L         &T 


dus       dUi 
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da  cui 

.       3 log©   ,       .      31ogtt       ^ 

Qaesta,  se  non  sussistessero  le  (3),  darebbe: 

dove  M  è  funzione  di  Ui ,  m,  e  N  di  tis,  ti,.  Ora,  se  consideriamo  una 
speciale  superficie  pseudosferica  th  =  c  e  cangiamo  i  parametri  Ui,  u^  ri- 
spettivamente in 

f^{uiyc)dui    ,     ff(ih,c)dih, 

per  Telemento  lineare  della  113  =  0  avremo  dalle  (2) 

(5)  (fo*  =  cos*  0)  dui  +  sen*  cd  du,  , 

dove  per  la  (4) 


(6)  tg  co  = 


V(ti,)' 


essendo  U  funzione  della  sola  Wi  e  V  della*  sola  m,  .  Ma  poiché  Telemento 
lineare  (5)  appartiene  ad  una  superficie  pseudosferìca  di  raggio  B,  dovrà 
a>  soddisfare  airequazione  a  derivate  parziali 

.  j^.  yw  ^  3'(o sena>  cosco 

^^  ^  37ì  "■  3^*  ~        W        ' 

A  causa  della  forma  (6)  di  co,  ciò  è  possibile  soltanto,  come  ora 
dimostriamo,  quando  la  funzione  U  0  la  V  si  riduca  ad  una  costante, 
ed  allora  le  superficie  ««3  =  costante  sarebbero  superficie  di  rotazione 
contro  r  ipotesi.  Ed  infatti,  gli  apici  indicando  derivate,  le  (6),  (6*)  danno 

/TI"      V"\  IJ*-[-V* 

(a)  (^+  X_j(u«  +  r)  =  ^j^,-l-  +  2U'*+  2V'«. 

dalla  quale  formola,  formando  la  derivata  seconda  rapporto  a  Ui,  t^,  risulta 


e  pero 


Si 


U/VV'  +  ^.UU'  =  0. 


jjj  =  hV\J'  ,    (y1  =  -*VV' (Scostante)  . 
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Integrando  segue 

con  C,  C,  Ci,  C'i  nuove  costanti.  Dopo  di  ciò  la  (a)  diventa 

(c'--c-|,)u«  +  (c-c'-^)v»  =  a  +  (r, 

e  non  può  essere  soddisfatta  che  per  U  o  V  costante,  e.  d.  d. 

Sussistono  dunque  le  (3),  e  cangiando  i  parametri  Ui,U2  in  J'^du^ 
ftp  dut  rispettivamente,  avremo  dalle  (2),  (3*) 

/\ 
(7)  Hi  =  cos  w    ,      Hg  =  sen  CI)    ,      H^  =  R  x—  . 

§.  430. 
Le  eqoaàonì  a  deriyate  parziali  per  la  funzione  «>. 

L'elemento  lineare  dello  spazio,  riferito  ad  un  sistema  triplo  orto- 
gonale (ui,  Us,  Ms)  della  nostra  specie,  viene  così  a  dipendere  da  un'unica 
funzione  co  {uiyU^.u^  delle  tre  variabili  t«i,t^,  Us  (oltre  che  dalla  fon- 
zione  arbitraria  R  di  u^.  Resta  che  scriviamo  le  equazioni  a  cui  deve 
essere  assoggettata  co.  Per  ciò  bisogna  sostituire  i  valori  di  Hi,Ht,Hs 
nelle  formolo  (A),  (B)  di  Lamé  (pag.  479).  Le  due  prime  (A)  sono  iden- 
ticamente soddisfatte  e  le  quattro  rimanenti  si  traducono  nelle  seguenti: 

/    .  3*0)      3*0)       sen  o)  cos  o) 

^  ~  Swj  ""  3^  R*        ~  ^ 


^  yo)  ^     3o)    3*0)     ,  ^       3o)    3*0) 

B  =  5:r^:7-3:r-cot«>^^--^ -f  tgo) 


(8) 


3ui3tfB3u8  duxdu^du^  3u2  3ui3tts 

p  _    3/1      3*0)  \      1  3  /seno)\ 1     3o)    3*o)    _ 

3wi\coso)3t«i3t43/    R3w3\  R  /    8eno)3M,3w,3M, 

3/1      3*0)  \     1  3  /coso)\ 

3M«\seno)3w23M8/ '  R3w8\  R  /^coso)3mi3wi3m3 


1     3o)    3*0)    _ 


Ogni  qualvolta  la  funzione  o)  soddisferà  a  questo  sistema  di  equazioni 
a  derivate  parziali,  avremo  un  corrispondente  sistema  triplo  ortogonale, 
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che  darà  al  ds^  la  forma 

(9)  efe*  =  cos*  iù  dui  +  sen*  o)  dui  +  R*  i^J^^  » 

dove  R  =  R  (ti3)  è  funzione  della  sola  e«3  e  le  superficie  Us  =  costante  sono 
pseudosferiche  di  raggio  R. 

Per  stabilire  l'esistenza  e  riconoscere  il  grado  di  arbitrarietà  di  questi 
sistemi  tripli  ortogonali,  conviene  dunque  discutere  il  sistema  delle  equa- 
zioni (8)  alle  derivate  parziali.  Raggiungiamo  il  nostro  scopo  col  processo 
seguente  che  riproduce  in  sostanza  le  considerazioni  esposte  nella  prima 
edizione  di  questo  libro,  modificate  e  semplificate,  per  la  parte  analitica, 
nel  modo  adottato  da  Darboux  nella  sua  opera  recente  ^^K 

Avendo  A,  B,  C,  D  il  significato  dei  primi  membri  delle  (8),  comin- 
ciamo dall'osservare  che  si  possono  dare  a  B  le  tre  forme  seguenti 

B  ^  _3_  /_l_   3'(t>  \ !_  3(0   ^(ù_ 

cos  (0  9tfi  \cos  (0 dui duj      seno)  duiduidt^ 


(«) 


B  a   /    1       3*0)  \    .       1     3(1)    3*0) 


dui  \sen  (1)3^8  31*8/       cos 

=  Afcota)-^ì+  — (t         ^^  \ 
dui  \         dutdth)       3w8  \  ^     3wi3uJ 


sen  0)  3ui  \sen(i)3t^3t<3/       cos  co  3tit  3Mi3ti3 

B^ 

\  seno)  cos <JD 

Ne  segue  che  fra  i  primi  membri  delle  (8)  hanno  luogo  le  identità 


seguenti  : 


C  cos  u)  —  D  sen  w  =  ;^—  , 
3w3 


!  JL/i\__?^=_  J_^B+  — D — -^A 

)  3wi\cosa)/     du2         sena)3wi         3^2  sen(o3M23ti3      ' 

3  /   B  \     3D  ^  JL^B  — —  C —    3*0) 

dUi  \sen  (0/     dui         cos  o)  3ti2         3  Ui  cos  (o  3ui  dt^ 

Supponiamo  ora  che  (o  sia  una  funzione  analitica  regolare  delle  tre 
variabili  t«i ,  t«s ,  t«3 ,  la  quale  soddisfi  alla 

A  =  0    per  tutti  i  valori  di  Wi,  w«,  «3 
ed  alle 

B  =  0    ,      D  =  0      per     Wi  =  0  ; 

dimostriamo  che  la  co  soddisferà  al  sistema  (8)  per  tutti  i  valori  di  Ui, 


(^)  Legons  sur  les  syatèmes  orihogonaux,  1. 1^  pag.  312  e  seguenti. 
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tft,  Usi  per  il  che  basterà  dimostrare  che  B  e  D  saranno  zero  per  tatti 

i  yalori  delle  u,  dalla  prima  delle  (3)  seguendo  allora  che  anche  C^O. 

Ora  essendo 

B  =  0    ,      D  =  0      per    tt,  =  0  , 

quindi  anche  C  =  0  per  Ui^O,  dalle  seconde  (p)  segno 
3B  3D 

3^.  =  ^^  3;r.  =  ^   P^^  *^  =  ^- 

Derivando  nuovamente  le  (6) ''rapporto  a  Wt,  poi  facendo  Mi  =  0,  ne 
risulta 

e  così  di  seguito,  derivando  quante  volte  si  voglia  rispetto  alla  medesima 
variabile  Ui.  Le  B,  C,  D,  essendo  serie  di  Taylor  in  Ui  che  si  annullano 
per  Ui  s  0  con  tutte  le  derivate  rapporto  ad  Ui ,  sono  dunque  ideatìcamente 
nulle,  e.  d.  d.  Ciò  posto  pongasi 


0 


:cok=^  =  a>o     ,       {^1^^=^^ 


e  facendo  t«i  =  0  nelle  B  ^  0,  D  =  0,  si  scrivano  le  due  equazioni  con  dae 
variabili  indipendenti  m,,  u,  e  con  due  incognite  (Oo,  ^o: 

)    d_  /    1        3'a)o  \    ,   i  i_  /cos  (Oo\  4^0     3(1^0  ^  ^ 

l  3^2 \sen  (ùo 3w,3ti3/       R  3«i3  \    R    /   '   cos  Wq 3% 

In  ordine  ai  teoremi  sulle  equazioni  a  derivate  parziali,  questo  sistema 
ammette  una  soluzione  generale  con  cinqm  funzioni  arbitrarie  dì  una 
variabile. 

Ed  ora  prendasi,  secondo  il  teorema  fondamentale  di  Cauchy,  queUa 
soluzione  (o  perfettamente  determinata  della  A»0  tale  che  sia 

'  3(0 

«>  =  tì>o    ,      9^7  =  4^0      per    wi  =  0  ; 

essa  soddisferà  per  quanto  precede  alle  equazioni  fondamentali  (8)  per 
tutti  i  valori  delle  u.  Ne  concludiamo:  Le  famiglie  di  Lamé  composte 
di  superficie  pseudosferiche  dipendono  da  cinque  funzioni  arbitrarie. 

È  da  osservarsi  per  altro  che  se  R  è  costante,  cangiando  Ks  in  una 
funzione  di  Uz,  si  può  far  sparire  una  delle  funzioni  arbitrarie. 
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Volendo  porre  sotto  forma  geometrica  gli  elem^ti  caratteristici  di 
uno  dei  nostri  sistemi  tripli  ortogonali,  si  osserverà  che:  un  tede  sistema 
risutta  individuato  se  si  danno  gli  dementi  seguenti: 

\.^  una  superficie  pseudosferica  ini0iaie  M3  =  0. 

2.^  una  déUe  curve  (u^)  traiettorie  ortogonali  ddla  famiglia^  sia  la 

3.®  la  legge  come  varia  R  lungo  questa  curva. 
Sviluppando  infatti  a>  in  serie  di  potenze  di  Us  si  avrà 

le  (Oo,  (Oi,  (o,  .  .  essendo  funzioni  di  Uu  Uz  di  cui  la  prima  è  data  e  le 
seguenti  risultano  pienamente  determinate  dalle  condizioni  imposte.  (^) 

§.  431. 
Famiglie  di  Lamé  con  superficie  a  curvatura  costante  positiTa. 
Passiamo  ora  a  considerare  le  famiglie  di  Lamé  composte  di  super- 
ficie a  curvatura  costante  positiva :p-2  '  variabile  in  generale  dall'una  al- 
l'altra superficie  della  famiglia.  Intendiamo  escluse  quelle  soluzioni  del 
problema  che  si  ottengono  prendendo  una  famiglia  qualunque  di  sfere, 
0  una  famiglia  di  superficie  di  rotazione.  Sia 

ds'  =  Hi  dui  +  nìdt4  +  nidté 
r  elemento  lineare  dello  spazio,  riferito  al  sistema  triplo  ortogonale  cor- 
rispondente, nel  quale  le  t<3  =  costante  abbiano  la  curvatura  =^ ,  dove 

R  è  una  funzione  della  sola  t^.  Procedendo  come  al  §.  429,  osserveremo 
che  avendosi 

1  ^     1     3Hi      1  ^     1     3H» 
rsi        Hi  Ha  du^      /*8s        Ht  Ha  du^ 

ed  essendo  per  ipotesi 

1     1  =1 

rai      rat        R*  ' 


(^)  Cf.  la  mia  Memoria  :  Sui  sistemi  di  Weingarten  negli  spasi  di  curvatura 
costante.  (Atti  dei  Lincei,  voi.  IV,  serie  4.%  1887). 
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potremo  porre,  indicando  con  6  una  funzione  ausiliaria 

1      3Hi  _  coth  9         1      3H»  ^  tgh  6 
Hi  H3  3w8  ""     R      '  H,  H3  3ti3  ""    R     • 

Con  ragionamenti  del  tutto  analoghi  a  quelli   del  §.  429  (essendo 
escluse  le  famiglie  di  sfere  e  di  superficie  di  rotazione)  si  troverà  cosi: 

(10)  (fe« = senh*  6  du\  +  cosh*  Qdt4  +  B*  l^^dti  , 

dove  la  funzione  6  (ui,  tis,  ti,)  deve  soddisfare  al  sistema  di  equazioni  a 
derivate  parziali  seguenti: 

/   .  ^  3^   ,  yo   ,   senh  6  cosh  6  _ 


(11)^ 


^=3;ir3tr3ii;-'«^^i7.3i^ 


3/1        3'6   \     1    3  /cosh  e\ 
3ui\senhe3wi3tJ+R3t«3l    R    r 


1      36    3*6     ^^ 


cosh6  3u8  3u23t43 

_3^  /    1        ye  \  ,  1^  ^  /senh6\ 1_  36     3*6    ^ 

3w8\cosh6  3w23u3r  R3m8  1    R    /'^senh6  3Mi3Mi3ti3 

Inversamente  ad  ogni  soluzione  6  di  questo  sistema  corrisponde  an 
sistema  triplo  ortogonale  (10)  della  specie  richiesta.  Il  sistema  (11),  che  non 
differisce  in  sostanza  analiticamente  dal  sistema  (8),  ha  le  medesime  pro- 
prietà e  conduce  alle  medesime  conclusioni,  cioè  a  riconoscere  resistenza 
delle  attuali  famiglie  di  Lamé  con  cinque  funzioni  arbitrarie.  Ora,  se 
osserviamo  che  nelle  rispettive  forme  (9),  (10)  del  (fe*  abbiamo 

H1  +  HJ=1     oH|-Hf=l, 
e  quindi 

3HÌ^^3H| 

3t«3      ""  3u3  ' 

ne  deduciamo,  secondo  le  osservazioni  al  principio  del  §.421,  il  teorema 
seguente:  In  una  famiglia  di  Lamé,  composta  di  superficie  a  curvatura 
costante  positiva  0  negativa,  le  traiettorie  ortogonali  ddla  famiglia  segnano 
sulle  singole  superficie  una  corrispondenza  che  conserva  i  sistemi  coniugati 
(le  linee  assintqtiche). 

Per  questa  proprietà  i  nostri  sistemi  tripli  ortogonali  si  ravvicinano 
al  sistema  triplo  delle  quadriche  confocali.  È  poi  da  notarsi  che  dal 
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teorema  precedente  non  vanno  nemmeno  escluse  le  famiglie  di  sfere, 
perchè  allora  la  corrispondenza  segnata  conserva  i  sistemi  ortogonali  o, 
ciò  che  per  la  sfera  è  lo  stesso,  i  sistemi  coniugati. 

Osserviamo  ancora  che  nel  caso  pseudosferico  le  linee  assintotiche  a,  p 
si  introducono  ponendo 

il  che  dà  per  la  (9) 

(9*)  ds'  =  da*  +  2coB2iùdoLd^  +  d^*  +  B?l^]^df4. 


Qui  è  posta  in  evidenza  la  corrispondenza  delle  assintotiche  su  due 
superficie  pseudosferiche  della  famiglia  e  di  più  si  vede  che  gli  archi 
corrispondenti  di  assintotiche  sono  uguali. 

Ciò  risulta  anche  dall'osservare  che  sulle  superficie  luogo  delle  assin- 
totiche corrispondenti  queste  sono  linee  geodetiche,  poiché  il  loro 
piano  osculatore,  che  è  tangente  alla  superficie  pseudosferica,  è  quindi 
normale  alla  detta  superficie.  Anche  dalla  (9*)  segue  subito  questo  risultato 
perchè,  facendovi  p.  e.  p  =  costante,  si  ha 


La  superficie  dei  due  sistemi  a  =»  costante  ^  =  costante  hanno  quindi 
un  sistema  di  linee  geodetiche  a  torsione  costante.  ^^^ 

§.  432. 
Esempi  diversi. 

Prima  di  procedere  ad  uno  studio  ulteriore  dei  nuovi  sistemi  tripli 
ortogonali,  consideriamone  alcuni  esempì  più  semplici. 

1.^  Cerchiamo  di  soddisfare  alle  equazioni  (8)  con  una  funzione  o) 
indipendente  dati2.  Allora  le  dette  equazioni  si  riducono  air  unica 

/3co\*  ,   cos*  co  ^    ^ 

che  si  integra  colle  funzioni  ellittiche  di  Jacobi,  a  modulo  variabile  %, 


(0  Le  superficie  qid  indicate  per  incidenza  sono  state  studiate  direttamente 
dal  FiBBi  nella  sua  tesi  di  abilitazione  (Annali  della  B.^  Scuola  Normale  Supe- 
riore di  Pisa,  voi.  X,  1888). 
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colle  formolo 

cos  co  =  sa  (t,  Te)    ,    sen  (o  =  cn  (t,  le) , 
essendo 

^  =  y+*(«8)    ,    *  =  g 

con  X  costante  arbitraria  e  ^  M,  R  (%)  funzioni  arbitrarie  di  ti,.  Le 
superficie  pseudosferióhe  M3  =  costante  sono  allora  di  rotazione. 

Notevole  è  il  caso  in  cui  B  sia  assolutamente  costante;  allora  queste 
superficie  pseudosferiche  sono  identiche  di  forma,  cioè  congruenti  per 
traslazione  lungo  V  asse.  Le  Ui  =  costante  sono  alla  loro  volta  superficie 

congruenti  di  rotazione  e  di  curvatura  costante  positiva  =  ^g-.  .  Ne   di- 

ii 

scende  il  teorema  :  Se  al  meridiano  di  una  superficie  a  curvatura  coskinte 

si  dà  un  moto  di  traslaBÙme  lungo  Vasse,  le  traiettorie  ortogonoii  détte  od^ 

posimoni  di  questa  curva  (congruenti  fra  loro)  sono  ancora  i  meridiani 

di  superficie  a  curvoitura  costante  eguale  ed  imposta  aUa  precedente.  (^^ 

2.^  Consideriamo  un  sistema  od'  di  elicoidi  pseudosferiche  del  Dioi 

(§.  334)  col  medesimo  asse  ed  aventi  per  profilo  meridiano  la  medesima 

trattrice,  ma  differenti  fra  loro  per  il  passo  e  quindi  per  la  curvatura. 

Poiché  le  sfere  di  raggio  eguale  al  segmento  costante  di  tangente  alla 

trattrice  intercetto  dall' assintoto,  coi  centri  distribuiti  sull'asse,  tagliano 

le  elicoidi  ortogonalmente,  risulta  dal  teorema  di  Darboux  che  ai  due 

sistemi  00^  di  elicoidi  e  di  sfere  ortogonali  fra  loro  può  associarsi  un  terzo 

sistema  ortogonale   ad  ambedue;  abbiamo  dunque  un  sistema   triplo 

ortogonale  pseudosferico.  Ponendo  per  semplicità  =  1  il  segmento  costante 

di  tangente,  si  trova  facilmente  che  il  corrispondente  sistema  triplo 

ortogonale  pseudosferico  è  definito  dalle  formole 

(12)  cosio  =  tght,   sentì)=^^^^, 

dove 

(12*)  t  =  wi  +  w,  tgh  W3  +  4>  («s) , 

essendo  ^  {th)  una  funzione  arbitraria  di  t^  e  R  =  cosh  «3. 


(*)  È  questo  un  caso  particolare  di  un  teorema  di  Beltrami.  Intorno  ad 
alcune  proprietà  delle  superficie  di  rivoluseione  (Annali  di  matematica,  serie  I, 
tomo  VI  (1864)). 
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3.®  Si  consideri  una  superficie  d'Enneper  a  curvatura  costante,  ma 
del  resto  qualunque.  Le  sue  linee  di  curvatura  di  un  sistema  sono  trac- 
ciate sopra  sfere  ortogonali  alla  superficie  e  coi  centri  in  linea  retta. 
Se  facciamo  rotare  la  superficie  d' Enneper  attorno  air  asse,  essa  taglierà, 
in  tutte  le  sue  posizioni,  ortogonalmente  il  detto  sistema  di  sfere; 
dunque:  ogni  superficie  cP  Enneper  genera  per  rotazione  attorno  oUPasse 
una  famiglia  di  Lamé  détta  nostra  specie. 

§.  433. 
La  trasformazione  di  B&cklund  pei  sistemi  tripli  pseudosferici. 

Ci  proponiamo  ora  di  dimostrare  che  la  teoria  delle  trasformazioni 
delle  superficie  a  curvatura  costante  negativa  o  positiva,  stabilita  nei 
Gap.  XXIV  e  XXV,  può  applicarsi  non  solo,  come  ivi  si  è  visto,  a  super- 
ficie isolate,  ma  anche  simultaneamente  a  tutte  le  superficie  di  curvatura 
costante  di  una  famiglia  di  Lamé,  ottenendone  nuove  famiglie  di  Lamé. 

Cominciamo  anche  qui  dalle  trasformazioni  reali  di  Backlund  appli- 
cate alle  famiglie  pseudosferiche  di  Lamé.  Supponiamo  dunque  di  avere 
un  sistema  triplo  ortogonale  pseudosferico,  che  dia  all'  elemento  lineare 
dello  spazio  la  forma  (9) 

ds*  =  cos*  (0  du\  -f  sen*  co  d«4  +  R*  W—\  di4  , 

la  funzione  to  di  u^  t^,  th,  soddisfacendo  alle  equazioni  del  sistema  (8) 
pag.  530.  A  ciascuna  superficie  pseudosferica  Wg  =  costante  applichiamo 
una  trasformazione  semplice  di  Backlund  (§.  373).  Indichiamo  con  k  la 
distanza  costante  dei  fuochi  nella  corrispondente  congruenza  pseudosferica, 
e  con  a  il  complemento  deir  angolo  dei  piani  focali,  sicché 

(13)  ft  =  Rcoso, 

dove  ìc,  0  saranno,  come  R,  funzioni  di  th-  Si  indichi  poi  con  f  V  angolo 
d'inclinazione  del  raggio  della  congruenza  sopra  le  linee  di  curvatura 
Ui  =  costante.  Le  formolo  (B)  §.  373  (pag.  392)  della  trasformazione  di 
Backlund  diventano  nelle  nuove  notazioni:  (^) 


(')  Evidentemente,  pel  confronto  delle  notazioni  attuali  con  quelle  del  §.  373, 
bisogna  porre  tu  =a  6  ,  Ui^=^B,u  ^  u,  =  Bi; ,  ciò  che  da  luogo  alle  (14)  del  testo. 
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3y    ,  3(0  C08  (tì  sen (p  +  seno  sen  (ocos  y 

3mi  "•  3w,  h 

(14) 

3y    .  3© sen  o)  cos  ^  -f  sen  g  cos  (o sen y 

3mi  3mi  A: 

Prendiamo  una  determinata  funzione  y  (ui,  tfe,  u,)  che  soddisfi  le  (14), 
e  domandiamo  :  A  quali  uUerion  candùAùni  dovremo  assoggettare  la  fimr 
snone  f  (wi,  m,,  Ms)  affinchè  le  od*  superficie  pseudosferiche  trasformate  abbiano 
per  traiettorie  ortogonali  le  nuove  curve  (ws)  ? 

In  tal  caso,  siccome  la  trasformazione  di  Backlund  conserva  le  linee 
di  curvatura,  le  superficie  pseudosferiche  derivate  faranno  nuovamente 
parte  di  un  sistema  triplo  ortogonale.  Cominciamo  dall' osservare  che  la 
condizione  imposta  porta  per  conseguenza  che  il  segmento  k  sia  una 
costante  assoluta  (indipendente  da  Us),  poiché  una  curva  coordinata  (us), 
e  la  sua  derivata  debbono  essere  traiettorie  ortogonali  dei  segmenti  k, 
che  ne  congiungono  i  punti  corrispondenti. 


§.  434. 
L'equazione  a  differeniiali  totali  per  la  fùxudone  ?. 

Siano  oc,  y,  »,  le  coordinate  di  un  punto  dello  spazio,  riferito  al  sistema 
triplo  primitivo,  x\  y',  si  quelle  del  punto  corrispondente  per  la  trasfor- 
mazione; avremo: 

/  a^  =  a?  +  A;  (cos  ?  Xi  +  sen  y  Xt) 
(15)  j  y  =y  +t(cos9Yi  -fsen<pY,) 

^  y  ==  £f  -j-  A;  (cos  9  Zi  +  sen  <p  Zj) , 

essendo  Xi,  Yi,  Zi;  Xt,  Yt,  Z^  i  rispettivi  coseni  di  direzione  delle  tangenti 
alle  curve  coordinate  (ui)  (tfg). 

Dalle  formolo  (5)  del  §.  409  (pag.  481)  deduciamo  pel  caso  attuale: 

3Xi  ^^  Y     sena)        3Xi 3^  v    ^Xi R       3*(o    ^ 

3Ìì;  ~  3^    *"^"X"     ''3ii;~3^    ''3Ì^~cor^3iir3^^ 

(16)  ; 

3X, ___^\r     ?^« 3(0  y      cos  (0  y    3Xg R       3* a>   ^ 

3ii;~""3^^' 3^,~     3wi    '     "X"^'3u8~sen(tì3ti,3t«,^ 

colle  analoghe  in  Y,  Z,  onde  derivando  le  (15),  col  tener  conto  delle  (14), 


(17) 
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e  della  (13),  troviamo: 

/  g —  =  cos  y  |(cos  0)  cos  (p  —  sen  a  sen  co  sen  ?)  Xi  + 
+  (cos  0)  sen  tp  +  sen  o  sen  w  cos  y)  Xj  +  cos  o  sen  w  Xs  ! 
^  =  sen  f  (sen  co  cos  f  +  sen  o  cos  co  sen  f)  Xi  + 
+  (sen  co  sen  y  —  sen  o  cos  co  cos  f)  X,  —  cos  o  cos  co  X«  ! 

Tj  /*^21?    y<«>      I   &8eny    9^co      ,    9co\y 
\  cos  co  dui  dUi        sen  co  dt^Sth       ^W 

Ne  segue 

VI  daf  dal       ^  /        3?   I  Acos9    3'co     ,  ifcsen®    3*co     ,  3co\ 

Z^^—T-  =  tcos  (psencoseno;^^ ^-r^ — ^^7-^5 — r^rì 

^  3t*i  3w8  \        3t«3  '   cos  co  3ui  3«i3  '  sen  co  3tit  3ti8    3m8/ 

2da{  daf        ^                /        3t   ,  Acos<p    3*co     ,  isen^   3*co     ,  3co\ 
X— z— =  -*  sen?  cos  ed  seno  ^H ^^r — ^ — ^^ — 57-+^"   • 
3^2  dus                         V        3^3      COSO)  3t«i3t<3     sen  co  du^atis    3^3/ 

Perchè  le  nuove  curve  (%)  riescano  ortogonali  alle  superficie  pseudo- 
sferiche trasformate  è  dunque  necessario  e  sufficiente  assoggettare  «p  a 
soddisfare  l'ulteriore  condizione: 

,^^.  dzf    ,   ifccos9    3*co      ,    isen^    3*co      ,    3co 

(18)  seno  ^  H ^  ^r--^  A i  ^r—:r-  +  -—  =  0  . 

3fi3   '    cosco3Mi3ti3        seDco3u«3t«3       3t«3 

Supposto  per  un  momento  che  ciò  possa  farsi,  le  (17)  ci  daranno 
subito  per  l'elemento  lineare  dello  spazio  riferito  al  sistema  triplo 
trasformato 

(19)  (fe'«  =  (fo'«+rfj^+dy*  =  cos*  9  e?««!+sen*  9  dtiJ+R»  &)*<*«! , 

che  ha  la  stessa  forma  (9),  sostituito  l'angolo  ?  all'  angolo  co. 

Tutto  si  riduce  dunque  a  provare  che  la  funzione  incognita  cp  può 
determinarsi  in  guisa  da  soddisfare  insieme  le  (14),  (18)  ossia  l'equazione 
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a  differenziali  totali: 

,Tx  j       /cos  0)  sen  Qp  +  seno  sena>  cos  cp     9tó\  , 

(I)  a-f  =[- L_ T__^ ^^  _ 


/sen  OD  cos  9  +  sen  o  cos o)  sen  y   ,    3ft)\       

\  k  "^  a^J  ^***~ 

1     /tcosy    y<o      ,  tseny    9*0)      .    3©  \  , 
sen  a  \cos  tu  duidu^       sen  o)  3w«3m8      aW      ' 


Se  scriviamo  le  condizioni  d'integrabilità  di  questa  equazione,  tenendo 
conto  delle  equazioni  (8)  cui  soddisfa  a>  e  della  relazione 

h 
cos  0  =  g  , 

troviamo  che  esse  sono  identicamente  soddisfatte.  Dunque  la  (I)  è  illi- 
mitatamente integrabile  e  per  ciò,  fissata  ad  arbitrio  la  costante  k,  la 
(I)  ammette  una  soluzione  generale  contenente  una  costante  arbitraria  C. 
Per  fissare  il  valore  di  G  basta  fissare  la  trasformata  di  Bàcklund  di 
ima  superficie  pseudosferica  iniziale,  cioè  la  direzione  di  uno  dei  segmenti  i, 
che  potrà  del  resto  essere  data  ad  arbitrio,  purché  normale  alla  curva 
coordinata  (tis).  Dunque:  Ad  ogni  famiglia  di  Lamé  composta  di  superficie 
pseudosferiche  si  pm  applicare,  come  alle  superficie  pseudosferiche  isokUe, 
la  trasformaaione  di  BcuMwnd;  per  fissare  la  famiglia  trasformata  basta 
dare  di  una  delle  superficie  della  famiglia  la  trasformata  cU  JBacMund, 
che  si  può  scegliere  del  resto  ad  arbitrio.  Così,  da  ogni  tale  famiglia  nota 
di  Lamé,  derivano  per  trasformazione  di  BàcUund  00'  nuove  famiglie 
trasformate. 

La  ricerca  delle  famiglie  trasformate  dipende  dall' integrazione  del- 
Tequazione  a  differenziali  totali  (I),  alla  quale  prendendo  per  incognita 

A  =  tg-y 

si  può  dare  nuovamente  (Gf.  §.  374,  pag.  394)  la  forma  di  un'equazione 
di  Riccati.  Basterà  dunque  conoscere  una  particolare  famiglia  tra- 
sformata per  avere  tutte  le  altre  con  quadrature.  E  con  sole  quadra- 
ture potrà  poi  applicarsi  illimitatamente  alle  nuove  famiglie  la  trasfor- 
mazione di  Bàcklund. 
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§.  435. 
n  teorema  di  permutabilità. 

Come  per  le  superficie  pseudosferiche  isolate,  così  anche  per  le 
famiglie  pseudosferiche  di  Lamé  il  metodo  di  trasformazione  descritto 
può  ricevere  un'importante  semplificazione  facendo  uso  del  teorema  di 
permuùabUUà  (Cf.  §.  383  e  seguenti)  il  quale,  come  ora  si  vedrà,  è  ancora 
applicabile  alle  nostre  famiglie  di  Lamé. 

Per  dimostrarlo  indichiamo  (con  un  leggiero  cambiamento  nelle  nota- 
zioni del  Gap.  XXIV)  simbolicamente  con  B]^  la  trasformazione  di  Back- 
lund  applicata  ad  una  famiglia  pseudosferica  (£)  di  Lamé,  quando  la 
distanza  costante  fra  un  punto  di  una  superficie  S  e  il  punto  corrispon- 
dente della  superficie  trasformata  1'  è  eguale  a  k.  Dimostriamo  che  sus-^ 
siste  il  teorema  di  permutabilità: 

Se  (S'),  (£")  sano  due  famiglie  pseudosferiche  di  Lamé  legate  alla  mede- 
sima (S)  da  due  trasformazioni  di  BacUund  Bjt,  B^ti  a  costanti  Te,  V  differenti^ 
esiste  una  quarta  famiglia  pseudosferica  (S'"),  perfettamente  determinata, 
che  è  legata  rispettivamente  a  (£!),  (£")  da  due  trasformazioni  di  BacUund 
colle  costanti  invertite  V,  le. 

Siano  infatti 

tre  superficie  pseudosferiche  corrispondenti  nei  tre  sistemi  (S),  (!'),  (S'^. 
Pel  teorema  di  permutabilità  relativo  alle  superficie  pseudosferiche  isolate 
(§.  383),  esiste  una  quarta  superficie  pseudosferica  5^"',  perfettamente 
determinata  e  deducibile  in  termini  finiti,  che  è  legata  a  Y!,  Y!'  rispet- 
tivamente da  due  trasformazioni  B\»,  B\.  Dobbiamo  solo  provare  che 
I'"  genera  una  famiglia  (2'")  di  Lamé.  Ora  se  P,  F,  F',  P'"  sono  quattro 
punti  corrispondenti  di  I,  S',  S",  I",  e  a  P  facciamo  descrivere  una  delle 
curve  C  traiettorie  ortogonali  della  famiglia  (S)  i  punti  F,  F'  descrive- 
ranno rispettivamente,  per  quanto  si  è  visto  sopra,  due  curve  C,  C" 
traiettorie  ortogonali  delle  rispettive  famiglie  (£')>  (^'O-  Indicando  con  C" 
la  curva  descritta  da  F",  basta  osservare  che  i  segmenti  F  F",  F  F" 
sono  costanti  e  normali  rispettivamente  a  C,  C"  per  dedurne  che  essi 
sono  normali  in  F"  a  C";  ma  questi  due  segmenti  sono  tangenti  in  F" 
alla  r"  e  però  le  curve  C"  sono  traiettorie  ortogonali  della  famiglia  (!'")• 
D'altronde,  siccome  la  trasformazione  di  Backlund  conservale  linee  di 
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curvatura,  le  C"  segnano  sulle  superficie  S'"  una  corrispondenza  che 
conserva  le  linee  di  curvatura  (ed  i  sistemi  coniugati);  dunque  (S'^)  è 
una  famiglia  di  Lamé. 

Noti  i  tre  sistemi  tripli  ortogonali  pseudosferici  (2),  (£')»  (S")>  definiti 
dalle  formolo 

a  a 

(fe?  =  cos»  (o'rfMj  +  sen'  «'  dui  +  R*  §^)*<^«J 

(fei  =  eoa*  (o"dM?  +  sen'  w"  dt4  +  R'  1^- 1  dui , 

il  quarto  sistema  (iù'"),  pel  qilale  indichiamo  con  u"  il  corrispondente 
valore  di  w,  si  otterrà  con  operazioni  algebriche  dalla  formola  (G)  §.  384 
(pag.  416)  del  teorema  di  permutabUità 

(20)  tg  -^-    =  -^-^  tg  ^-   . 


dove 


COSO=:^   ,      COSO  =  ^ 


Applicando  le  considerazioni  stesse  dei  §§.  384,  385,  otteniamo  anche 
qui  per  le  famiglie  dì  Lamé  l'importante  conseguenza: 

Se  di  una  famiglia  pseudosferica  di  Lamé  si  conoscono  tutte  le  oo' 
famiglie  derivate  per  trasforma^fione  di  BàcMund^  per  ciascuna  di  queste 
ultime  si  potranno  determinare  con  soli  calcoli  algebrici  e  di  derivojnone 
tutte  le  nuove  famiglie  derivate. 

Nelle  condizioni  del  teorema  ora  enunciato  trovansi  p.  e.  i  sistemi 
tripli  pseudosferici  composti  con  elicoidi  del  Dini  e  corrispondenti  alle 
formolo  (12),  (12*)  pag.  536.  Senza  compiere  i  calcoli  relativi,  ci  limi- 
tiamo qui  a  constatarlo  nel  modo  seguente.  Il  sistema  (8)  pag.  530  ammette 
la  soluzione  evidente  co  =  0,  alla  quale  applicando  la  trasformazione  di 
BacMund  a  costante  k  per  ottenere  una  nuova  soluzione  7,  vediamo 
facilmente  che  <p  deve  unicamente  soddisfare  le  due  equazioni  (14) 
pag.  538,  che  diventano  attualmente: 

3y  seny       9?  sen  q  sen  y 

dui         t     '    3w2  * 
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Queste  integrate  danno 

1  w,  —  sen  o  w,  ,  . ,    . 

dove  ^  è  funzione  arbitraria  di  Ug,  e  basta  fare  in  questa 

t  =  1    sen  0  =  —  tgh  t48 

per  trovare  appunto  le  (12).  Della  soluzione  o)  =  0  conosciamo  adunque 
ttdte  le  trasformate  di  Bàcklund,  e  possiamo  quindi  applicare  il  teorema 
superiore.  Così  riconosciamo  V  esistenza  di  un  gruppo  infinito  di  famiglie 
pseudosferiche  di  Lamé  che  dipendono  dalle  funzioni  ordinarie  (Gf.  §.  387). 

§.  436. 

Le  trasformazioni  imxnaginarie  di  B&cklimd  composte 
in  trasformazioni  reali. 

Stabilito  anche  per  le  famìglie  pseudosferìche  di  Lamé  il  teorema  di 
permutabilità,  è  chiaro  a  priori  che  tutti  gli  sviluppi  dati  nel  Capitolo 
precedente  per  le  trasformazioni  immaginarie  di  Backlund  e  la  loro  com- 
posizione in  trasformazioni  reali  per  le  superficie  a  curvatura  costante 
isolate  potranno  applicarsi  alle  famiglie  di  Lamé  composte  di  superficie 
a  curvatura  costante.  E  basterà  che  ci  limitiamo  a  dare  le  formolo 
fondamentali  per  le  nuove  trasformazioni. 

Dalla  soluzione  reale  o>  delle  equazioni  fondamentali  (8)  passiamo  ad 
una  nuova  soluzione  coi,  trasformata  di  Backlund  di  co,  mediante  T  inte- 
grazione dell'equazione  (I)  a  differenziali  totali  (pag.  540): 

,^^ ,       ,         /cos  a>  sen  <ùi  +  sen  oi  sen  cd  cos  (Oi       9tt>\  , 

(21)   dco.»^ j^ ^du.-  ■ 

/sen  (0  cos  wi  +  sen  Oi  cos  w  sen  (Oi  ,  3(o\  , 

-  ( ' — kT +  ai^J  ^««- 

1     /iicostoi    3*(o         iiSenwi    d%         3ft>\ 
1  oi  \  cos  w   3ui3u3        sen  co  dutdu^      duj       * 


sen 
dove  h  è  una  costante  e 


cos  Oi  =  g 


Ma  supponiamo  qui  che  h  sia  una  costante  complessa  qualunque,  per 
cui  la  a>i  sarà  essa  stessa  complessa.  Ora  se  si  cangia  nella  (21)  i  in— i 
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e  quindi  le  quantità 

hi      Oi       (Di 

nelle  loro  coniugate 

la  (0,  sarà  una  soluzione  (complessa)  delle  (8)  legata  alla  reale  co  dalla 
trasformazione  di  Bàcklund  B^  coniugata  della  B^  che  lega  coi  ad  «d 
stessa.  La  formola  (20)  del  teorema  di  permutabilità,  indicando  qui  con  (Dj 
la  quarta  soluzione  ci  dà 

ovvero,  scindendo  il  reale  dall' immaginario  col  porre 

/««N  X    (^ — ^\       cosa  ,  , 

e  questa  ci  dimostra  che  la  quarta  soluzione  (^  è  nuovamente  reale.  Le 
formolo  stesse  che  abbiamo  stabilite  al  §.  397  (vedi  (16*)  pag.  446)  ci 
darebbero  in  termini  finiti  la  nuova  famiglia  reale  pseudosferica  di  Lamé 
corrispondente  alla  soluzione  trasformata  co,.  Applicando  una  trasforma- 
zione di  Lie,  potremo  anche  qui  (Gf.  §.  398)  ridurci  al  caso  in  cui  le  due 
trasformazioni  elementari  componenti  B;^ ,  B;^  sono  puramente  imma- 
ginarie ed  opposte. 

§.  437. 

Le  trasformazioni  immaginarie  di  B&cklond  per  le  famiglie  di  Lamé 

a  curvatura  costante  positiva. 

Passiamo  ora  al  caso  più  interessante  delle  nuove  trasformazioni 
reali  per  le  famiglie  di  Lamé  composte  di  superficie  a  curvatura  costante, 
al  caso  in  cui  questa  curvatura  è  positiva.  In  questo  caso  infatti  le  tra- 
sformazioni elementari  di  Bàcklund  sono  necessariamente  immaginarie, 
e  soltanto  quando  siano  opportunamente  composte  danno  luogo  a  tra- 
sformazioni reali  (Cf.  §.  399  e  seguenti). 
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Supponiamp  di  avere  un  sistema  triplo  ortogonale  (ui ,  t<s,  Us),  definito 
dalla  forinola  (10)  pag.  534 


(23)  db*  =  senh'  6  cftij  +  cosh*  b  dt4  f  R 


■•©'«■ 


dove  le  superficie  «13  =  costante  sono  di  curvatura  costante  positiva  =  ^, 

essendo  R  funzione  della  sola  Us.  La  funzione  reale  6  (ui,tts,U3)  soddi- 
sferà alle  equazioni  fondamentali  (11)  pag.  534. 

Cominciamo  dallo  stabilire  le  formolo  delle  trasformazioni  elementari 
(immaginarie)  di  Backlund  per  questi  sistemi  tripli.  Per  ciò  non  faremo 
altro  che  riprendere  le  formolo  già  calcolate  al  §.  399  per  le  superficie 
a  curvatura  costante  positiva  isolate.  Occorre  in  primo  luogo,  adoprando 
le  solite  notazioni  per  i  coseni  delle  direzioni  principali  nell'attuale 
sistema  triplo,  scrivere  le  formolo  seguenti  relative  alla  forma  (23) 
dell'elemento  lineare  dello  spazio: 

g^  =  senhex.    .      3-  =  coshex,    ,      a-^K^-Xs 

(0A\)^^i^     ^  y      coshe  dX,_d^       dX,_    R       3*6 

^    ^  '  du,~     dut'        R     ^'  '   3%     3ui    ''3M3""seiAe3t*i3M,^ 

3X,  _   3e_       3X,_     36  senh6       3X,_    R       3*6 

du,   ~  du,'\du^~     du,'        R     ^'3ii3~coslie3M,3i48    " 

Indicando  ora  con  k  una  costante  complessa  qualunque,  pongasi 

cosh  a  =  -=- 
k 

e,  secondo  le  formolo  (B)  pag.  454,  si  determini  una  funzione  Oi  di  tii, 
tis,  U3  che  soddisfi  alle  due  equazioni  simultanee: 

36i        36    _  senh  a  cosh  6  senh  6;  -f  cosh  0  senh  9  cosh  6^ 
3^"^*3li,  ~  R 

(25)  : 

.  30i^    ,    36^ cosh  q  cosh  6  senh  61  +  senh  0  senh  6  cosh  6^ 

*3t«,"^3ui~  R 

le  quali,  a  causa  della  prima  equazione  (11),  sono  come  sappiamo  com- 
patibili. 

Scelta  una  soluzione  81  delle  (25),  si  considerino  secondo  le  (33)  §.  399 

86 
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(pag.  454)  le  superficie  (immaginarie)  trasformate  date  dalla  formola 

senh  6i  Xi  4"  i  cosh  9i  Xj 


(26)  a<  =  a?  —  R 


cosh  0 


colle  analoghe  per  ^,  z.  Dobbiamo  ora  trovare  le  ulteriori  condizioni 
cui  bisogna  assoggettare  6i  affinchè  il  punto  (a:',  y\  z)  descriva  un  nuovo 
sistema  triplo  ortogonale.  Per  questo,  derivando  la  (26)  coli' aver  riguardo 
alle  (24),  (25),  troviamo: 

'òoi  ( 

g—  ==  senh  Oi   —  (senh  6  senh  O^  -[-  tgh  o  cosh  6  cosh  OJ  Xi  — 

—  i  (senh  6  cosh  \  -f-  tgh  o  cosh  6  senh  OJ  X»  -f  ^5=-  X,  | 

g—  =  cosh  6i    —  i  (cosh  6  senh  Oj  -f-  tgh  o  senh  6  cosh  80  Xi  -f- 
(27)/    "^ 

+  (cosh  e  cosh  e^  -h  tgh  a  senh  6  senh  80  X,  +  ^!?^»  x»  | 


-—=  ♦- J  cosh  8i  ;r-i  Xi  —  i  *  senh  Bj  ;r-^ 
9«<8  3m3  3% 


1   +" 

e  quindi 


sente,  +  r::rAi7^co8h6, 


du,    senhOdttjau,  '  ^  cosh  6  dtfiau. 


y  — —  =  0 


X3 


9ui  3t«t 


y  3a/  3a;'  _  A;  cosh  8  senhBi  (  38^  ^^ 

-^  3t4i  3^8  ""        cosh  0         I  3^3'  3% 


R.      3*6         ,,         ÌR      3*8 


senh8  3ui3e<3 


^^'^^^'-co^sheai^H,'^^^'! 


S3a/  3a?'       **senh8cosh8i        ,     38i   ,        ^38 
^—  5—  = r senha  ^ — ^  cosh  a  x 
Stf^Stis              cosh  a         (            du,  '              dfis 

■  senh8i r-g  senhBi  {  . 


senh  8  3ui  3t<,  cosh  8  32^2  3ti3 

Il  nuovo  sistema  triplo  (ui  u,  us)  sarà  dunque  ancora  ortogonale  se 
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la  funzione  Oj  soddisferà,  oltre  che  alle  (25),  alla  ulteriore  equazione 

(25*)  senhox— = — t-^^    .    senhOH r-5^    ^    cos^Bi— cosnox—  . 

^  dUi    senh63Mi3M8  co&hQdutdus  dus 

Ma  questa,  insieme  colle  (25),  forma  un  sistema  illimitatamente  integrabile, 
come  facilmente  si  verifica  tenendo  conto  delle  equazioni  (11)  (pag..534) 
cui  soddisfa  6.  La  soluzione  più  generale  Si  del  sistema  (25),  (25*)  con- 
tiene quindi  una  costante  arbitraria  (complessa).  È  da  notarsi  poi  che, 
soddisfatte  le  equazioni  precedenti,  le  (27)  danno 

(28)      £fe'«  =:  cbf^+di/'+dj/*  =  senh*  6,  d«ì+cosh'  6,  dul+R'  f|^Vdt4  , 

sicché  61  ha  lo  stesso  significato  pel  sistema  trasformato  come  6  pel 
primitivo. 

§.  438. 
Iie  nuove  trasformazioni  reali. 

Il  risultato  analitico  del  teorema  di  permutabilità  conserva  eviden- 
temente, anche  nel  caso  attuale,  il  suo  valore  ;  e  cioè,  se  61  è  legata  a  9 
dalle  (25),  (25*)  con  o  =  si,  e  similmente  O^  a  6  dalle  formolo  stesse 
con  (3  =  <3s,  avremo  una  quarta  soluzione  63  delle  equazioni  fondamentali 
(11)  dalla  formola  (G)  pag.  458 

E  questa  63  sarà  legata  a  O^ ,  6,  dalle  formolo  stesse,  scambiandovi  ai 
con  df. 

Non  resta  ora  altro  che  applicare  le  considerazioni  stesse  dei  §§. 
401,  402  per  comporre  due  trasformazioni  immaginarie  in  una  reale. 
Per  ciò  osserviamo  anche  qui  che  se  si  pone 

Oj  =»  —  Oi      62  =  ic  i  —  6i  , 

mentre  61  soddisfa  alle  (25),  (25*)  con  a  =  oi,  la  6,  soddisferà  alle  equa- 
zioni stesse  con  0  =  02. 

Dopo  di  ciò  la  (27)  ci  darà  per  la  quarta  soluzione  %  la  formola 
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la  quale  ci  dimostra  che  %  è  nuovamente  reale.  Avremo  quindi  un  naovo 
sistema  triplo  ortogonale  reale  {ui  ^Ui^  us)  con  superficie  Ug  -  costante  a 

curvatura  costante  positiva  ^5.,  definito  dalla  formola 

(30)  dsi  =  senh^e,  du\  +  cosV%  dt4  +  R*  (^  dui  . 

Le  equazioni  in  termini  finiti  del  nuovo  sistema  triplo  sì  ottengono 
dalle  formolo  stesse  che  abbiamo  dato  al  §.  400  e  che  non  importa  qui 
trascrivere. 

Terminiamo  queste  ricerche  generali  sulle  trasformazioni  delle  famiglie 
di  Lamé  composte  di  superficie  a  curvatura  costante  coU'osservare  che 
vale  anche  qui,  come  per  le  superficie  isolate,  il  teorema  finale:  Se  di 
ima  delle  indicate  famiglie  di  Lamé  si  conoscono  tutte  le  trasformate  eot^ 
tigue,  Vapplicaisione  successiva  ed  illimitata  del  processo  di  trasformazione 
si  farà  con  sóli  càlcoli  algèbrici  e  di  derivajnone. 

Cosi  p.  e.  se  ad  una  superficie  di  Enneper  della  classe  particolare 
trovata  alla  fine  del  Gap.  XXV  si  dà  un  moto  di  rotazione  attorno 
all'asse,  si  genera  una  famiglia  di  Lamé  (§.  432,  3.^)  che  si  trova  ap- 
punto nelle  condizioni  indicate  nel  teorema. 


§.  439. 
I  giatemi  di  Weingarten. 

Fino  ad  ora  abbiamo  considerato  il  caso  generale  in  cui  le  superficie 
della  famiglia  di  Lamé  sono,  individualmente  considerate,  a  curvatura 
costante,  ma  questa  curvatura  E  è  variabile  dall'una  all'  altra  superficie 
della  famiglia.  Veniamo  ora  ad  occuparci  del  caso  particolare  notevole 
in  cui  la  curvatura  K  è  una  costante  assoluta.  I  sistemi  tripli  ortogo- 
nali corrispondenti  li  diremo  sistemi  di  Wei/ngarten,  poiché  questo  geo- 
metra fu  il  primo  a  riconoscerne  l'esistenza  notando  la  possibilità  del 
passaggio  da  una  superficie  di  curvatura  costante  ad  una  infinitamenU 
vicina  colla  medesima  curvatura,  in  guisa  che  la  distanza  normale  infi- 
nitesima fra  le  due  superficie  sia  una  soluzione  dell'equazione  del  Cajley. 

Per  ricercare  le  proprietà  speciali  dei  sistemi  di  Weingarten,  prende- 
remo per  semplicità  per  la  curvatura  comune  K  delle  superficie  «  =  co- 
stante il  valore  Es±l.  Cominciamo  dal  caso  pseudosferico  E=s  -- 1  e 


I  SISTEMI  DI   WEINGABTXN  549 

faccìama  quindi  nelle  (8)  pag.  530  R^i.  Abbiamo  cosi  il  siertema  di 
equazioni 

/  3*0)       ^iù 

I  3Tf-3^  =  «^^^'^«^ 


2^iù  .      db>    9*tt         ^        dm    Viù 


(31) 


9Mi9tf|3t<8  9tti9usdti8  3tts3Mi9tis 

A.  /    1       3*0)  \  ^  3tó    ,      1       3*0)    3© 

3mi  \co8  (0  3Mi3t<8/  3m8       seno)  3t<s3ti3  3t«t 

A  /    ^       y<o  \  _  3^ 1_    y<o    3w 

\  3ti,\sen(o3M,3!i8/ ~  dth      co8co3Mi3w8  3fij| 

e  scrìviamo  altresì,  per  comodità  dei  calcdi  seguenti,  la  seconda  delle 
precedenti  sotto  le  due  forme  equivalenti: 

3/1     yo)  \  ^ 1     y<o   dfù 

dui  \seno)  3t<s3ti3/  cos  co  3wi3t<9  du^ 

(31*) 

_3_  /  1     yco  \  ^  _i_  yco   3w 

3us  \cos(o3ms3uJ  seDcor  StisdM,  3tii  V 

L'elemento  lineare  dello  spazio,  riferito  al  sistema  pseudosferìco  di 
Weingarten,  ha  la  forma 

(32)  (fe*  =  COS*  «  dui  +  sen*  «  rf«4  +  f ^  )  elf4 . 

Poniamo  per  un  momento 

A  =  /   ^      yco  y      /   1      yco  \>     /3coy 
\cos  0)  3ui3w8/       \sena)  duidt^l       \3tv    ' 

ed  osserviamo  che  dalle  (31),  (31^*0  risulta 


onde 


—  =  0         —  =  0 
dui  dfét  ' 


\co8  <«)  du,dtj  "^  \senft)  du^duj       [dij       ^  ^^^  ' 


dove  F  (ms)  è  funzione  di  t^  soltantd.  Ora  osserviamo  che  cangiando  u» 
in  una  funzione  di  Ua,  ciò  che  non  altera  la  forma  deirelemento  lineare 
(32),  si  può  rendere 

F  (tij)  =s=  e    (e  costante) , 
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ed  il  valore  di  questa  costante  sì  potrà,  senza  alterare  la  generalità, 
modificare  per  un  fattore  positivo.  Cosi  le  equazioni  fondamentali  (31) 
traggono  seco  (disponendo  del  parametro  ih)  le  due  equazioni  del  secondo 
ordine: 


=  sen  (0  cos  co 


(A) 


M  j^y+(-^s^)'-L^)'=c 

\COSiùdUidUzl         VSencoSWgdMa/         \duj 


Ma  viceversa  si  vede  che  dalle  (A)  seguono  le  (31),  sicché  le  (A)  sono 
le  equazioni  caratteristiche  pei  sistemi  pseudosferici  di  Weingarten. 
Pongasi  infatti 

1       3*(o  ^.  1       3*0) 


M  = 


COSO)  duidUi 


N  = 


seno)  9%du3  ' 


e  si  derivi  la  prima  delle  (A)  rapporto  ad  t<3i  e  la  seconda  una  prima 
volta  rapporto  ad  Ui,  una  seconda  rapporto  ad  M2-  Le  tre  equazioni  cosi 
ottenute  si  associno  alla 

3(Mcosft>)  _  3  (Nsencù) 
dut  dui 

e  si  risolvano  le  quattro  rapporto  alle  derivate 

3M       3^       3N       3N  . 
dui  '     dUi  '     dui  '     3w,  ' 

si  ottengono  così  appunto  le  (31),  (31*).  Si  presenterebbe  un  caso  d'ec- 
cezione se  potesse  annullarsi  il  determinante 


cos  0) 

0 
M 
0 


0 

cos  OD 
0 

M 


0    —  sen  (0 
sen  0)     0 


N 
0 


0 

N 


=  N*  cos*  (0  -  M*  sen*  (0 


Ma  allora  ne  seguirebbe 


du 


— —  =  6  cos'  iù  1/  C+U— 


dutdth 


8=±1 


s'=±l 
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e  derivando  la  prima  di  queste  rapporto  a  t«s,  la  seconda  rapporto  a  t«i, 
ne  verrebbe 

dò  che  contraddice  alle  due  precedenti. 

In  modo  perfettamente  analogo  si  tratta  il  caso  dei  sistemi  di  Wein- 
garten  a  curvatura  positiva.  Allora  Telemento  lineare  dello  spazio  prende 
la  forma  (10)  pag.  534 

(33)  efe»  =  senh*  6  dui  f  cosh*  6  dt4  +  (^*<^  » 

dove  0  soddisfa  le  (11)  ibid.  con  R=  1.  In  virtù  di  queste  Tespressione 

/   1      ye  \^    /  1      ^  y  \  I^V 

[senhQduiduJ       [cosh  6  dutduj       \duj 

è  una  funzione  F(t<3)  della  sola  th  e,  cangiando  il  parametro  ti3,  si  può 
rendere  F(tt3)ai.  Così  6  dovrà  soddisfare  il  sistema: 

/  1      ye  y    i  i      ye  \«    l^^ 

\%&ùi^duiduj    '    \cosh6aMi3u8/  "^  \3w3/ 

E  analogamente,  come  sopra  pel  sistema  (A),  sì  dimostrerà  che  dalle  (B) 
seguono  le  altre  equazioni  (11),  per  cui  il  sistema  (B)  caratterizza  le 
funzioni  6  che  danno  luogo,  secondo  la  (33),  ai  sistemi  di  Weingarten 
a  curvatura  positiva. 

§.  440. 
Le  linee  di  eqnidistanxa  nei  sistemi  di  Weingarten. 

In  un  sistema  di  Weingarten  si  consideri  una  qualunque  superficie 
t«s  =="  costante  della  serie  a  curvatura  costante  e  sopra  di  esse  le  linee 
di  equidistanza  H3  =  costante,  cioè  le  linee  lungo  le  quali  è  costante 
la  distanza  infinitesima  normale  e  n  della  superficie  dalla  consecutiva 
(§.  410).  Dimostriamo  che  sussiste  il  teorema:  In  ogni  sistema  di  Wem- 
garten  le  linee  di  equidistanza  svile  superficie  a  curvatura  costante  sono 
drcdi  geodetici  paraUeii. 
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Si  conflideri  dapinrima  il  caso  di  un  sistema  pseudosfeiìeo,  earrispoa- 
dente  alla  forma  (32)  dell'elemento  lineare.  Qui  si  ha 

e  quindi  la  seconda  delle  (A)  si  scrive 
(84)  Ain  =  c4-n», 

indicando  con  Ai  n  il  parametro  differenziale  primo  di  n,  calcolato  rispetto 
all'elemento  lineare 

(fe*  =  cos*  (ù  du\  +  sen*  co  éki 

della  superficie  pseudosferica  u^  =  costante.  La  (34)  ci  dimostra  intanta 
che  le  linee  di  equidistanza  n  =  costante  sono  geodeticamente  parallele. 
Calcoliamo  ora,  colla  formola  di  Bonnet  (I,  pag.  183),  la  curvatura  geode- 


tica —  delle  linee  di  equidistanza: 

Pn 


sen  (0  cos 


(ùf  dui 


seno)     1     dn 


+ 


y/^cos(ù3wij^au,^y^sen  (ùdut 


cos  (0 


1     dn 


Facendo  uso  delle  formolo 


3  /    1     3»\ 
^-  x-  =  cos  «Il  4- 

dUi  \COS  (0  dUi) 


1      dn  diù 


j\8ena)3Mj/ 


sen  OD  n  • 


sen  (Adutdut 
1     dn  diù 


dUi  \8en  0)  duj      ^^"^  ^  "      cos  (o  3«*i  dui  ' 
che  seguono  dalle  (31)  e  dalle  altre 

3Ain      .     dn      dA^n 


dui 


dn      3Ain 3n 

3ui   '    3w8  3m,  ' 


che  provengono  per  derivazione  dalla  (34),  otteniamo 
1  n     n 


(35) 


Dunque  le  linee  di  equidistanza  n  =  costante,  geodeticamente  parai- 
lele,  sono  altresì  a  curvatura  geodetica  costante,  e  però  circoli  geodetici 
paralleli,  e.  d.  d. 

Del  tutto  analoga  è  la  dimostrazione  pel  caso  in  cui  le  ti»  =  costante 
del  sistema  di  Weingarten  abbiano  curvatura  positiva.  Valendo  allora  le 
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forinole  (6),  ed  essendo  T  elemento  lineare  dato  dalla  (33),  si  ba 
(35*)  in 


Dal  teorema  ora  dimostrato  segue  poi  ehe:  Se  un  sistema  di  Wein- 
garten  è  nato,  le  linee  geodetiche  delle  sttperficie  detta  serie  a  curvatura 
costante  si  ottengono  con  quadrature. 

Ed  infatti  conosciamo  su  queste  superficie  un  sistema  di  linee  «^-costante, 
appartenenti  ad  un  sistema  ortogonale  isotermo,  e  le  geodetiche  ortogo- 
nali si  hanno  quindi,  pel  teorema  di  Lie  al  §.  47  (I,  pag.  100),  con  una 
quadratura. 

Così  p.  e.  se  ricordiamo  (§.  432)  che  ogni  superficie  d'Enneper  a  curva- 
tura costante  genera,  per  rotazione  attorno  all'asse,  una  famiglia  di  Lamé, 
ne  deduciamo  :  Sulle  superficie  d'Enn^er  a  curvatura  costante  le  geodetiche 
si  ottengono  con  quadrature. 

§.  441. 
I  sistemi  pseadosferici  di  Weingarten  a  flessione  costante. 

Consideriamo  in  particolare  i  sistemi  pseudosferici  di  Weingarteu» 
che  conviene  distinguere,  secondo  la  formola  (35),  in  tre  specie  secondiO 
che  la  costante  e  è  positiva,  negativa  o  nulla.  Possiamo  fare  corrispon- 
dentemente 

c  =  +l>    c  =  —  1,    c  =  0  , 
e  si  ha  dalla  (35)  ordinatamente 

Pn  Pn  Pn 

D'altra  parte,  per  la  formola  generale  (16)  del  §.  410  (pag.  485),  indi- 
cando con  -  la  flessione  delle  curve  (i^),  si  ha 

Ps 
(36)  -=- p. 
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e  quindi  nei  tre  rispettivi  casi 

Diremo  -  la  flessione  del  sistema  di  Weingarten  e  corrispondentemente 

P8 

avremo  tre  specie  di  questi  sistemi,  secondo  che  la  flessione  sarà>>l,  <1 
ovvero  ==1.  Nel  primo  caso  i  circoli  di  equidistanza  saranno  a  centro 
ideale  (paralleli  geodeticamente  ad  una  medesima  geodetica),  nel  secondo 
a  centro  reale  e  a  distanza  finita,  e  nel  terzo  infine  oricicli  paralleli 
L'ultimo  caso  è  specialmente  notevole.  Basta  che  una  delle  curve  («3) 
sia  a  flessione  costante  =  1  ed  allora  sopra  ogni  superficie  pseudosferica 
del  sistema,  per  le  (35),  (36),  le  linee  di  equidistanza  sono  oricicli  paral- 
leli ed  in  conseguenza  tutte  le  altre  curve  (%)  sono  a  flessione  costante  =  l. 
Diremo  in  questo  caso  che  il  sistema  di  Weingarten  è  a  flessione  coshade. 
Esso  è  caratterizzato  dal  valore  e  =  0  della  costante  e  in  conseguenza 
dalle  equazioni  per  co: 

(A*) 

/  1     y(o  \«  /  1    Viù  v_JM^ 

\cos  iù  3wi  duj      \sena)  dth  duj  ""\3tiJ 

Se  si  indica  con  6  V  angolo  che  la  direzione  positiva  della  normale 
principale  alla  curva  coordinata  (u,)  forma  sulla  superficie  pseudosferica 
colla  linea  Ut  =  costante,  si  ha  per  le  formolo  del  §.  409 

cose  =  —  21= L_?l^ 

Tu  Hi  Hs  oUi 

8en6=-  P*  =_-J_?^ 

Tn  H2  Ha  3m» 

e  si  può  quindi  sostituire  al  sistema  (A*)  il  seguente 

3*0)      a«ft) 

;^-5   —;>—•  =  sena)  COSO) 
dui       3  Ut 

/n\  (       3*tt)  ^3(0 

3*0)  g,  3(1) 

-senOseno); 


dihdUs  cUs 
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Le  forinole  (31),  che  seguono  da  queste,  danno  allora 

^^'^       ali; +  3;;="^°  **=««"' ali; +  a;i;  —  «'ses^»"». 

dalle  quaU  eliminando  a>  si  ha 

3*8     3«e  .       ^ 

(38)  3"i?""a~«  =sen  6  cos  6 . 

DeriTando  le  (37)  rapporto  ad  «13  abbiamo 

3*6  .  36        yo  n  36 

(39)  ^7-^5-  =  cos  6  cos  (0  ^—  ,  5—^7-  =  sen  6  sen  co  =—  , 

da  cui 

^^^^  \còP3ii^ +\8èn^3i;^  ""l^    ' 

Dalle  (38),  (40)  risulta  che  6  soddisfa  al  sistema  (A*),  e  però  al  dato 
sistema  di  Weingarten  a  flessione  costante  se  ne  associa  un  secondo 
corrispondente  alla  formola 

(&«  =  cos*  6  dwf  +  sen«  6  rft4  +  ||?-V(iiiJ . 

La  relazione  geometrica  di  questo  secondo  sistema  di  Weingarten 
col  primitivo  si  vedrà  chiaramente  piti  avanti  (§.  445). 


§.  442. 
I  sistemi  ciclici  di  raggio  costante. 

Tra  i  sistemi  pseudosferici  di  Weingarten  a  flessione  costante  noi 
conosciamo  già  i  sistemi  ciclici  di  Ribaucour  a  raggio  costante  (§.  272). 
Per  vedere  come  la  loro  esistenza  risulti  altresì  dalle  formolo  generali 

del  §.  precedente,  osserviamo  che,  indicando  con  =-  la  torsione   delle 

curve  (%)  in  un  sistema  di  Weingarten  a  flessione  costante  definito 
dalle  (C),  avremo  per-  le  (14)  del  §.  409  (pag.  484) 

36 
^_3m8 
T»  ""  3|o  • 

3tÌ8 


556  CAPITOLO  XXVII.  —  §.  442 

e  però  se  6  è  indipendente  da  Ua,  sarà  =^  =  0,  cioè  le  curve  (i^)  saranno 

circoli  dì  raggio  =3 1.  Per  ottenere  questi  sistemi,  basta,  secondo  il  §. 
precedente,  partire  da  una  superficie  pseudosferica  arbitraria  S  (di 
raggio  =3 1)  il  cui  elemento  lineare  riferito  alle  Kftee  di  currstiffa  aia 

cfo*  =  cos'  6  A^  -f  sen*  6  di4  , 

e,  determinando  o>  dal  sistema  illimitatamente  integrabile 

X — h  ^5—  =— cose sen e* 

dUi  9f4y 

3(0    ,    39  A 

-  +  ^  =8606  COBO». 

prendere  per  terza  variabile  Uz  la  costante  arbitraria  che  entra  in  o>; 
così  la  (0  verrà  appunto  a  soddisfare  alle  (G).  Il  sistema  ciclico  di  Ribau- 
cour  corrispondente  sarà  definito  da 

ds^  =  eos*  a>  dwj  +  sen*  a>  dfc^  -|-  (^--|  ck4 

e  le  superficie  pseudosferiche  tk  =  costante  saranno  qui  le  od^  comple- 
mentari della  S. 

È  bene  osservare  che  dalle  formolo  (39),  confrontate  colle  due  ultime 
(C!),  si  deduce 

39  3tì) 

essendo  ^  {tk)  funzione  di  th  soltanto  ;  ne  segue  che  se  per  un  sistema 

particolare  di  valori  di  t«i,  Ut  risulta  ^  =  0,  sarà  ^  (ti,)  s  o,  e  per  ciò 

36 
costantemente  ^  ='  0.  Geometricamente  ciò  si  interpreta  col  teorema: 

Se  in  tm  sistema  di  Wemgcvrten  a  flessione  costante  =  1  una  ddle 
traiettorie  ortogonali  delle  superficie  pseudosferiche  è  un  circolo  di  raggio  »  1, 
tutte  le  altre  saranno  circoli  dello  stesso  raggio  ed  U  sistema  sarà  un 
sistema  ciclico  di  RiboMcour. 

Osserviamo  che  già  dal  teorema  enunciato  alla  fine  del  §.  430  risulta 
resistenza  di  infiniti  sistemi  di  Weingarten  a  flessione  costante  che  non 
coincidono  con  sistemi  ciclici  di  Ribaucour.  Per  definire  un  tale  sistema 
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si  può  dare  infatti  ad  arbitrio:  1.®  una  superficie  pseudosferica  S  di 

raggio  =  R.  2."  una  curva  F  a  flessione  costante  :5  uscente  da  un  punto 

di  S  normalmente  a  questa  superficie.  Il  sistema  pseudosferico  di  Wein- 
garten,  che  ne  risulta  individuato  pel  citato  teorema,  sarà  a  flessione 
costante,  perchè  anche  tutte  le  altre  traiettorie  ortogonali  delle  superficie 

pseudosferiche  avranno  (§.441)  la  flessione  =  :5.  D'altra  parte  basta 

che  la  curva  iniziale  V  non  sia  un  circolo  e  nessun' altra  traiettoria  orto- 
gonale sarà  un  circolo,  cioè  il  sistema  non  sarà  ciclico. 

È  evidente  poi  che  :  In  ogni  sistema  di  Weingarten  a  flessione  costante 
i  sistemi  ciclici  osculatori  lungo  ciascuna  superficie  pseudosferica  saranno 
sistemi  ciclici  di  Ribamour  di  raggio  costante. 

Possiamo  poi  servirci  della  considerazione  dei  sistemi  cidiei  oscu- 
latori per  dimostrare  la  seguente  proprietà  caratteristica  dei  sistemi  di 
Weingarten  a  flessione  costante:  Se  in  una  famiglia  di  Lamé  le  traiet- 
torie ortogonali  sono  curve  (non  piane)  colla  medesima  flessione  eostatìte, 
le  superficie  della  famiglia  soru>  pseudosferiche  d  egual  raggio,  ed  U  sistema 
triplo  corrispondente  è  quindi  un  sistema  di  Weingarten  a  flessione  costante. 

Ed  infatti  ogni  sistema  ciclico  osculatore  del  sistema  triplo  dato 
lungo  una  superficie  S  della  famiglia  consterà  di  circoli  di  egual  raggio  R 
e  quindi,  per  quanto  abbiamo  dimostrato  al  §.  272  (pag.  146),  la  super- 
ficie S  sarà  pseudosferica  di  raggio  R,  a  meno  che  non  sia  una  superficie 
modanata.  In  quest'ultimo  caso  le  linee  di  equidistanza  sulla  S  saranno 
le  Unee  di  curvatura  non  geodetiche,  e  si  vede  subito  che  le  traiettorie 
ortogonali  della  famiglia  saranno  allora  circoli  tracciati  nei  piani  tangenti 
di  una  sviluppabile.  E  infatti  se 

ds'  =  Hf  dw?  +  Hi  df4  +  nidul 

e  il  ds*  corrispondente  al  nostro  sistema  triplo,  sarà  Hs  indipendente 
da  Ui  0  da  ti,,  poniamo  da  u^.  Allora 


r« 


indi  per  le  (14),  (15),  pag.  484 


la  quale  ultima  formola  ci  dimostra  appunto  che  le  (u^)  sono  circoli. 
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§.  443. 
Sistema  triplo  ortogonale  di  Weingarten  composto  di  elicoidi. 

Vogliamo  considerare  nel  presente  §.  un  particolare  sistema  di  Wein- 
garten  molto  notevole,  che  si  ottiene  cercando  di  soddisfare  le  equazioni 
fondamentali  (A),  ovvero  le  (B)  §.  439,  con  una  funzione  (o  che  sia  fun- 
zione di  una  combinazione  lineare 

t  =  a  Wi  +  6  ti,  +  Ms  (a,  6  costanti) 

delle  variabili  Ui,  t«2,  tis.  Poniamo  p.  e. 

a>  =  ^(t) 

e  la  prima  delle  (A)  ci  dà 

^_sen/cos/ 

I—    a«  — 6«     ' 
da  cui  integrando 

r  =  (r  +  ^^,  (Scostante) 

e  la  seconda  delle  (A)  sarà  pure  identicamente  soddisfatta,  il  valore 
della  costante  C  nel  secondo  membro  essendo 

Prendiamo  C  =  1  e  sia  6  >  a;  avremo 


onde 

sen  a>  s  sn  (t,  Ti) ,  cos  a>  =  cn  (r,  h)^  h- 


yJV-^a^ 


e  per  la  forma  dell'elemento  lineare  dello  spazio  risulterà  la  formola 

notevole 

(41)  efe*  =  cn*  T  dw?  +  sn*  T  dttj  -f  dn*  t  dw| 

1 


t  =  aui  +  6uji  +  M8 ,  *= 


V6«- 
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Il  modulo  h  delle  funzioni  ellittiche  rimane  qui  arbitrario  mentre  le 
costanti  a,  b  sono  legate  dalla  relazione 

Per  i  raggi  principali  di  curvatura  delle  superficie  dei  tre  sistemi 
troviamo  dalle  formole  (7)  del  §.  409  (pag.  482):    * 


(42) 


1  dnt      1  T  71  cn  r 

—  =a ,  —  =  —  bir  -z — 

ru  snt  '  r»  dnt 

1  7 • sn  t      1         -  dn  T 

—  =» — aJf  -2 —  ,  —  =s  -  6 , 

ri3  dn  T     r«  cn  t 


1 

♦"31 

=  - 

snt 
cnt 

1 

= 

CUT 

snt 

e  quindi  per  le  rispettive  curvature 

K,  =  — a»A?,  K,  =  **6',  Ka 1, 

onde 

Ki  +  K,  +  K3  =  0 . 

Come  si  vede,  in  questo  sistema  di  Weingarten  tutte  tre  le  famiglie 
di  superficie  sono  a  curvatura  costante,  due  negative  e  la  terza  positiva. 
Di  più,  siccome  per  ciascuna  superficie  della  famiglia  tanto  i  coefficienti 
della  prima  quanto  quelli  della  seconda  forma  quadratica  fondamentale 
sono  funzioni  di  una  combinazione  lineare  delle  variabili,  risulta  che  le 
superficie  di  ciascuna  famiglia  sono  elicoidi  congruenti  fra  loro.  Le  equa- 
zioni in  termini  finiti  dell'attuale  sistema  si  ottengono  per  funzioni  ellit- 
tiche (^)  e  si  trova  allora  che  i  tre  sistemi  elicoidali  hanno  il  medesimo 
asse.  Ogni  elicoide  a  curvatura  costante  può  appartenere  ad  un  tale 
sistema,  cioè  si  ha  il  teorema:  Un  elicoide  qualunque  a  curvatura  costante 
genera  per  rotazione  attorno  aU'asse  una  famiglia  di  Lamé;  le  altre  due 
famiglie  sono  ancora  costituite  di  elicoidi  congruenti  cu  curvatura  costante 
cól  medesimo  asse.  Due  delle  curvature  sono  negative,  la  terza  positiva  e 
la  somma  delle  tre  è  nulla. 

Particolarizzando  i  valori  della  costante  a,  6,  si  può  anche  fare  in 
modo  che  il  nostro  sistema  triplo  elicoidale  riesca  a  flessione  costante. 
Avendosi  infatti 

1  —  i  a.  i       1  -u  ^'^  — 1 

pJ~»l3"^rÌ3  =  ^+     dn't      ' 

(^)  Cf.  la  mia  memoria:  Sopra  una  classe  di  sistemi  tripli  di, super  fide  orto- 
gonali, che  contengono  v/n  sistema  di  elicoidi  aventi  a  comune  l'asse  ed  il  passo. 
(Annali  di  matematica  1885). 
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basterà  prendere 

1  To' 

per  avere  un  sistema  di  Weingarten  a  flessione  costante 

1  =  1. 

Ma  esso  non  degenera  in  un  sistema  ciclico  di  Ribaucour,  perchè  si 
trova 

L-JL 

valore  non  nullo. 

Notevole  è  ancora  il  caso  particolare  in  cui  nelle  formolo  (41),  (42) 
si  prende  il  modulo  k  delle  funzioni  ellittiche  =  1,  con  che  le  funzioni 
ellittiche  degenerano  in  iperboliche  e  si  ha 

^  =  tgh«td«4+^^(*«?-hrft4). 

Le  superficie  Ui  =  costante,  tis  ^costante  sono  allora  elicoidi  del  Dini, 
congruenti  in  ciascuna  serie  e  coassiali,  mentre  le  Ut  =  costante  sono  le 

sfere  dì  raggio  costante  =  -r  coi  centri  suir  asse. 

§.  444. 

La  trasformanone  di  B&cklaiid  pei  sistemi  di  Weingarten. 

Ai  sistemi  pseudosferici  di  Weingarten  potremo  applicare,  secondo 
i  risultati  generali  dei  §§.  433,  434,  la  trasformazione  elementare  (reale) 
di  Bàcklund  per  derivarne  nuovi  sistemi  della  medesima  specie.  Le  for- 
molo che  legano  le  due  funzioni  caratteristiche  co,  9  pel  sistema  primitivo 

efe«  =  cos*  a>  dwi  +  sen*  (o  dui  +•  f^J  dw} 
e  per  il  trasformato 

cfo'*  =  cos*9  (feii  +  sen*<p  dìJ%  +  (^  d/ui 

saranno,  per  la  (I)  pag.  540,  essendo  qui 

R  =  1    ,     i  =  cos  0  , 
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/  3£     '  3tó    C08  CD  sen  y  -f  sen  a  sen  a>  cos  y 

3ui   '  3w,  cos  o 

)  ^  -L.  — sen  ft)  cos  y  +  sen  q  cos  o)  sen  y 

^^1  3t^  "^  3wi  ~  coso 

'  3'f    ,   cos  -3    9*0)  ,   cos  0    3*(tì  ,    dm 

sen  0  ^  -^ —  cos  y  -^ ^    ^    sen  y  +  :5--  ==  0  . 

3m8       cosci)  3wi3ti8       ^       senmduidu^       ^       du^ 

È  importante  osservare  che  Tespressione 

/   1       d%  Y      I    1       3'ft)  \'      /3(tì\« 
\cos  (0  3wi3t<8/       Iseno)  du^du^       \3u3/ 

è  un  invariante  per  la  trasformazione,  cioè  si  avrà: 

(43)      /  J_  J!^V+  I- ^V-  f^ì'= 

^    ^      \cos  y3Mi3%/    '    VsenySwjSwa/       \3us/ 

=  /_!_    3»a)  \^      /    i       yo)  y      /3tó\« 
\cos  0)  3wi 3u3/  "*    \sen od  dif^du^       \3 %/ 

E  infatti  dalle  (D),  osservando  le  (31),  (31^^)  pag.  549,  si  traggono 
le  seguenti: 

/  cosa    3*9  3(p    ,  3tì)    , 

^     l      =  COSCO  ^  +  sen  0  cos  CD  ;r Y- 

C08<p3ui3u8  dti3  3tt8 


1       3'tì)  1       3*0) 

+  cos  0  sen  o)  sen  y ;r—^ cos  o  sen  m  cos  <p ^    ^ 

^  cosa)3uidti8  ^  seno)3tis3u3 

cos  0    3*9  3'f    ,  3o) 

^    ^    =  sento  ^  +  sen  0  sen  to  ;r 

sen<p  ofhèu^  3ti8  du^ 

1       3*0)      ,  1       3*to 

—  cos  0  cos  0)  sen  y r— r — f-  cos  o  cos  o)  cos  y z — :r-  • 

"^  cos to  3ui3ti3  ^  sento  3tis3t«3 

da  cai  quadrando  e  sommando,  coU'aver  riguardo  alla  terza  delle  (D), 
si  deduce  appunto  la  (43). 

Stabilita  questa  formola,  ne  risulta  che,  scelto  il  parametro  %  in  guisa 
che  to  soddisfi  le  (A)  pag.  550,  anche  la  y  soddisferà  le  medesime  equazioni 

3*9        3*9 

/_i ^w  (  1    y?  V  /3?\"_  e 

\C0S9  3tii3w3/  "■    \sen9  3M83w3/       \3t<3/  ' 

senza  che  sia  cangiato  il  valore  della  costante  C.  Dunque:  la  flessione 

86 
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del  sistema  derivato  sarà  >>  1,  =  1  ovvero  <<  1,  secondo  che  accade 
l'uno  0  l'altro  dei  tre  casi  pel  sistema  primitivo.  In  particolare; 

Ogni  sistema  di  Weingarten  a  flessione  costante  si  cangia  per  trasfor- 
mazione di  BacMund  in  sistemi  della  medesima  specie. 

Ponendo  poi  nel  caso  dei  sistemi  di  Weingarten  a  flessione  costante 
(§.441): 

a»tì)  3*0) 


__-     = -^^-      ,        sene= 7 


9(0 
cos  tì>  X —  sen  (o  :^— 

3V  a'y 


risulta 


.              duidih                      ,              3wt3tt3 
cos  4»  = ^-      ,        sen  ò  =  -  — ^-  , 

'''  ^  air,  «*^  ^  3;^ 


cos  (0  cos  h — 6)  —  sen  n  sen  od  sen  (?>  -  6)  —  cos  a  cos  co 

cos  (p  = ^ ^—z -, ^^7 — 

^  1  —  coso  cos  (f — 0) 

sen  0)  cos  ('f — 6)  +  sen  a  cos  w  sen  h — ^6)  —  cos  n  sen  © 
1  —  cos  0  cos  (ìp— 6) 

e  derivando  rapporto  ad  M3  ne  segue: 

3^   . seno 36  

3%         1  —  cos  a  cos  ('f  — 0)  3ti3 

Dunque  se  ^  =  0  anche  j^  =  0,  cioè  (§.  442)  : 

1  sistemi  ciclici  di  R'ibaucour  si  cangiano  per  trasformazione  di  BacMund 
in  nuovi  sistemi  ciclici. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  e  del  precedente  si  può  anche 
fare  direttamente,  osservando  la  legge  geometrica  secondo  cui  la  trasfor- 
mazione  di  Backlund  cangia  una  curva  C  traiettoria  ortogonale  delle  su- 
perficie pseudosferiche  di  un  sistema  di  Weingarten  nella  corrispondente 
curva  G"  del  sistema  trasformato  :  il  segmento  P  P'  che  unisce  due  putiti 
corrispondenti  di  C,  C  è  costante  -  cos  3  e  tarmale  alle  due  curve,  mentre 

Vangelo  ddle  rispettive  tangenti  i»  P^  P'  a  C,  C  è   =  — -3  . 

Trattando  direttamente  una  tale  trasformazione  per  una  curva  arbi- 
traria C,  si  trova  subito  che  se  si  indica  con  6  T angolo  d'inclinazione 
del  segmento  P  F  sulla  normale  principale  in  P  alla  C,  risulta  6  definito, 
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nelle  solite  notazioni,  dalla  equazione  differenziale 


d6 _L   I      1     /cos  (3  cos  6  ^    \ 

ds~f^  seno  \        p  / 


Tenendo  fisso  -j  si  hanno  cx>^  curve  C  derivate  dalla  C;  esse  sono 
evidentemente  tracciate  sulla  superficie  canale  che  ha  per  asse  la  curva 
C  e  per  raggio  R  =  cosa  e  tagliano  i  circoli  sotto  l'angolo  costante  o. 

Per  la  flessione  -r  delle  curve  C  si  trova  la  forinola 

/l        ,\/,       cosacose\«  ,    /l  \ 

dalla  quale  si  deduce  appunto  che  -  ^  —  1  ha  il  segno  di  — ^  —  1  e  si 

annulla  con  essa.  Dunque  se  C  è  a  flessiope  costante  =  1  anche  tutte 
le  C  hanno  la  medesima  flessione.  Di  più  è  facile  vedere  che  se  G  è 
un  circolo  anche  le  C  sono  circoli. 

§.  445. 
La  trasformazione  complementare  dei  sistemi  di  Weingarten. 

Neir  applicare  la  trasformazione  di  Backlund  ai  sistemi  di  Weingarten 
è  ammissibile  il  caso  speciale  notevole,  in  cui  T  angolo  o  sia  eguale  a 
zero  e  quindi  la  trasformazione  di  B'àcklund  si  cangi  nella  trasfarmaaiane 
complementare,  ciò  che  nel  caso  generale  dei  sistemi  pseudosferici  a 
raggio  R  variabile,  a  causa  della  formola  A;  =  R  cos  a,  non  poteva  eviden- 
temente aver  luogo. 

Esaminiamo  ora  questo  caso.  Allora  la  terza  delle  (D)  diventa  un  a 
equazione  in  termini  finiti  per  'f ,  e  cioè 

1       a*(i)             ,1       dhù  ,    d(ù 

(44)  ^    ^    cos  'f  -I ^    ^    sen'f  4-  x—  =  0  . 

COStódMidMs  senwStfsdMs         ^        dUs 

Ma  per  le  formolo  del  §.  409 


cos  0  = =  —  p3 


ri3  3ft) 

COSO)  X— 
3«CD 


ep3  CUiPU^ 


sen  CD  =— 

9tt3 
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dove  6  è  l'angolo  che  la  normale  principale  positiva  delle  curve  (ti,) 
forma  colle  linee  Ug»  costante;  la  (44)  può  quindi  scriversi 

(45)  cos  ((p  -  6)  =  p3 

e  dà  due  valori  reali  e  distinti  per  '^  quando  la  flessione  —  del  sistema  di 

Weingarten  è  >>  1  ed  invece  V  unico  valore  ;p  =  6  pei  sistemi  a  flessfone 

costante  —  =1.  Ora  basta  derivare  la  (44)  una  volta  rispetto  ad  tèi, 
h 

una  seconda  rispetto  a  Wj,  col  tener  conto  delle  formolo  (31),  per  accer- 
tarsi che  la  funzione  <p  soddisfa  alle  due  prime  (B). 

Per  interpretare  geometricamente  questo  risultato,  assumiamo  sopra 
una  superficie  pseudosferica  S  del  sistema,  supposto  a  flessione  >  1, 
per  linee  coordinate  a,  p  i  circoli  geodetici  di  equidistanza  e  le  geode- 
tiche  ortogonali.  L'elemento  lineare  della  S  prenderà  la  forma  iperbolica 

(fc*  -f  da*  +  cosh*  a  rfp* . 

Ora  se  con  Q  indichiamo  V  angolo  che  la  direzione  definita  dalla  (44) 
forma  colla  geodetica  p=s  costante,  avremo 

Q  =^  —  6 
e  la  (45)  essendo  per  la  (36)  pag.  553 

—  =  p^  =  coth  a 
h 
diventa 

cos  Q  =  tgh  a  , 

dove  a  è  la  distanza  geodetica  del  punto  P  che  si  considera  su  S  dalla 
geodetica  «  =  0.  Ma  per  la  formola  che  dà  Vangalo  di  parallelismo  in 
geometria  non-euclidea  (I,  pag.  397),  l'angolo  Q  è  appunto  l'angolo  di 
parallelismo  relativo  al  punto  P  ed  alla  geodetica  a  =  0.  Abbiamo  dunque 
il  risultato  seguente: 

Baio  un  sistema  pseudosferico  di  Weingarten  a  flessione  — l>l,si  con- 

Sideri  sopra  ogni  superficie  pseudosferica  S  del  sistema  qudla  determinata 
geodetica  g  che  appartiene  alle  linee  di  equidistanza  e  sopra  S  si  traccino 
le  geodetiche  parallele  nell'uno  o  ndV altro  senso  alla  g.  Se  ddla  S  si 
prende  la  superficie  complementare  Si  o  S_i ,  rispetto  alV  uno  o  àtTaUro 
dei  due  sistemi  oo*  di  geodetiche  parallele,  le  oo*  superficie  Si ,  come  le  S_i , 
daranno  luogo  a  due  nuovi  sistemi  di   Weingarten. 
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Per  confermare  il  teorema  precedente  possiamo  anche  ricorrere  alle 
proprietà  delle  linee  a  doppia  curvatura  osservate  al  §.  13  (I,  pag.  26). 
Se  consideriamo  una  curva  C  del  sistema  (213)  e  le  sue  due  trasformate 
Ci,  Ci  la  formola  (45) 

cos  a  =  p8 

dimostra  che  Ci ,  d  sono,  sulla  superficie  canale  di  raggio  =  1  che  ha 
per  asse  la  curva  C,  i  due  rami  dello  spigolo  di  regresso  di  questa  su- 
perficie, e  per  ciò  le  tangenti  a  Ci ,  C_i  in  due  punti  corrispondenti  sono 
perpendicolari  alla  tangente  nel  punto  corrispondente  alla  C.  Ricordando 
le  proprietà  della  trasformazione  complementare,  ne  segue  che  Ci  è  traiet- 
toria ortogonale  di  tutte  le  Si  come  d  di  tutte  le  S.i.  Ne  risulta 
quindi  nuovamente  che  le  Si,  come  le  S.i ,  formano  una  famiglia  di  Lamé, 
corrispondendosi  su  due  tali  superficie  le  linee  di  curvatura. 

Così  da  ogni  sistema  pseudosferico  (S)  di  Weingarten  a  flessione  >  1 
ne  deduciamo  due  nuovi  (SO,  (S-i),  che  diremo  i  complementari  di  (S)  ; 
essi  hanno,  come  il  primitivo,  la  flessione  >^  1  (§.  444).  Potremo  quindi 
applicare  tanto  a  (Si)  che  a  (S^i)  di  nuovo  la  trasformazione  comple- 
mentare. Ma  poiché  ogni  volta  uno  dei  due  sistemi  complementari  è 
il  primitivo,  così  vediamo  che  il  sistema  noto  (S)  darà  luogo  con  sóle 
operazioni  di  derivojnone  ad  una  catena  di  sistemi  di  Weingarten 

(S^,),  (S-i),  (S),  (Si),  (S,) 

estendentesi  air  infinito  nei  due  sensi;  ciascuno  di  questi  sistemi  ha  per 
complementari  i  due  contigui  nella  catena. 

Però  se  il  sistema  (S)  è  a  flessione  costante  —  =  1,  allora  i  due 

Ps 

sistemi  complementari  si  riducono  ad  uno  solo  (SO  e  la  relazione  fra 
(S),  (SO  è  involutoria.  Ciascuna  delle  due  famiglie  di  Lamé  ha  per  traiet- 
torie ortogonali  i  luoghi  dei  centri  di  curvatura  delle  corrispondenti 
traiettorie  ortogonali  dell'altra  famiglia. 

§.  446. 

La  distansa  normale  inflniteBima  fira  due  superficie  sacoessiye 
in  nna  famiglia  di  Lamé  a  cnrvatara  costante. 

Ritorniamo  ora  alle  famiglie  generali  (S)  di  Lamé  composte  di  super- 
ficie a  curvatura  costante  K,  essendo  però  K  variabile  con  continuità 
dall'una  all'altra  superficie  della  famiglia,  e  consideriamo  la  distanza 
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normale  infiaitesima  s  <t>  fra  una  superficie  S  della  famiglia  e  la  succes- 
siva. Le  equazioni  di  Lamé  si  traducono  per  <I>  in*  un  notevole  sistema 
di  equazioni  simultanee  alle  derivate  parziali,  che  già  abbiamo  incontrato 
nel  Gap.  XX  nelle  applicazioni  del  nuovo  metodo  di  Weingarten  alle 
superficie  di  curvatura  costante,  e  questa  coincidenza  ci  fa  riconoscere 
una  nuova  ed  interessante  proprietà  delle  nostre  famiglie  di  Lamé. 

Si  consideri  dapprima  un  sistema  triplo  ortogonale  pseudosferico  (a 
curvatura  variabile)  corrispondente  alla  forma  (9)  §.  430  (pag.  531)  del- 
l'elemento lineare 

(fo«  =  cos*  0)  dui  +  sen*  w  dwj  +  R*  f^j  d«|  . 

Qui  la  distanza  normale  infinitesima  fra  la  superficie  psendosferìca 
Ua scostante  e  la  successiva  è  proporzionale  a 

Basta  ora  ricordare  le  equazioni  (8)  pag.  530  cui  deve  soddisfare  «> 
per  vedere  che  le  tre  ultime  C  =  0,  B  =  0,  D  =  0  si  traducono  per  4>  nel 
sistema  simultaneo 

.    3*<l>  _  3(0  3*  3(0  3<> 

*  duidut  dtiidui  3mi3w, 


dove 


3'*  ,       3o)  3*   ,      ^     3o)  3<l>  ,  sen'o) .     / 1  \' 

M  ="'«"3^3-;i;  +  ^''"3t7.3^+-^^*ÌR) 

\R/        dwsU/ 


sento  cos  a> , 


Ora  per  unMndividuata  superficie  pseudosferica  Uj-c,  nelle  solite 
notazioni  della  teoria  generale,  abbiamo 

E  =  cos*  <o    ,      G  ==  sen*  w    ,      F  =  0  , 

ed  essendo 

r,  =  —  R  cot  (0     ,       ri  =  R  tg  (0  , 
ne  segue 

j. sen  (0  cos  (0  j.„ sen  a>  cos  <o         ^, 
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le  precedenti  formolo  (a)  sì  scrìvono 

a**         jll|3*    ,    lll)a<l>       ^„^   ,      ,. 

(s\  i!*_  _  ji2!  3^  ,  1121  a^ 

^'         ]  duidun     (  1  )  a«i  "•"  1 2  i  a«, 

I»  (22)  34>        (22)  34» 


dtii 


essendo  a  la  costante  —  ^  per  t«8  =  c. 

Ed  ora  se  consideriamo  anche  il  caso  di  un  sistema  triplo  ortogo- 
nale in  cui  le  superficie  t^  =  costante  siano  a  curvatura  positiva  E,  ado- 
perando le  formolo  del  §.431,  troviamo  che  la  distanza  normale  infini- 
tesima e  4>  fra  una  superficie  u^  »  costante  e  la  successiva  soddisfa  ancora 
al  sistema  (p). 

Confrontando  le  formolo  (?)  con  quelle  (D)  del  §.  307  (pag.  237), 
vediamo  che  le  prime  ne  sono  un  caso  particolare,  la  superficie  S  essendo 
riferita  alle  sue  linee  di  curvatura.  Cos)  abbiamo  stabilito  il  teorema: 

In  qualsiasi  famiglia  (S)  di  Lamé  composta  di  superficie  a  curvaiu/ra 
costatUey  se  si  riferisce  u/na  superficie  S  deila  famiglia  ad  un  sistema 
qualunque  di  coordinate  curvilinee  (u,  v)  e  con  &<P  si  indica  la  distanza 
normale  infinitesima  fra  la  superficie  S  e  la  successiva  nella  famiglia^ 
questa  funeUme  <^  soddisfa  al  sistema  simultaneo  di  equaaioni  aUe  deri- 
vate parziali 

(  *„  =  — KG<I>  +  aD"  . 

In  queste  formolo  abbiamo  denotato  al  solito  con 

Edu*  +  2Fdudv  +  G  di^ 

D  dw*  +  2  D'du  dv  +  D"  dif 

le  due  forme  quadratiche  fondamentali  della  superficie  S,  e  con  a  una 
costante  che  è  proporzionale  alla  variazione  della  curvatura  K  nel  pas- 
saggio dalla  S  alla  successiva.  La  costante  a  è  dunque  eguale  a  zero 
solo  quando  K  è  assolutamente  costante,  cioè  quando  (S)  è  una  famiglia 
di  Weingarten. 
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§.  447. 
Interpretazione  geometrica. 

Veniamo  ad  interpretare  geometricamente  questi  risultati.  Comin- 
ciamo dal  caso  più  semplice,  cioè  dal  caso  dei  sistemi  di  Weingarten  in 
cui  a-0.  Allora  il  sistema  (E)  si  riduce  a  quel  sistema  di  equazioni 
a  derivate  parziali  che  abbiamo  particolarmente  studiato  al  §.  184  (I, 
pag.  410),  a  cui  soddisfano  le  coordinate  di  Weierstrass  in  una  molti- 
plicità  a  due  dimensioni  di  curvatura  costaiite  K.  Segue  di  qui  nuova- 
mente che  le  linee  di  equidistanza  <t>=costante  sulle  superficie  S  sono 
circoli  geodetici  paralleli,  come  già  abbiamo  osservato  al  §.  440.  Ora 
consideriamo  i  piani  normali  alle  linee  <I>  =^  costante  di  equidistanza 
sulla  S,  ossia  i  piani  osculatori  nei  punti  di  S  delle  traiettorie  ortogo- 
nali della  famiglia  (S).  D  loro  inviluppo  non  è  altro  che  la  superficie  S 
complementare  di  S  rispetto  alle  geodetiche  normali  alle  $-=»  costante 
ed  ha  un  elemento  lineare  che  dipende  unicamente  dal  valore  E  della 
curvatura. 

Un  risultato  del  tutto  simile  otteniamo  per  le  famiglie  generali  di 
Lamé  a  curvatura  costante.  Abbiamo  infatti  dimostrato  ai  §§.  307,  308 
che  se  4>  è  una  soluzione  qualunque  del  sistema  (E),  ave  la  cosicmie  a 
non  sia  nullaf  V  inviluppo  dei  piani  normali  alle  linee  4>  =»  costante  è 
una  superficie  S  cui  compete  la  forma 

ds*  =  c""*''  rfw*  4-  I  2  (v-tt)  e-**  —  ^ìdv^ 

dell'elemento  lineare  (fc,  dipendente  unicamente  dal  valore  K  della  cm^ 
vatura.  Questo  elemento  lineare  si  è  visto  (pag.  240)  appartenere  alla 
quadrica  immaginaria 

(46)  y'  +  ^  +  (^-y-i^)*  =  ^, 

che  oscula  in  un  punto  il  circolo  immaginario  all'infinito.  Ora  basta 
rammentare  le  proprietà  generali  delle  linee  di  equidistanza  (§.  410), 
secondo  le  quali  i  piani  normali  a  queste  linee  non  sono  altro  che  i  piani 
osculatori  delle  traiettorie  ortogonali  della  famiglia  (S)  per  dedurne  il 
teorema  finale: 

Jn  offni  famiglia  (S)  di  Lamé  composta  di  superficie  S  a  cimHxhira 
costante  K  (variabile  dalV  una  all'altra  superficie  della  famiglia)  i  piani 
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oscidatorì  nei  punii  di  una  superficie  S  delle  eu/rve  traiettorie  ortogonali 
deUa  famiglia  (S)  inviluppano  una  superficie  S  d^  demento  lineare 

&•  =  éJ-«"  dw«  +  I  2  (v-u)  «-•"  —  ^  I  dt^  , 

che  dipende  unicamente  dai  valore  E  ddla  curvatura. 

Così  variando  comunque  la  superficie  S,  restando  fissa  la  curvatura  E 
e  cangiando  comunque  la  famiglia  (S)  di  Lamé  in  cui  la  S  è  inserita, 
le  infinite  superficie  S  che  si  ottengono  sono  tutte  applicabili  Tuna 
sull'altra  e  sulla  quadrica  immaginaria 

(46)  y'  +  ^  +  (^-y  +  iir)«=i, 

che  oscula  in  un  punto  il  circolo  immaginario  air  infinito.  Per  tal  modo 
la  ricerca  delle  superficie  applicabili  su  questa  quadrica  viene  a  colle- 
garsi, in  singolare  guisa  colle  famiglie  di  Lamé  composte  di  superficie 
a  curvatura  costante. 

§.  448. 
Integraàone  del  sistema  (B). 

Prescindendo  da  ultimo  dalla  relazione  delle  superficie  applicabili  sulla 
quadrica  (46)  colle  famiglie  di  Lamé  a  curvatura  costante,  dimostriamo 
che  nota  una  superficie  S  a  curvatura  costante  e  note  le  sue  linee  geode- 
tkhe,  si  potrà  trovare  con  sole  quadrature  la  soluzione  generale  $  delle 
equazioni  del  sistema  (E),  dopo  di  che  per  le  (1)  del  §.  294  si  avranno 
le  00^  superficie  S  derivate,  applicabili  sulla  quadrica  (46)  colle  formolo 


^  =  ^  +  g^|v(ir,<l>)+aZ 

Per  dimostrare  quanto  sopra  abbiamo  asserito  basta  osservare  che 
r  integrazione  del  sistema  lineare  (E)  si  riduce,  per  noti  teoremi  generali, 
a  quella  del  sistema  omogeneo 

(E*)         (|»u=  — KE4),    <h,  =  -I[F4»,    ^^-KQ^ 
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ed  a  successive  quadrature.  Ora  V  integrazione  di  quest'  ultimo  sistema 
è  subito  effettuata  appena  note  le  geodetiche  di  S. 

Volendo  scrivere  effettivamente  nel  caso  nostro  l'integrale  generale 
del  sistema,  si  indichino  con  '^i  ,'])<,  <|^  tre  soluzioni  linearmente  indi- 
pendenti del  sistema  (E*),  talché  il  determinante 

'!^i     ^     ^ 


A  = 


9+1  ^i  9^ 

du       du       du 


dv 


dv       dv 


sarà  diverso  da  zero.  Derivando  A  rapporto  ad  u,  v  ed  osservando  le  (E*), 
si  ha  subito 


cioè  (I,  pag.  119) 


du  -[Il 

aA  _  [(22 
dv  ~  [\2 


aiogA  ^  aiogVEG— F' 
du  du 

e  quindi  integrando 
(47) 


aiogA     a  log  Veg— F^ 


dv 


dv 


A  =  ftVEG-F*, 

dove  la  costante  k,  che  non  è  zero,  si  potrà  fare  p.  e.  =1,  alterando 
una  delle  tre  soluzioni  per  un  fattore  costante. 

Applicando  il  metodo  della  variazione  delle  costanti,  pongasi  la  so- 
luzione generale  <l>  del  sistema  non  omogeneo  (E)  sotto  la  forma 

*  =  Ci  +1  +  C,  i)2  +  Cs  +, 

e  si  cerchi  di  determinare  Ci ,  Cg ,  C3  in  funzione  di  u,  t;  in  guisa  che 
sussistano  le  equazioni 

/  aCi      ,  aCg      ,  aCs  ,      ^ 
at^*^  +  ai^  *'  +  at^  *'=^ 


dCid^ 
du  du 


dCid^ 
du   du 


du  du 


3C, a^;!  ,  ac, a<|),     ac,a^ 

\    dùdvdudvdudv 


oD' 


INTBQRAZIOVE  BBL  SISTEMA   (B) 
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e  le  altre 


9Ci         ,   3C2         ,    9C3   , 

ac.  34^     act  3^     a^  a  ^  ^  ^  jj, 
at>a«at;aM      a^aw 


\  a»  a»      a»  aw      a»  a»  * 

dopo  di  che  la  <I>  verrà  appunto  a  soddisfare  (E).  Dalle  precedenti,  osser- 
vando la  (47),^ si  traggono  per  le  due  derivate  di  Ci  i  valori: 


(48) 


0 

*. 

^ 

ac, 

a 

D 
D' 

dv 

d'W 

du 

~  k^EG—F* 

du 

at; 

0 

h 

^ 

aCi 

a 

D' 
D" 

du 

dv 

a-Ps 

di; 

AVEG— F* 

du 

d^ 
dv 

e  analogamente  per  C,,  C3  con  rotazione  degli  indici  1,2,3.  La  condi- 
zione d' integrabilità  per  le  (48)  risulta  identicamente  soddisfatta  in  virtù 
delle  equazioni  (E*)  cui  soddisfano  ^t,  ^  e  delle  equazioni  di  Codazzi 
(I,  pag.  120).  Così  dalle  (48)  si  ha  con  una  quadratura  Ci,  a  cui  è  da 
aggiungersi  una  costante  assoluta  arbitraria  Ci .  Analogamente  dicasi  per 
Cj,  Cs.  • 

Si  osservi  in  fine  che  se  alla  superficie  a  curvatura  costante  S  ap- 
plicheremo i  metodi  di  trasformazione  dei  quali  ci  siamo  occupati  nei 
Cap.  XXIV  e  XXV,  sulle  nuove  superficie  a  curvatura  costante  conosce- 
remo ancora  le  geodetiche  e  basteranno  quindi  quadrature  per  dedurre  da 
queste  le  corrispondenti  superficie  S  applicabili  sulla  quadrica  (46). 

Così  i  metodi  di  trasformazione  per  le  superficie  a  curvatura  costante 
possono  anche  interpretarsi  come  metodi  di  trasformazione  per  le  super- 
ficie applicabili  sulla  detta  quadrica,  che  oscula  il  circolo  immaginario 
all'  infinito. 


NOTA  I. 

Sulle  curve  di  Bertrand  esolle  deformate  rigate  dell'iperboloide 
di  rotazione  ad  una  falda. 


1. 

A  pag.  270,  del  volume  I,  abbiamo  fatto  conoscere  l'elegante  teorema 
di  Laguerre,  che  pone  in  relazione  le  curve  di  Bertrand  colle  deformate 
rigate  dell'  iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda.  Il  teorema  consiste  in 
questa  proprietà  :  che  il  circolo  di  gola  dell'  iperboloide  (linea  di  strin- 
gimento), in  qualunque  deformazione  della  superficie,  che  lasci  rettilinee 
le  generatrici  di  un  sistema,  si  trasforma  in  una  curva  di  Bertrand.  A 
complemento  di  questo  teorema,  aggiungiamo  ora  la  costruzione  seguente, 
dovuta  a  Bieche,  (^)  colla  quale,  data  una  curva  C  di  Bertrand,  si  genera 
quella  deformata  rigata  dell'iperboloide  che  ha  la  curva  G  per  linea 
dì  stringimento: 

Se  G  è  una  curva  di  Bertrand  e  C  la  sua  coniugata  (avente  a  co- 
mune con  C  le  normali  principali),  si  conduca  per  ogni  punto  di  G  la 
par  àlida  alla  Unormale  di  C  nd  punto  corrispondente;  la  rigata  1  for- 
mata da  queste  paraUde  ha  la  curva  C  per  linea  di  stringimento  ed  è 
applicàbile  sulV  iperboloide. 

Per  dimostrare  questa  proposizione,  riprendiamo  le  solite  notazioni 
della  teoria  delle  curve  (I,  pag.  50)  e  indichiamo  con 

ftseno        icoso 
(1)  — ^  =  seno 

la  relazione  lineare  che  vincola  le  curvature  —  ,  7=-  della  curva  G  di 

Bertrand. 

Le  coordinate  sf,  t/,  0  del  punto  della  curva  coniugata  G',  che  corri- 
sponde ad  (a;,  y,  a)  sopra  G,  saranno  date  da 


(^)  Sur  une  classe  de  surfaces  regUes,  (Comptea  rendus,  1. 106  pag.  829  ;  (1888)  ). 


574 

e  i  coseni  di  direzione  )/,  ji',  v'  della  binormale  a  C  saranno 

(2)  X'  s  a  sen  o  -X  cos  a  ,    (i'  =  p  sen  a  -  |j,  cos  o  ,    v'  =  y  sen  o  -  v  san  a  . 

Pel  punto  M  ^  (re,  y,  a)  di  C  conducasi  la  parallela  alla  direzione 
(X',  ^\  v")  e  si  stacchi  su  di  essa,  a  partire  da  M,  un  segmento  MM  =  tf; 
indicando  con  x,y,  0  le  coordinate  dell'estremo  M,  avremo: 

(3)  a;  =  a?+tt(a8eno-Xcosa)     ,      y=y+M(psen  3  — jtcoso) 

e  =  jef+u(Ysencj-v8eno)  . 

Denotando  con  v  Farce  di  G  e  riguardando  nelle  (3)  u,  v  come  ya- 
riabili  indipendenti,  le  (3)  ci  definiranno  la  rigata  1  dell'enunciato,  riferita 
alle  coordinate  curvilinee  u,  v.  Derivando  le  (3),  colFosservare  le  formole 
di  Frenet  e  la  relazione  (1),  troviamo 

,^.  dx  .  dx  ,  f*  sen  T  . 

(4)  gjj^  =  a  sen  0  —  X  cos  0    ,      g^  =  «  H j —  ^  ; 

pel  ds^  della  superficie  1  abbiamo  quindi 

(5)  (fo«  =  rftt»  +  2  sen  0  du  dv  +  (l  +  ^^^^)  dv^  . 

Se  consideriamo  ora  V  iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda  definito 
dalle  formole 

(6)  a:  =  A;cos(  vj—M sen 'j seni  rj  ,    y  =  Asen(r)  +  wsemcosl  ^J  , 

ir  =  a  COS  '3  , 

dove  X;  è  il  raggio  del  circolo  di  gola  e  ^  Tangolo  d'inclinazione  delle 
generatrici  dell'iperboloide  sull'asse,  vediamo  appunto  che  il  suo  ele- 
mento lineare  è  dato  dalla  (5).  Così  è  dimostrata  la  proposizione  di  Bieche. 


Completiamo  ora  la  proposizione  dimostrata  colle  considerazioni 
seguenti. 

Se  tiriamo  per  ogni  punto  {sf,  t/,  sf)  di  G  la  parallela  alla  binormale 
(X,  ^,  y)  della  C,  formiamo  evidentemente  una  seconda  rigata  £^  appli- 
cabile sul  medesimo  iperboloide.  Queste  due  rigate  1, 1'  stanno  fragore 
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in  una  relazione  semplice  notevole;  esse  sono  superficie  complementari 
runa  dell'altra  rispetto  alle  geodetiche  deformate  dei  meridiani  dell'iper- 
boloide. 

Per  dimostrarlo  osserviamo  che,  indicando  con  a/,  i/,  ^  le  coordinate 
di  un  punto  M'  di  S',  avremo 

colle  analoghe  per  y\  e\  dove  si  è  posto 

M  M'  =  w'  . 

Basterà  provare  che,  determinando  convenientemente  u  in  funzione  di  t*, 
potremo  far  sì  che  il  segmento  M  M',  che  unisce  due  punti  corrispon- 
denti M,  M'  di  S,  1'  tocchi  in  M  la  2  in  M'  la  S',  e  sia  inoltre  normale 
in  M  alla  direzione  della  linea  u  =  costante  (deformata  del  parallelo) 
similmente  in  M'  alla  direzione  della  u  =  costante. 

Per  ciò  osserviamo  che,  se  si  indicano  con  X,  Y,  Z  i  coseni  direzione 
della  normale  in  M  a  S  con  X',  Y',  TI  quelli  della  normale  a  2'  in  M', 
saranno  X,  Y,  Z  proporzionali  ai  trinomii 

w  sen  0  .   ,   u  sen'  o  ^  m  sen  a  .  ,   w  sen*  o 


u  sen  T         ,   ,   «  sen*  o 


7-:  + 


V 


e  similmente  X',  Y',  Z'  ai  tre  binomii 

Ora,  avendosi 

x'  —  a;  =  —  ti  sen  0  a  -|-  (m'  +•  w  cos  o)  X  -{-  k  i 
colle  analoghe,  si  verifica  subito  che  basta  porre  fra  u,  vi  la  relazione 

,      **  cos  a 

Utt  =  = — 

sen*  0 

perchè  ne  risultino  le  identità 

Queste  dimostrano  che  il  segmento  M  M'  è  tangente  rispettivamente 
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a  S,  £'  in  M,  ÌS.  In  fine  le  identità 

provano  le  restanti  asserzioni.  Così  abbiamo  completata  la  proposizione 
di  Bieche  colla  seguente: 

Prese  due  curve  di  Bertrand  coniugate  (aventi  cioè  a  comune  le  nor- 
mali principali),  se  pei  punti  di  ciascuna  di  esse  si  conducono  le  parai' 
lete  aUe  binormaii  nei  punti  corrispondenti  delV  altra,  si  formano  due 
superficie  rigate  £,  I'  applicabili  sul  medesimo  iperboloide  di  rotazione  ad 
una  falda;  le  due  superficie  2, 1'  sono  complementari  V  una  delVaUra 
rispetto  alle  geodetiche  deformate  dei  meridiani. 

Risulta  di  qui  che  la  superficie  complementare  di  una  defonriata 
qualsiasi  dell'iperboloide  di  rotazione  (rigata  o  no)  è  applicabile  sullo 
stesso  iperboloide,  la  qual  cosa  sarebbe  facile  constatare  direttamente 
colle  formolo  del  §.  136*  (I,  pag.  295). 


NOTA  IL 

Sulle  cniperflcie  d'area  miniina  negli  spazi  corvi  a  tre  dimensioni. 


1. 

In  lino  spazio  Ss  qualunque  definito  dal  silo  d^ 

1...8 

db"  =  2  aifc  dXi  dxx  , 

consideriamo  una  superficie  arbitraria  2  data  da 

a?i  =  aa  (w,  t?)  ,    a?f  =  a^  (u,  r)  ,    x^  =  x^  (u,  t;)  ; 
e  sia 

&*  =  E  (ft««  +  2  F  (itt  (to  f  G  dv» 

il  i^  di  2,  calcolato  nella  metrica  di  S3. 

Per  area  di  una  porzione  qualunque  di  S  intendiamo  il  valore  A 
deU' integrale  doppio 

A=ffy/EQ—Pdudv, 

esteso  alla  porzione  di  1  considerata.  È  immediatamente  evidente  che 
l'area  così  definita  è  invariante  rispetto  alle  trasformazioni  di  coordinate, 
e  che  nel  caso  euclideo  questa  definizione  si  traduce  nell'ordinaria. 

Dopo  ciò  resta  anche  precisato  che  cosa  dobbiamo  intendere  per  su- 
perficie £0  d'area  minima  nello  spazio  S3,  rispetto  ad  un  dato  contomo 
chiuso  C.  Sia  So  una  tale  superficie  e  consideriamo  poi  una  serie  «^ 
continua  qualunque  di  superficie  (£),  limitate  tutte  al  contomo  C,  e  con- 
tenente Io- 

Prendiamo  in  Sa  a  superficie  coordinate  x^  =  costante  le  S  e  sia 
a^  =  0  l'equazione  di  S©;  prendiamo  inoltre  per  linee  coordinate  (x^)  le 
traiettorie  ortogonali  delle  1,  talché  l'elemento  lineare  di  Ss  prenderà 
la  forma 

d^  =  andai  -{-  2  aitdXidXt  +  andai  -{-  ancbi  . 

L'elemento  d'area  di  una  superficie  S  sarà 
V  ^11  (hi  "  Alt  dp^\  ^%  1 
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e  la  nostra  ipotesi  che  la  lo  sia  una  superfìcie  d' area  minima  si  tradurrà 
nella  relazione 

(l)  g-(oua«-aiì)  =  0      per    a^  =^  0  . 

Ora  i  coefficienti  .1,.,  della  seconda  forma  fondamentale  di  1  sono 
dati  dalle  formolo  (I,  pag.  380)  : 

1      da,. 


(2)  «..  =VA« 


rs 
3 


2V«»^^ 


Se  chiamiamo  curvatura  media  la  somma  delle  curvature  principali 
e  la  indichiamo  con  H,  abbiamo 


jj  ^  Oh  fi«  +  a«  fin  —  2  «18  fli, 


indi  per  le  (2) 


«11  a»  —  Oli 


H  = —  ^--  log  {anOn-aiD 


Dalla  (l)  segue  quindi  il  teorema  già  enunciato  alla  pag.  338  del 
presente  volume: 

In  qtiolunque  spojsio  curvo  a  tre  dimensioni  le  superficie  oTarea  minima 
hanno  nulla  la  curvatura  inedia. 

Da  queste  formolo  discende  anche  una  semplice  conseguenza  che 
vogliamo  notare.  Si  consideri  in  Ss  una  serie  oo^  di  superficie  ^  d'area 
minima  (a  curvatura  media  nulla).  Prendendo  il  sistema  coordinato  come 
sopra,  sarà  identicamente 

g 
g  -  («li  a«  -  a,|)  =  0  ; 

e  viceversa  se  a^  a^  -  aj  è  indipendente  da  x^  le  superficie  S  (xs  =  cost**) 
sono  d'area  minima.  Dunque  :  In  uno  spazio  qualunque  a  tre  dimensum 
le  traiettorie  di  una  serie  od'  di  superficie  )i  d^area  minima^  comunque 
scdtey  spanano  sopra  dm  S  una  corrispondenza  che  conserva  le  aree;  vice- 
versa se  questo  accade  le  1  sono  Sarea  minima. 


Vogliamo  ora  considerare  in  particolare  le  superficie  d^area  minima 
dello  spazio  a  curvatura  costante  negativa  (iperbolico).  Se  usiamo  la 
rappresentazione  conforme  dello  spazio  pseudosferico  sul  semi -spazio 
euclideo  a^O  (I,  pag.  419  seguenti),  l'equazione  a  derivate  parziali  ca- 
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ratteristica  per  le  superficie  immagini  di  quelle  ad  area  minima  sarà 
data,  per  le  formolo  (58)  del  §.  222  (I,  pag.  515),  da: 

^2pqs—il+q*)r—il+p*)t_  2 


(1+1>»+3*)J  (1 +!»*+?*)* 

Colle  notazioni  del  §.  68  (I,  pag.  144),  questa  si  scrive 

(3)  "  =  1-2 

ed  espriiiuB  una  notevole  proprietà  geometrica  delle  nostre  superficie. 
Introduciamo  per  ciò  col  sig.  Thybaut  <^)  la  nozione  di  evoluta  armonica 
di  una  data  superficie  S  nel  modo  seguente.  Sopra  la  normale  in  ogni 
punto  M  di  S  prendiamo  il  punto  M  coniugato  armonico  di  M  rispetto 
ai  due  centri  principali  di  curvatura  Mi ,  Me  ;  il  luogo  S  del  punto  M 
è  appunto  la  superficie  che  si  dirà  l'evoluta  armonica  di  S.  Le  coordi- 
nate Xy  y,  a  sono  date,  come  subito  si  vede,  dalle  formole 

—  2  —  2  —  2 

^  =  ^—  jjX    ,      y==y  — — Y    ,       a  =  £f—-^Z, 

le  notazioni  essendo  le  usuali.  Di  qui  è  chiaro  che  la  (3)  esprime  la 
proprietà  seguente:  Le  superficie  detto  spaaio  euclideo  che  hanno  per  evo- 
luta armonica  un  piano  tt  sono  le  immagini  delle  superficie  d'area  minima 
in  qudla  metrica  iperbolica  che  ha  per  piano  limite  U  piano  tc. 

Queste  superficie  sono  dunque  isoterme;  la  loro  ricerca  dipende,  come 
si  è  visto  al  §.  352,  dall' integrazione  deirequazione 

Si  osserverà  che,  allontanando  il  piano  tc  air  infinito,  le  dette  super- 
ficie diventano  le  superficie  minime  ordinane. 


(^)  Sur  una  classe  de  surfaces  isothermiques,  Annales  de  V  École  Normale 
3.*  sèrie,  1. 17  (1900). 
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373.  —  Le  formule  della  trasformazione  di  Bflcklund    ...»  390 

374.  —  Verifiche  delle  proprietà  della  trasformazione  di  Backlund  »  393 

375.  —  Caso  della  trasformazione  complementare  ....  »  395 

376.  —  Le  deformazioni  infinitesime  delle  due  falde  di  una  con- 

gruenza pseudosferica »  397 

377.  —  Evoluta  di  una  superficie  pseudosferica     .         ...»  398 
378. —  Le   quattro   falde  della  evoluta   nella    trasformazione  di 

BAcklund >  399 

379.  —  n  problema  di  Tchebychef »  401 

380.  —  Scorrimenti  delle  reti  di  Tchebychef  sulla  sfera         .         .  »  403 

381.  —  Scorrimenti  delle  reti  di  Tchebychef  stille  superficie  pseudo- 

sferiche        »  406 

382.  —  Applicabilità  delle  due  falde  di  una  congruenza  pseudosferica  *  409 

383.  —  Il  teorema  di  permutabilità  per  le  trasformazioni  di  B&cklund  »  411 

384.  —  Calcoli  relativi  alla  S3  e  verifiche »  414 

385.  —  Applicazione  successiva  della  trasformazione  di  B&cklund  »  417 

386.  —  Le  geodetiche  »ulle  superficie  derivate       .         ...»  418 

387.  —  Applicazione  alle  elicoidi  del  Dini  ed  alla  superficie  com- 

plementare della  pseudosfera »  420 

388.  —  Complementari  delle  superficie  pseudosferiche  di  rotazione 

e  delle  superficie  d*£nneper »  423 

389.  —  Composizione  di  due  trasformazioni  complementari   .        .  »  427 

390.  —  Composizione  di  due  trasformazioni  opposte  di  B&cklund 

B3,  B_3 »  429 

891.  —  La  trasformazione  dì  Lie »  432 
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Capitolo  XXV. 

Le  snperflcie  a  earTatnra  costante  in  generale 

e  le  loro  trasformazioni. 

.  392.  —  Le  superficie  applicabili  sulla  sfera  e  la  trasformazione  di 

Hazzidakis pag.  435 

393.  —  Le  superficie  a  curvatura  media  costante  ....        »      437 

394.  —  Trasformazione  di  Bonnet-Lie »      439 

395.  —  Notizie  storiche  sulle  nuove  trasformazioni        ...»      441 

396.  —  Composizione  di  due  trasformazioni  immaginarie  coniugate 

di  Backlund >      442 

397.  --  Le  formole  effettive  per  la  S3  sotto  forma  reale  .        >      445 

398.  —  Composizione  di   due  trasformazioni  puramente  immagi- 

narie opposte »      448 

399.  Le  trasformazioni  immaginarie  di  BUcklund  per  le  super- 
ficie di  curvatura  costante  positiva »      451 

400.  —  Il  teorema  di  permutabilità »      455 

401.  —  Composizione  di  due  trasformazioni  immaginarie  coniugate        »      459 

402.  —  Caso  in  cui  le  normali  a  8,83  in  punti  corrispondenti  si 

incontrano »      461 

403.  —  La  superficie  Sq  luogo  del  punto  d' incontro  delle  normali 

corrispondenti »      468 

404.  —  Paragone  colle  formole  d*  inversione  dei  teoremi  di  Guichard 

al  §.  310 »      466. 

405.  —  Permutabilità  delle  nuove  trasformazioni  colla  trasforma- 

zione di  Hazzidakis >      468 

406.  —  Applicazione  successiva  delle  nuove  trasformazioni   .        .        »      472 

407.  — Esempi »      474 

Capitolo  XXVL 
I  sistemi  tripli  ortogonali  nello  spazio  enclideo* 

.  408.  —  Il  ds^  di  forma  ortogonale  e  le  formole  di  Lamé       .        .      pag.  478 

409.  —  Triedro  principale  e  raggi  principali  di  curvatura    .         .         »  480 

410.  —  Linee  d*equidistanza  ed  equazione  del  Cayley  ...»  484 

411.  —  Sistemi  ciclici  osculatori >  487 

412.  —  Le  equazioni  a  derivate  parziali  per  la  funzione 

W  = -|-(ac«+y«+««) »      488 

413.  —  Trasformazione  di  Combescure »      490 

414  —  Altro  modo  di  determinare  i  sistemi  trasformati        .  >      493 

415.  <-  Casi  particolari  di  sistemi  tripli  ortogonali        ...»  495 

416.  -  La  trasformazione  di  Combescure  applicata  ai  sistemi  ciclici        >  497 

417.  —  Riduzione  al  caso  dei  sistemi  ciclici  derivati     ...»  499 

418.  —  Determinazione  dei  nuovi  sistemi  tripli  dai  loro  elementi 

caratteristici pag.  502 
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§.  419.  —  Il  sistema  triplo  ortogonale  delle  quadriche  a  centro  con- 
focali   

420.  —  Coordinate  ellittiche 

421.  — Corrispondenza  delle  assintotiche 

422.  —  Teorema  di  Chasles 

423. —  Le  superficie  evolventi  di  Liouville 
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Capitolo  XXVIL 
Le  famiglie  di  Lamé  composte  di  superficie  a  carTatnra  costante. 

§.  429.  —  Sistemi  tripli  ortogonali  pseudosferici         ....  pag.  527 

430. —  Le  equazioni  a  derivate  parziali  per  la  funzione  m   .  »  580 
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433.  —  La  trasformazione  di  Bflcklund  pei  sistemi  tripli  pseudo- 

sferici         »  537 

434.  —  L^equazione  a  differenziali  totali  per  la  funzione  (p  .        .  »  538 
.     435. —  Il  teorema  di  permutabilità »  541 

436.  ^  Le  trasformazioni  immaginarie  di  BSU^klund  composte  in 

trasformazioni  reali >  543 

437.  —  Le  trasformazioni  immaginarie  di  Bftcklund  per  le  famiglie 

di  Lamé  a  curvatura  costante  positiva      .         ...»  544 

438.  —  Le  nuove  trasformazioni  reali >  547 

439.  —  I  sistemi  di  Weingarten »  548 

440.  —  Le  linee  di  equidistanza  nei  sistemi  di  Weingarten  .         .  »  551 
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446.  —  La  distanza  normale  infinitesima  fra  due  superficie  succes- 

sive in  una  famiglia  di  Lamé  a  curvatura  costante  .         .  »  565 

447.  —  Interpretazione  geometrica >  568 

448.  —  Integrazione  del  sistema  (B) »  569 

Nota  I.  —  Sulle  curve  di  Bertrand  e  sulle  deformate  rigate  dell'  iper- 
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Angolare  (metrìoa)  nello  spasio  Sn  a  n  dimen- 
sioni, 153. 

Angolo  di  paraUelismo  in  geometria  iperbo- 
lica, 178. 

->  di  parallelismo  in  geometria  ellittica,  199. 

—  di  una  curva  colle  linee  coordinate,  42. 
Applicabilità  delle  superficie  in  generale,  98. 

—  delle  superficie  a  curvatura  costante,  100. 

—  degli  spasi  di  curvatura  costante,  100. 

—  continua  di  una  superficie,  104,  244. 

—  di  superficie  di  rotasione,  106. 

—  di  superficie  rigate  (teorema  di  Bonnet),115. 

—  delle  elicoidi  sopra  superficie  di  rotaaione, 
106. 

—  di  superficie  d' area  minima,  343. 

—  sopra  superficie  d'area  minima,  349. 

—  (primo  problema  dell')  99. 

—  (equasione  dell')  109. 

—  (equazioni  dell')  nell'Sn  euclideo,  206. 

—  (nuova  equazione  di  Weingarten  dell')  288. 

—  delle  due  falde  di  ima  congruenza  pseudosfe- 
rica, 382. 

Area  minima  (superficie  di)  339  e  nota  II*. 
Assintotiohe  (linee)  sulle  superficie,  66. 

—  (torsione  delle  linee)  71,  74. 

—  (superficie  riferita  alle  sue  linee)  73. 

•—  (superficie  riferita  alle)  in  geometria  ellit- 
tica ed  iperbolica,  218. 
_  sulle  superficie  d' area  minima,  75. 

—  sulle  superficie  psendosferiche,  76. 

—  (formole  di  Lelieuvre  per  le)  77. 
Associate  (superficie)  in  una  deformazione  in- 
finitesima, 226. 

—  (superficie  minime)  344. 


Bftcklund  (trasformazione  di)  per  le  superficie 
pseudosferiche,  372,  374. 

—  (trasformazione  di)  per  le  superficie  appli- 
cabili sulla  sfera,  399. 

—  (trasformazione  di)  per  i  sistemi  tripli  orto- 
gonali pseudosferioi,  433. 

—  (trasformazione  di)  per  i  sistemi  di  Wein- 
garten, 444. 


Bftcklund  (composizione  di  trasformazioni  di) 
890,401. 

—  (applicazione  successiva  della  trasforma- 
zione di)  d^^87. 

Beltrami  (costruzione  di)  pel  raggio  dì  curva- 
tura geodetica,  117. 

—  (metodo  di)  per  la  deformazione  delle  su- 
perficie rigate,  120. 

—  (rappresentazione  geodetica  di)  per  le  super- 
ficie pseudosferiche,  180. 

—  (rappresentazione  geodetica  di)  per  gli  spazi 
di  curvatura  costante,  191. 

Bonnet  iformola  di)  per  la  curvatura  geode- 
tica, 86. 

—  (teorema  di)  sulla  deformazione  delle  rigate, 
115. 

Bonnet-Lie  (trasformazione  di)  per  le  superfi- 
cie applicabili  sulla  sfera,  394. 

Bour  (teorema  di)  sulle  superficie  elicoidali, 
106. 


Canali  (superficie)  13. 

Caratteristica  (funzione)  di  Weingarten  per  le 

deformazioni  infinitesime,  224. 
Catenoide,  107. 

—  accorciato  289. 

—  (superficie  rigate  applicabili  sul)  121. 
Cauchy  (problema  di)  per  le  superficie  d'area 

minima,  347. 

—  (problema  di)  per  le  superficie  di  curvatura 
costante,  367. 

Cajley  (equazione  del)  per  le  famiglie  di  Lamé, 
410. 

—  (formola  di)  per  le  rotazioni  della  sfera  com- 
plessa, 58. 

—  (metrica  di)  nello  spazio  a  n  dimensioni,  192. 
Chasles  (teorema  di)  sulle  quadriche  confocali, 

422. 
Christofi'el  (simboli  a  tre  indici  di)  31. 

—  (valori  del  simboli  di)  per  le  superficie,  43. 

—  (teorema  di)  sulle  superficie  isoterme,  234. 
CicUde  di  Dupin,  328. 

Circoli  (sistemi  doppi  ortogonali  di)  sul  piano 
o  sulla  sfera  52,  314. 

—  geodetici  sulle  superficie  psendosferiche,  177. 
Clifford  (parallelismo  di)  in  geom.  ellittioa,  198. 
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Clifford  (superficie  di)  a  curvatura  nulla,  200. 
Codasei  (equazioni  di)  per  le  superficie,  56. 

—  (eciuazioni  di)  per  le  ipersuperficie  nell'Sn 
165. 

Combf^ACure  (trasformazione  di)  per  le  curve, 
20. 

—  (trasformazione  di)  per  i  sistemi  tripli  orto- 
gouaU,  413,  414. 

Complementare  (superficie)  di  una  data,  133. 

—  di  una  superficie  di  rotazione,  136* 
Complementari  (superficie)  delle  pseudosferi- 

ohe,  136. 

Complementare  (ti*asformazione)  por  le  super- 
ficie pseudosferiche,  375. 

Congruenze  rettilinee  in  generale,  137. 

—  isotrope  di  Ribaucour,  138. 

—  rettilinee  normali,  143. 

—  rettilinee  cicliche  277. 

—  rettilinee  oo»  cicliche,  278. 

—  di  Guichard,  151. 

—  di  Ribaucour  229,  230. 
--  di  Thybaut,  351. 

—  pseudosferiohe,  150. 

—  normali  di  curve  gobbe,  267. 

—  normali  di  curve  piane,  268. 
Coniugate  (tangenti),  64. 
Coniugati  (sistemi  di  linee)  66,  91, 

~  (sistemi)  in  coordinate  tangenziali,  82. 
Coordinate  curvilinee  in  generale,  40. 

—  geodetiche  sopra  una  superficie,  90. 

—  geodetiche  negli  spazt,  156. 

—  ellittiche,  420. 

—  tangenziali  per  le  superficie,  81. 

—  per  le  ipersuperficie,  208. 

—  di    Weierstrass  in   geometria   ellittica  ed 
iperbolica,  183,  193. 

Costanti  di  direzione  154. 
Curvatura  (prima)  di  una  curva  2. 

—  (prima)  di  una  curva  nell*  Sn  166. 

—  (seconda)  di  una  curva.  5. 

—  di  una  forma  binaria,  37. 

—  geodetica  di  una  linea,  84. 

—  geodetica  costante  (linee  a)  97. 

—  totale  (di  Gauss),  63. 

—  media,  63. 

—  costante  (spazt  di)  159. 

—  media  costante  (superficie  di)  393. 

—  totale  di  un  triangolo  geodetico,  9(>. 

—  Riemanniana  in  ogni  oi-iontazione  nell'Sn 
157,  158. 

—  nulla  (superficie  di)  in  geometria  ellittica, 
219-221. 

Curvature  delle  sezioni  normali  di  una  super- 
ficie, 61. 

—  delle  sezioni  mmuali  per  un*  ipersuperficie, 
168. 

—  principali  in  uno  spazio  Ss  162,  163. 

—  principali  di  un'ipersuperficie,  168. 
Curvatura  (linee  di)  sopra  una  superfìcie,  59. 

—  (linee  di)  di  un'  ipersuperficie,  16S. 

—  (linee  di)  in  geometria  ellittica  ed  iperbo- 
lica, 212. 

—  (equazione  differenziale  delle  linee  di)  60. 

—  (equazione  differenziale  dolio  linee  di)  in 
coordinate  cartesiane,  68. 


Darboux  (generazione  geometrica  di)  per   le 
superficie  a  linee  di  curvatura  piane.  315. 

—  (teorema  di)  sui  sistemi  ciclici,  271. 
Darboux-Dupin  (teorema  di)  sui  sistemi  tripli 

ortogonali,  172. 
Deformazione  delle  superficie  (teoremi  generali 

sulla)  IH,  112. 
Deformazioni  speciali,  113,114. 
~  di  superficie  rigate,  119,  120. 

—  continue  conservanti  un  sistema  coniagi|to, 
252. 

—  di  superficie  pseudosferiche  con  un'aasin- 
totica  rigida,  371. 

—  delle  congruenze  rettilinee,  253,  254. 
Dini  (Elicoidi  pseudosferiche  del)  334. 
Dupin  (Ciclide  di)  323. 

Dupin-Darboux  (teorema  di)  sui  siatemi  tripli 
ortogonali,  172. 
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Elemento  lineare  e  d'area,  41. 

~  lineare  nello  spazio  a  n  dimensioni,  152. 

Eliche  cilindriche,  10. 

Elica  circolare  e  cilindro  conica,  11. 

—  sferica,  21. 

Elicoidali  (superficie)  Teorema  di  Bear,  106. 

Elicoide  rigata  d'area  minima,  107. 

Elicoidale  (sistema  triplo  ortogonale)  a  curva- 
ture costanti,  44S. 

Elicoidi  pseudosferiche  del  Dini,  334. 

Ellissi  geodetiche,  91. 

Ellissoide  di  rotazione  (superficie  applicabili 
siUr  ),  408. 

—  a  tre  assi  ('geodetiche  dell'  ),  424. 
Ellittiche  coordinate,  420. 

Enneper  (supei*ficie  di)  ad  area  minima,  329. 

—  (superficie  d')  a  curvatura  costante,  330-333. 

—  (teorema  d')  sulla  torsione  delle  asaintoti- 
che,  71. 

Equazione  curatteristica  per  le  deformazioni 
infinitesime,  224. 

—  caratterìstica  (forme  normali  dell'),  226. 

—  del  Cayley  per  le  famiglie  di  Lamé,  410. 
Equazioni  fondamentali  per  la  teoria  delle  bu- 

perflcie,  56. 

—  fondamentali  per  la  teorìa  delle  ipersuper- 
ficie, 165. 

—  di  Gauss  e  Codazzi  per  le  superficie,  56. 

—  di  Gauss  e  di  Codazzi  per  le  ipersuperficie, 
165. 

—  di  Weingarten  per  le  coordinate  di  Weier- 
strass, 1^4,  185,  195. 

Equidistanza  (linee  di)  in  una  famiglia  di  Lnmé. 
410. 

Equilibrio  delle  superficie  flessibili  ed  iueeten- 
dibili,  235. 

Equivalenza  delle  forme  difi'erenziali,  30. 

Euclidea  (geometria  non),  180. 

Eulero  (formola  di)  per  le  curvature  delle  se- 
zioni normali,  92. 

—  (formola  di)  estera  agli  iperspazii,  168. 
Evolventi  ed  evolute  delle  curve,  18. 

—  ed  evolute  delle  superficie,  133. 
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Evolventi  delle  superficie  pseudosferiohei  136. 
Evoluta  armonica  di  una  superficie.  Nota  II. 

—  media  di  una  superficie,  128. 
Evolute  di  superficie  W,  129. 

—  di  superficie  W   (  teoremi  di   Weingarten 
BuUe)  132,  133. 

—  di  superficie  pseudosferiohe  in  trasforma- 
zione di  Bftcklund,  377. 

—  di  un'ipersuperficie,  2(16. 


Falde  dell'evoluta  di  una  superficie  in  gene- 
rale, 124. 

—  dell'evoluta  di  una  superficie  W,  129. 

—  di  un  inviluppo  di  oo*  sfere,  255. 
Flessibili  superficie,  96. 

Flessione  di  una  curva  nello  spasio,  2. 

—  di  una  curva  negli  iperspasii,  166. 

—  costante  (curve  di),  21. 

—  costante  (sistemi  di  Weingarten),  441. 
Focali  (superficie)  in  una  congruensa  rettili- 
nea, 142,  149. 

Forme  algebriche  quadratiche,  26. 

—  differenxiali  quadratiche,  27. 

—  differenziali  simuitanee,  38,  39. 

—  quadratiche  fondamentali  per  una  superfi- 
cie, 54. 

—  quadratiche   fondamentali  per   un*  ipersu- 
perficie, 164. 

—  quadratiche    fondamentali   per    una    con- 
gruenza, 137. 

—  ridotte  del  d«<,  277. 

—  tipiche  del  d^  per  una  superficie  pseudosfe- 
rica, 103. 

—  tipiche  del  cU^  per  gli  spazi  di  curvatura  co- 
stante, 186. 

Frenet  (formolo  di)  per  le  curve,  6. 

—  (formolo  di)  estese  alla  geometria  ellittica 
ed  iperbolica,  201. 

Fuochi  sopra  un  raggio  di  una  congruenza,  141. 


Ghkuss  (curvatura  di)  o  totale,  63. 

—  (equazione  di)  per  le  superficie,  165. 
Geodetica  (curvatura),  84. 

—  (forma)  deirelemento  lineare,  90. 
Geodetiche  (equazione  differenziale  delle  linee), 

87. 

—  (equazione  sotto  la  forma  di  Gauss),  88. 

—  (proprietà  generali  delle  linee),  89. 

—  (lineo)  sulle  sviluppabili,  15,  93. 

—  sulle  superficie  di  Liouville,  94. 

—  sulle  superficie  di  rotnzione,  96. 

—  negli  iperspazii,  155-156. 

—  parallele  in  geometria  iperbolica, 
178. 

—  parallele  in  geometria  ellittica,  196. 
Guichard  (congruenze  di)  151. 

~  (formolo  di)  i>er  le  congruenze  ret- 
tUinee,  147. 

—  (teoremi  di)  sulle  deformato  delle 
quadriche  di  rotazione,  267,  266. 

—  (teoremi  di)  in  relazione  coi  sistemi  ciclici, 
309. 

—  (inversione  dei  teoremi  di),  810. 


Halplion  (forinola  di)  per  le  due  falde  deirevo- 
luta  di  una  superficie  VV,  130. 

—  (formola  di)  estesa  da  Ribaucour  a  tutte 
le  congruenze  W,  243. 

Hamilton  (formula  di)  per  le  congruenze  ret- 
tilinee, 132. 

Haszidakis  (trasformazione  di)  per  le  superfi- 
cie applicabili  sulla  sfera,  392. 

—  (permutabilità  della  trasformazio  ne  di)  con 
quelle  di  Bftcklund,  415. 


Immagine  sferica  di  un  sistema  coniugato,  78. 
Immagini  sferiche  delle  superficie  principali  in 

una  congruenza,  146. 
— -  sferiche  delle  sviluppabili  di  una  congruenza, 

147. 

—  sferiche  delle  sviluppabili  di  una  congraen- 
za  ciclica,  280, 

Indeformabilità  di  una  superficie  con  una  li- 
nea rigida,  110. 

—  delle  ipersuperficie  nello  spaisio  euclideo, 
204. 

Intrinseche  (equazioni)  delle  curve,  8,  9. 

—  (equazioni)  delle  superficie,  57,  58. 
Invarianti  differenziali,  28. 

Inversione  dei  teoremi  di  Guichard,  810,  360, 
404. 

Inviluppi  (superficie)  di  un  sistema  od^  di  su- 
perficie, 12. 

—  di  sistemi  oo«  di  sf -re,  263. 

—  di  sfere  sulle  cui  falde  si  corrispondono  le 
linee  di  curvatura,  281. 

Inviluppata  media  in  una  congruenza  isotropa 

146. 
Joachimsthal  (superficie  di)  con  un  sistema  di 

linee  di  curvatura  in  piani  per  una  retta, 

320. 

—  (teorema  di)  per  le  geodetiche  dell'ellissoide 
415. 

Iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda  (super- 
ficie applicabili  sull'  ),  107,  403  e  nota  I. 

—  di  rotazione  a  due  falde  (teorema  di  Gui- 
chard), 258. 

Ipersuperficie  negli  spazi  curvi  in  generale, 
164. 

—  nello  spazio  euclideo,  208. 

-«■  nello  spazio  ellittico  ed  iperbolico,  210, 211. 
Irrazionalità  dell'ottaedro,  866. 
Isometrici  (parametri),  46. 
Isotermi  (sistemi)  di  linee,  44. 
Isotermo-coniugati  (sistemi)  79. 
isoterme  (superficie  a  linee  di  curvatura),  238, 
234. 


Lamé  (famiglie  di)  appartenenti  a  sistemi  tri- 
pli ortogonali,  173. 

—  (famiglie  di)  con  traiettorie  ortogonali  piane, 
417,  418. 

—  (famiglie  di)  composte  di  superficie  pseudo- 
sferiohe, 429. 
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Lamé  (famiglie  di)  composte  di  superficie  ap- 
plicabili sulla  sfera,  431, 

Lie  (teorema  di)  sui  sistemi  isotermi  di  linee, 
47. 

—  (teorema  di)  sulle  superficie  W,  131. 

—  (trasformaBione  di)  per  le  superficie  pseudo- 
sferiche,  891. 

Lie-Bonnet  (trasformasione  di)  per  le  superfi- 
cie applicabili  sulla  sfera,  904. 

Limiti  (punti)  sul  raggio  di  una  congruensa, 
140. 

Liouville  (formola  di)  per  la  curvatura  di 
Gauss,  86. 

—  (superficie  eyolyenti  di)  per  due  quadriche 
confocali,  423. 

—  (teorema  di)  sulle  rappresentazioni  confor- 
mi dello  spazio,  170. 


Malus-Dupin   (teorema   di)   sulle   congruense 

normali,  144. 
Meusnier  (teorema  di)  pei  raggi  di  curvatura 

delle  linee  di  una  superficie  61. 
Metrica  angolare  nello  spazio  Sn  153. 

—  del  Cayley,  192. 

—  ellittica,  193. 

—  iperbolica,  194. 

Minding  (metodo  di)  per  la  deformazione  delle 

rigate,  119. 
Minime  (superficie)  in  generale  339  e  nota  II». 

—  (superficie)  algebriche,  341. 

—  (superficie)  doppie,  342. 

—  (superficie)  applicabili  le  une  sulle  altre,  343. 

—  (superficie)  applicabili  sopra  superficie   di 
rotazione,  346. 

—  (superficie)  in  relazione  colle  deformata  del 
paraboloide,  360,  351. 

—  (superficie)  in  geometria  ellittica  ed  iperbo- 
lica, 362. 

Modanate  (superficie)  in  generale^  318. 

—  (superficie)  a  sviluppabile  direttrice  cilin- 
drica, 83. 

—  (superficie  a  sviluppabile  direttrice  conica, 
819. 

Moutard  (Teorema  di),  241. 
Movimenti  della  sfera  complessa  63. 

—  delle  superficie  pseudosferiche,  175,  176. 

—  nello  spazio  iperbolico  a  tre  dimensioni,  189, 
190. 

—  nello  spazio  ellittico  a  tre  dimensioni,  196, 
197. 


Normali  (congruenze)  rettilinee,  143. 

—  (congruenze)  di  curve,  267. 

—  (congruenze)  di  curve  piane,  268. 


Ortogonali  (sistemi  n^  ')  nello  spazio  S   ,  171. 

—  (sistemi  nF  *)  nell'  ipersfera,  209. 
Osculatore  (piano),  3. 
Osculatori  (sistemi  ciclici),  411. 
Ottaedro  (irrazionalità  dell'),  966. 


Paraboloide  di  rotazione  (superficie  applicabili 
sul)  246,  246. 

—  (teorema  di  Guichard),  257. 
Parallelismo  di  Clifford  in  geometria  eUittioa, 

198.^ 

—  (angolo  di)  in  geometria  iperbolica,  178 

—  (angoli  di)  in  geometria  ellittica,  199. 
Parametri  differenziali  in  generale,  28. 

—  differenziali  primi  29. 
Parametro  differenziale  secondo,  32. 
Parametri  dift'erenziali  (calcolo  di),  09. 

—  isometrici,  46. 

Parametro  di  distribuzione  del  piano  tangente 

in  una  rigata,  118. 
Parametri  di  scorrimento,  199. 
Permanente  (sistema  ooniu^to)  in  una  defoi^ 

mazione  infinitesima,  227. 

—  (sistema  coniugato)  in  una  deformazione  fi- 
nita, 239. 

—  (sistema  coniugato)  in  una  deformazione 
continua,  262. 

Permutabilità  (teorema  generalo  di)  per  le  de- 
formazioni infinitesime,  248. 

—  (teorema  di)  per  le  congruenze  W  a  falde 
focali  di  egual  curvatura,  261. 

—  (teorema  di)  per  le  superficie  pseudosfe- 
riche, 383,  384. 

—  (teorema  di)  per  i  sistemi  tripli  ortogonali 
pseudosferici,  436. 

Peterson  (teoremi  di),  240. 

Plateau  (problema  di)  per  le  superficie  minime, 
363. 

Poincaré  (formolo  di)  pei  movimenti  nello  spa- 
zio iperbolico,  189. 

Pseudosferiche  (assintotiohe  sulle  superficie)  76. 

—  (superficie)  di  rotazione,  103. 

—  (superficie)  elicoidali  del  Dini,  334. 

—  (superficie)  d'Enneper,  330. 

—  (superficie)  con  due  assegnate 
assintotiche,  368^0. 

—  (congruenze),  150. 

Pseudosferici  (sistemi  tripli  ortogonali),  429. 
Punti  Rimiti  nelle  congruenze  rettilinee,  138-140. 


Quadriche  ^confocali,  419. 
—  di  rotazione  (teoremi  di  Guichard),  267, 266, 
~  immaginarie  (deformazioni  di),  308. 
Quadrica  immaginaria  osculante  il  cìrcolo  al- 
l'infinito (superficie  applicabili),  sulla  447-448. 


Ombelicali  (geodetiche)  sull'ellissoide,  426.         I 

Oricicli  o  circoli  limiti  in-  geometria  pseudo-  !  Raggio  di  curvatura  delle  sezioni  normali.  92. 

sferica,  177.  —  di  curvatura  geodetica,  127. 

Ortogonali  (sistemi  tripli)  in  uno  spazio  Ss  our-  i  Raggi  principali  di  curvatura  di  una  superfi- 

vo,  173.  I       eie,  62. 
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BappresentaBione  oonforme  delle  superfloie, 
48,  49. 

—  conforme  stereografica  della  sfera,  60. 

—  conforme  della  pseudosfera  sol  semipiano, 
174. 

—  oonforme  della  pseudosfera  entro  un  oir< 
colo,  177. 

Bappresentasioni  conformi  degli  spazi,  170. 
Bappresentasione  oonforme  dello  spazio  psen- 
dosferioo  sull'enolideo,  1S7. 

—  geodetica  delle  superficie  a  curvatura  co- 
stante, 180,  181. 

—  geodetica  degli  spast  di  curvatura  costante, 
191. 

--  sferica  delle  superficie,  70-72. 

—  sferica  delle  ipersuperficie,  207. 

—  sferica  in  relazione  coi  sistemi  ciclici,  274. 
Bete  ettaedrica  sulla  sfera,  355. 

Beti  di  Tchebychef  sulle  superficie,  379. 

—  (scorrimenti  delle)  di  Tohebyohef  sulla  sfera, 
380. 

—  (scorrimenti  delle)  di  Tchebychef  sulla  pseu- 
dosfera, 381. 

BibauGour  (congruenze  di)  229,  230. 

—  (teorema  di)  sulle  congruenze  di  curve  pia- 
ne, 268. 

—  (teorema  di)  sulle  superficie  con  linee  di 
curvatura  piane,  328. 

—  (sistemi  ciclici  di)  a  raggio  costante,  272. 
Biccati  (equazione  di)  per  le  gebdetiche  delle 

superficie  a  curvatura  costante,  182. 
Biemann  (curvatura  di),  157-158. 

—  (simboli  di),  35. 
Bigate  (superficie),  114. 

—  (deformazione  delle)  secondo  Minding,  119. 

—  (deformazione  delle)  secondo  Beltrami,  120. 

—  applicabili  sul  catenoide,  121. 

—  applicabili  sopra  superficie  di  rotazione,  123. 

—  applicabili  (coppie  di),  236. 

—  a  curvatura  nulla  in  geometria  ellittica,  200. 
Boberts  (teoremi  di)  sulle  geodetiche  dell'el- 
lissoide, 427,  428. 

Botolameuto  di  una  superficie  sopra  una  appli- 
cabile, 236. 


Schur  (teorema  di)  sulla  curvatura  di  Biemann, 

161. 
Sohwarz  (formola  di)  per  le  superficie  minime, 

347. 

—  (contomo  di)  per  superficie  minime,  364. 

—  (superficie  d'area  minima  di),  358-364. 
Scorrimenti  in  geometria  ellittica,  196. 
Scorrimento  (superficie  di),  220. 
Sinusoide  iperbolico,  259. 

Sistema  coniugato  permanente  in  deformazioni 
infinitesime,  227. 

—  coniugato  permanente  in  deformazioni  fi- 
nite, 239. 

Sistemi  ciclici  in  generale,  269,  273  *. 
--  ciclici  nei  piani  tangenti  di  una  superficie, 
270. 

—  ciclici  normali  ad  una  data  superficie,  272, 

—  ciclici  normali  ad  una  sfera  o  ad  un  piano, 
275. 


ciclici  di  raggio  costante,  272. 


Sistemi  (tripli)  ciclici  ortogonali,  276-279. 

—  (tripli)  ortogonali  in  generale,  172, 173. 

—  »/  *  ortogonali,  171. 


Spazi  a  n  dimensioni,  162. 

—  di  curvatura  costante,  169. 

Spigolo  di  regresso  della  svilupi^bUe  polare, 

17. 
Stringimento  (linea  di)  sulle  rigate,  117. 
Superficie  a  linee  di  curvatura  piane,  315. 
_  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  piane, 

316. 

—  di  Joachimsthal,  320. 

—  a  linee  di  curvatura  circolari,  321-324. 

—  a  linee  di  curvatura  sferiche,  335-336. 

—  modanate  (moulures)  del  Monge,  318. 

—  a  linee  di  curvatura  in  piani  paralleli,  83. 
Sviluppabili  (superficie)  14. 
Sviluppabile  polare  di  una  curva,  16. 

—  rettificante  di  una  curva,  15. 
Sviluppabili  di  una  congruenza,  141. 


Tangente  di  una  curva,  1. 
Tangenti  coniugate,  64. 
Tchebychef  (problema  di)  379. 

—  (reti  di)  sulla  sfera,  380. 

—  (reti  di)  sulla  pseudosfera,  381. 
Thybaut  (congruenze  di)  351. 
Torsione  delle  curve,  6. 

~  (segno  della)  7. 

—  costante  (curve  a)  in  geometria  ellittica  ed 
iperbolica,  202. 

—  delle  linee  assintotiche,  71. 

—  geodetica,  92. 

Traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  oo^  di  piani, 
19. 

—  ortogonali  di  un  sistema  oo^  di  sfere,  22,23. 
Trasformazione  complementare  delle  superfi- 
cie pseudosferiche,  375. 

—  complementare  dei  sistemi  di  Weingarten, 
445. 

Trasformazioni  complementari  (composizione 
di  due)  389. 

-—  di  BScklund  per  le  superficie  pseudosferi- 
che, 872^4. 

—  di  BAcklund  (composizione  di  due)  390. 

—  delle  superficie  applicabili  sulla  sfera,  38^ 
403. 

—  di  Bftcklund  pei  sistemi  tripli  ortogonali 
pseudosferioi,  433. 

—  di  Bftcklund  pei  sistemi  di  Weingarten,  444. 
Trasformazione  di  Combescure  per  le  curve,  20. 

—  pei  sistemi  tripli  ortogonali,  413,  414. 

—  di  Moutard,  247. 

Triangolo  geodetico  (curvatura  totale  di  un)  96. 
Triangoli  geodetici  sulla  pseudosfera,  179. 
Triedro  principale  di  una  curva,  4. 
.  (tormoie  dei)  mobile  nella  teoria  delle  su- 
perficie, 284286. 

—  principale  in  un  sistema  triplo  ortogonale, 
408. 
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Triedro  principale  in  uno  spaiio  corro  a  tre 

dimensioni,  163. 
Trigonometria  psendosferica,  179. 


Variasioni  di  D,  D',  D*  in 

infinitesima,  281. 
Variasione  seconda  di  un* 

minima,  985. 


deformatone 
di  superficie 


Weierstrass  (coordinate  di)  in  geometria  ellit- 

tioa  ed  iperbolica,  183,  186. 
—  (formole  di)  per  le  superficie  minime,  340, 

346. 
Weingarten  (formole  di)  in  coordinate  tangen- 

siaU,81. 


Weingarten  (criterio  di)  per  le  saporfloie  iso- 
terme. 

—  (teoremi  di)  sulle  evolute,  133,  181 

—  (nuova  equasione  dell*  applicabilità  di)  MB- 
291. 

—  (nuovo  metodo  di)  in  relaaione  eoi  «Istenii 
oieUoi,  284-296. 

—  (metodo  di)  in  geometria  ellittica  ed  iparbo- 
lica,  312,  313. 

—  (Histomi  tripli  ortogonali  di)  439. 

—  (sistemi  di)  a  flessione  costante. 
W.  (superficie)  in  generale,  129. 

—  (Elemento  lineare  sferico  di  una  ■npeiriloia) 
134. 

—  (Superficie  in  geometria  ellittica  ed  iperbo- 
lica, 217. 

—  (Congruense)  rettilinee,  242,  243. 

—  (Congruenze  a  falde  focali  d'egual  oorra- 
tura,  249. 

~  (Glassi  complete  di  superficie),  1S& 


CORREZIONI 


Volume  I. 

Pag.  351    linea  12,  in  lìiogo  di:    rh,ikl    leggi  :    rk,ihl 
>         ibid.        nella  nota  a  pie  di  pagina  leggi:    {rkyihl)==:^  -  (rk,ih)  . 

»      458    nella  seconda  (49*)  in  luogo  di:    !     leggi:    f 

ds  da 

»      507    linea  6,  dal  basso  leggi:    t    il  tratto 

»      515    nel  primo  membro  della  seconda  formola  (59)  leggasi: i 

Pi  P2 


Volume  IL 


dee 

Pag.    17    linea  15  nella  seconda  formola  leggasi:  ^^-  «s  .  .  . 

av 

»        73    nel  primo  membro  della  prima  (49)  in  luogo  di:    x    leggi:    x* 

>  87    neir intestazione  del  §.253  leggasi:    sistemi  qd<  di  sfere 

9X  3X 

»        92    nella  seconda  delle  (3)  in  luogo  di:  g-    leggi:    ^ 

»       93    nel  penultimo  termine  della  (6*)  in  luogo  di:  ^-     leggi:    ^r- 

àu  av 

»      105    neirenunciato  del  secondo  teorema  di  Gnichard  ^^:    iperboloide  di 

rotazione  a  due  falde,  __ 

»      138    neir ultimo  termine  della  (I*)  leggasi:      ^ — 

>  140    nella  formola  (A)  in  luogo  di:  AjX    leggi:    A^t 

>  141    nel  secondo  membro  della  prima  delle  (12)  V  ultimo  termine 

\'Go 


si  legga:    B    ,^       ^^ 


142    formola  (14)  nel  primo  fattore  f^a  parentesi  nel  secondo  membro 
200    formola  (27)  nel  secondo  membro  il  primo  termine  si  legga:    ^ 
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Thi8  hook  should  be  returaed  to 
the  Library  on  or  bef ore  the  last  date 
stamped  below. 

A  fine  of  five  cents  a  day  is  incurred 
by  retaining  it  beyond  the  specified 
time. 

Please  return  promptly. 


